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Capitolo 1

Il Sistema Assiomatico di
Zermelo e Fraenkel

In questo primo capitolo presentiamo il sistema assiomatico di Zermelo—Fraenkel,
su cui ¢ basata tutta la matematica moderna. Nel primo paragrafo enunceremo
gli assiomi, con qualche commento sul loro significato, e nel secondo discuteremo
pil in dettaglio ’assioma della scelta e alcune sue importanti conseguenze, come il
lemma di Zorn, il principio del buon ordinamento e I'induzione transfinita.

Una discussione completa sul significato degli assiomi in matematica, e in par-
ticolare degli assiomi della teoria degli insiemi, si trova in [Ma]. Un’altra fonte utile
¢ [An], dove si trovano sviluppati in dettaglio molti degli argomenti che qui sono
solo accennati.

1. Gli assiomi

Nell’enunciare gli assiomi useremo un linguaggio non completamente formale. Svi-
luppare in modo strettamente formale ’assiomatica della teoria degli insiemi richie-
de un lavoro notevole, e per questo rimandiamo a un corso di Istituzioni di Logica
Matematica. Scriveremo le formule, quando necessario, utilizzando gli usuali sim-
boli logici. Il sistema assiomatico che descriveremo ha 10 assiomi. L’ultimo di
questi ¢ 'assioma della scelta, e ha una posizione un po’ particolare rispetto agli
altri. Di solito il sistema formato dai primi nove viene detto ZF, e quello con tutti
e dieci ZFC (e cioé ZF + C, dove C = choice, scelta in inglese)

Nella teoria degli insiemi vi & un solo tipo di oggetto primitivo, I’insieme e una
sola relazione fra insiemi, I’appartenenza. Per dire che un insieme appartiene ad un
altro si scrive

rey

che si legge “x appartiene ad y” oppure “x & un elemento di y”. Di solito, siamo
abituati a distinguere fra “insiemi” ed “elementi”, ma in effetti basta un solo con-
cetto primitivo. Il primo assioma dice che un insieme ¢ determinato unicamente
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2 1. II Sistema Assiomatico di Zermelo e Fraenkel

dalla collezione dei suoi elementi e non da altre informazioni, come per esempio
I'ordine dei suoi elementi.

ZF 1. Assioma dell'estensione. Due insiemi x e y sono uguali se e solo se ogni
elemento dell’insieme x € un elemento dell’insieme y e ogni elemento dell’insieme y
e un elemento dell’insieme x.

In simboli
(1) VaVy z=y < [Vz z€x < z €y
Se ogni elemento di « ¢ un elemento di y scriviamo z C y e leggiamo “z € un
sottoinsieme di y”.
ZF 2. Assioma dell'insieme vuoto. Esiste un insieme che non contiene elements.

In simboli
(2) 2V x ¢z

Dall’assioma di estensione segue che ’insieme vuoto € unico, e si indica con il
simbolo ). Osserviamo anche che (§ C = per ogni insieme .

Tutti i rimanenti assiomi garantiscono l'esistenza di insiemi aventi opportune
proprieta o risultanti da appropriate costruzioni.
ZF 3. Assioma della coppia. Per ogni due insiemi x e y esiste un insieme z i cui
elementi sono solo = e y.

In simboli
(3) VaVydz: YwweEz < [w=zVw=y|

Questo insieme si denota con z = {x,y}. Osserviamo che x e y non sono ne-
cessariamente distinti, e si ha allora z = {z,z} = {z}. Dunque, dato un insieme z,
Passioma della coppia afferma, in particolare, l'esistenza di un insieme {x} che
ha come unico elemento z. E importante ricordarsi che x # {x}. In particolare,
z € {z}, ma dimostreremo che x ¢ z. In effetti, uno degli scopi dell’assiomatica di
Zermelo—Fraenkel ¢ di escludere I'affermazione x € x, poiché da questa si possino
derivare delle contraddizioni (paradosso di Russell).

A partire dall’esistenza della coppia, si pud definire la coppia ordinata di due
insiemi (z,y) ponendo, per definizione

<CL’, y> = {l‘, {l’, y}}
Lo scopo di questa definizione & avere
(z,y) = (u,v) <= x=uAy=0,

cosa che si verifica facilmente usando gli assiomi che abbiamo gia. La nozione di
coppia ordinata sara utile per definire le corrispondenze fra insiemi e le funzioni.

ZF 4. Assioma dell'unione. Per ogni insieme x esiste un insieme y tale che l’insie-
me z € un elemento di y se e solo se z e elemento di un elemento di x.

In simboli
(4) Vedy: Vzzey < [w:zcewAw € x]

L’insieme y € 'unione di tutti gli elementi di tutti gli elementi di «, e si scrive

y:Um.
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La notazione non & quella che siamo abituati ad usare: per esempio, J{z1,z2} di
. . . 5 . . . . . n N

solito si scrive @1 |J @2, 'unione (J{z1, 22, ..., 2,} di solito si scrive | J;_, x;, e cosi

via.

ZF 5. Assioma dell'insieme potenza. Per ogni insieme x esiste un insieme y tale che

gli elementi di y siano tutti e soli i sottoinsiemi di x.

In simboli
(5) Vedy: Vzzey < zCx

Naturalmente, y ¢ l'insieme delle parti di z, (o insieme potenza, in inglese power
set) e useremo la notazione y = P(z).

Quali insiemi possiamo costruire a partire dagli assiomi che abbiamo? L’assio-
ma dell’insieme vuoto garantisce che c¢’¢ almeno un insieme, ), e usando ’assioma
della coppia, dell’'unione e dell’insieme potenza possiamo costruire la sequenza di

insiemi:

0, {03, {0,{0}}, {0,{0}.{0,{0}}}, ...
ottenuta “collezionando” via via gli insiemi gia costruiti. Si vede subito che ogni
insieme che si ottiene in questo modo ha un numero finito di elementi. Se vogliamo
parlare di insiemi infiniti dobbiamo avere un assioma apposito. Definiamo la nozione
di “seguente”: se z & un insieme, 'insieme seguente & ' = z U {z}. Per esempio,

0 =00{0} = {0}, 0" ={0ru{{0}} = {0,{0}}

ZF 6. Assioma dell'infinito. Esiste un insieme x che ha (0 come elemento e per
ogni y € x anche y' € x.

In simboli
(6) dJr: DexAVyyer = y €1

E immediato riconoscere in questo assioma la base del principio di induzione e la
costruzione stessa dell’insieme dei numeri naturali. L’assioma dell’infinito afferma
che i numeri naturali formano un insieme e si possono considerare come una “infinita
conclusa”, e cioé possono essere considerati tutti contemporaneamente, e non solo
uno dopo l'altro.

Notiamo pero che, per I'assioma dell’insieme potenza, esiste I’insieme delle parti
di questo insieme infinito, e Cantor scopri che questa nuova infinita ¢ maggiore di
quella iniziale, e cosi via. Dunque, l’esistenza di un solo insieme infinito implica
I'esistenza di infiniti insiemi infiniti, tutti di cardinalita maggiore uno dell’altro.

Ora che abbiamo moltissimi insiemi, grandi quanto vogliamo, possiamo co-
struire altri insiemi come “sottoinsiemi” di insiemi gia dati. Si tratta di stabilire se
riusciamo a individuare solo alcuni fra i sottoinsiemi di un insieme, e non ottenerli
tutti contemporaneamente come ci permette I’assioma dell’insieme potenza.

ZF 7. Assioma del sottoinsieme. Per ogni insieme x e per ogni proprieta P di un
insieme, esiste un insieme y tale che z € y se e solo se z € x e z gode della
proprieta P.

In simboli
(7) VeVP Jy: Vzzey < z€axAP(z)

Di solito si scrive y = {z € = | P(z)}. Questo assioma viene anche chiamato
assioma di comprensione o assioma di separazione.
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Nella formulazione di questo assioma & evidente l'incertezza di significato del-
I’espressione “proprieta di insiemi”. Formulare con precisione questo significato
molto difficile nel linguaggio naturale che stiamo usando; diciamo solo che una pro-
prieta e espressa mediante una “frase” che contiene solo simboli per rappresentare
insiemi e le parole (o i simboli corrispondenti) “non”, “e”, “oppure”, “se ...allora

.7, “per ogni”, “esiste”, “uguale”, “essere elemento”, loro sinonimi, e che & co-
struita “regolarmente”. Proprio dire cosa e una frase costruita regolarmente ¢ la
difficolta maggiore e necessita I'introduzione di un linguaggio formale e la nozione
di correttezza sintattica. Rimandiamo a [An] per una trattazione piti completa.

Piuttosto che tentare di definire con precisione “proprieta”, vediamone almeno
alcune, che corrispondono a costruzioni ben note. Se P(u) & la proprietd u € v,
allora per ogni insieme x 'assioma del sottoinsieme garantisce l’esistenza dell’in-
tersezione y = x Nwv. Se P(u) ¢ la proprietd u ¢ v, allora si ha il complemento
y=x\v.

Osserviamo infine che I'assioma del sottoinsieme ¢ in realta uno “schema di
assiomi”, e cioe abbiamo un assioma per ogni proprieta P. Dunque ZF contiene
infiniti assiomi e non solo 10, come avevamo affermato al’inizio della discussione.
In virtlu del teorema di incompletezza di Godel (vedi, per esempio, [NaNe]), questo
non ¢ un difetto grave. Anche i due prossimi assiomi sono schemi di assiomi.

In matematica le funzioni hanno un ruolo importante, e il prossimo assioma
dice, intuitivamente, che 'immagine di un insieme & un insieme. Per enunciare
con precisione 'assioma, ricordiamo la definizione di prodotto cartesiano di insiemi
e cioe l'insieme delle coppie ordinate il cui primo elemento appartiene a x e il
secondo a y. Osserviamo che se u € z e v € y, allora {u,v} € P(xUy) e (u,v) =
{u,{u,v}} € P(P(x Uy)). Il prodotto cartesiano = x y & definito da

rxy={2€P(PxUy))|uecaxTvey:z=(uv)}

e dagli assiomi dell’insieme potenza e del sottoinsieme si ha che & un insieme.
Ricordiamo che una relazione binaria fra gli insiemi = e y € un sottoinsieme di  x y,
e una funzione da = a y € una relazione binaria f C x X y tale che per ogni u € x
esiste un unico v € y tale che (u,v) € f.

ZF 8. Assioma del rimpiazzamento. Sia P una proprieta di coppie ordinate di insiems
tale che per tutti gli elementi x di un certo insieme u e per tutti gli insiemi y e z se
le coppie (x,y) e (x,z) godono di P, allora y = z. Allora esiste un insieme v tale
che y € v se e solo se esiste x € u tale che la coppia (x,y) gode della proprieta P

In simboli

(8) YuVP [Nz euVyvz P({x,y)) NP ((z,2) = y=2z2] =
[FoVt tev < TJseu P((s1))]

Dopo aver letto con cura l’enunciato, capiamo che 'ipotesi & che P definisce una
funzione sull’insieme u (in realta, P pud essere una proprieta un po’ pil generale
di una funzione, ma ristretta a u definisce essenzialmente una funzione) e la con-

clusione garantita dall’assioma ¢ che esiste un insieme v che ¢ l'immagine della
funzione.
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I’assioma del sottoinsieme garantisce 1’esistenza di un insieme per ogni pro-
prieta, e cioe per ogni formula “sintatticamente corretta”, ma solo come sottoinsie-
me di un insieme gia dato. Ci si puo chiedere se si possa ampliare questo assioma,
e cioé se data una proprieta P si possa postulare ’esistenza di un insieme formato
da tutti gli insiemi che soddisfano P. Questa era l’idea originale di Cantor e Frege
(e cioé “insieme = proprieta”), ma il paradosso di Russell mise presto in evidenza
che non ¢ sufficiente che la frase che definisce P sia corretta grammaticalmente.
Ci devono essere delle restrizioni semantiche, e cioe di significato. Il paradosso di
Russell nasce dall’affermazione che

V={x]|x¢a}

sia un insieme. Allora VeV = V ¢ Veanche V ¢V = V €V, una
contraddizione. Una possibile soluzione a questo dilemma & impedire che V € V
sia vero.

ZF 9. Assioma della fondazione. Sia P una proprieta degli insiemi, e supponiamo
che esista un insieme y che gode di P. Allora esiste un insieme x che gode di P e
tale che ogni suo elemento non gode di P.

In simboli
(9) VP [FyP(y)] = [z P(x)AVz P(z) = z ¢ 1]
Lemma 1.1. Per ogni insieme x,

Dimostrazione. Sia P(u) la proprieta u € u. Se esiste un insieme y tale che P(y),
e cioe y € y, per 'assioma della fondazione esiste un altro insieme x tale che

(1) z € x,

(i) Vzex, z¢z
Dalla (i) « € z, e quindi dalla (44) si ha che z ¢ = e dunque una contraddizione.
Dunque non puo esistere nessun insieme y tale che y € y e questa & la tesi. O

Dunque
V=A{z|z¢ux}
e la totalita di tutti gli insiemi dell’universo di Zermelo-Frankel, ma V non e un
insieme, altrimenti dovrebbe essere V' € V, impossibile per gli insiemi di ZF. In
questo modo si evita il paradosso di Russell. Nulla vieta che ci siano altri paradossi
meno immediati e non ancora scoperti, ma per ora (in poco piut di cento anni) non
ne sono stati trovati.

L’ultimo assioma ¢ il celebre assioma della scelta:

ZF 10. Assioma della scelta. Per ogni insieme x non vuoto esiste una funzione f
che ad ogni sottoinsieme non vuoto di x assegna un suo elemento.

In simboli
(10) Vo [z#0] = 3f:P@@)\0—=2 A [VyyCaorny#0 = f(y) €yl

L’assioma della scelta viene spesso abbreviato AC (Axiom of Choice), special-
mente nei libri in inglese.
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AC afferma la possibilita di scegliere un elemento da ogni sottoinsieme di un
insieme dato, e di poter fare tutte queste scelte simultaneamente. E evidente che se
I'insieme z € finito, non c’e bisogno dell’assioma della scelta per 'esistenza della fun-
zione f. Dunque AC & un’affermazione vera nel caso finito che vogliamo valga anche
nel caso infinito. E appena il caso di notare che vi sono molte dimostrazioni mate-
matiche che richiedono questo assioma, e molte di queste erano considerate valide
anche prima che Zermelo usasse questa forma nella sua famosa dimostrazione del
principio del buon ordinamento nel 1904. Nel prossimo paragrafo vedremo alcune
conseguenze di questo assioma, di uso corrente nelle dimostrazioni matematiche.

Godel, nel 1940, ha dimostrato che AC e consistente con gli altri assiomi usuali
della teoria degli insiemi, nella formulazione di Zermelo—Fraenkel, e cioé non si puo
dimostrare la negazione di AC in ZF. Paul Cohen, nel 1963 ha dimostrato che AC &
indipendente dagli altri assiomi, e cioé non puo essere dimostrato in ZF.

Dunque accettare o meno AC & una questione di scelta (il gioco di parole &
voluto). La matematica contemporanea ha accettato AC e lo considera un assioma
indispensabile. Vi ¢ una corrente in Matematica, detta Costruttivismo, che non
accetta AC e considera corrette solo dimostrazioni di esistenza in cui sia possibile
“costruire” esplicitamente 1'oggetto di cui si afferma 1’esistenza. Molti teoremi
della matematica contemporanea (e anche della matematica dell’Ottocento) sono
fuori dalla portata dei metodi costruttivi, per esempio il teorema di Weierstrass
sull’esistenza di massimi e minini di funzioni continue.

Per una interessante discussione sull’assioma della scelta, condotta da Emil Bo-
rel, Henri Lebesgue, Jacques Hadamard e Robert Baire nel 1905, vedere [Lettres].
Proprio la controversia che si sviluppo sulla dimostrazione di Zermelo del principio
del buon ordinamento porto quest’ultimo alle ricerche sui fondamenti della teo-
ria degli insiemi che culminarono nella formulazione del sistema assiomatico che
abbiamo appena descritto.

2. Conseguenze dell’assioma della scelta

Vedremo, in questo paragrafo, alcuni enunciati equivalenti all’assioma della scelta
in ZF. Questo vuol dire che, assumendo solo gli assiomi ZF 1-9 si puo dimostrare
che AC vale se e solo se vale uno di questi enunciati. Dunque accettare AC o uno
di questi come assioma & logicamente equivalente, ma puo essere psicologicamente
differente. E in effetti, forse ¢ proprio AC ad essere il pil intuitivamente “vero”.

Non riporteremo le dimostrazioni. In [An] e in [Dev] Capitolo I1.9 le dimostra-
zioni di equivalenza sono basate sulla teoria dei numeri ordinali, mentre in [vdW],
Volume I, Capitolo 9 vi sono delle dimostrazioni dirette dei teoremi seguenti sulla
base di AC.

Molte delle riformulazioni dell’assioma della scelta riguardano gli insiemi ordi-
nati, e abbiamo percio bisogno di ricordare alcune definizioni. Sia X un insieme.

Definizione 2.1. Una relazione < su X si dice un ordine se ¢ riflessiva, antisim-
metrica e transitiva, e cioe

(1) a < a per ogni a € X;

(2) a<beb<a = a=}

(3)a<beb<c = a<ec
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Se per ogni coppia di elementi a,b € X vale una delle a < b oppure b < a, allora
Pordine & detto totale e X & detto linearmente ordinato (o totalmente ordinato),
altrimenti ’ordine ¢ detto parziale. La relazione a < b si legge a precede b oppure a
¢ minore o uguale a b. C’¢ anche un simbolo di “minore stretto” con il significato
solito, e cioeé a < bseesolose a<bea#b.

Esempi ben noti sono l'ordinamento dei numeri naturali, interi, razionali e
reali. Questi ordini sono totali. Un esempio di ordinamento parziale ¢ quello dato
dall’inclusione fra i sottoinsiemi di un insieme Z definito da A < B se e solo se
ACB.

Se X ¢ ordinato, un elemento a € X si dice minimo se per ogni b € X, a < b, e
analogamente per il massimo. E chiaro che il minimo (massimo) se esiste, ¢ unico.

Definizione 2.2. Un insieme X si dice bene ordinato se ogni sottoinsieme di X ha
un minimo.

Per esempio N, con l'ordinamento solito, € bene ordinato. Z non & bene
ordinato, ma puo essere bene ordinato da un altro ordinamento, per esempio

0,1, -1, 2, -2, 3, —3,...

oppure
1,2 3,...; 0, -1, =2, =3,...
in cui ogni positivo precede tutti i negativi.

L’insieme dei razionali Q non ¢ bene ordinato dall’ordinamento solito, ma
poiché € numerabile puo essere bene ordinato usando una corrispondenza biuni-
voca con N e trasportando 'ordine. Dunque tutti gli insiemi numerabili possono
essere bene ordinati (e anche quelli finiti, naturalmente).

L’insieme R dei numeri reali non ¢ bene ordinato dall’ordinamento solito, e
non ¢ nemmeno numerabile. Esiste su R un buon ordinamento? La risposta non e
ovvia, e costruire esplicitamente un buon ordinamento risulta a prima vista molto
difficile.

Principio del Buon Ordinamento. Ogni insieme X puo essere bene ordinato.

Fu proprio nel dimostrare questo teorema che Zermelo uso in modo esplicito
AC (che non era ancora un assioma), dando cosl inizio alla discussione sulla sua
verita o necessita di essere accettato. A questo proposito, i commenti di Lebesgue
nella terza lettera in [Lettres] sono ancora oggi molto interessanti.

Definizione 2.3. Sia M un sottoinsieme di un insieme parzialmente ordinato X.
Se per ogni x € M si ha z < s, allora s si dice un maggiorante di M. Se esiste
un maggiorante m di M tale che m < s per ogni maggiorante s di M, allora m ¢
unico, e viene detto estremo superiore di M.

L’enunciato originale del lemma di Zorn riguarda I’ordinamento dei sottoinsiemi
di un insieme. Sia dunque X un insieme e ordiniamo (parzialmente) I'insieme delle
parti P(X) con l'inclusione. Un sottoinsieme C' di P(X) totalmente ordinato si dice
una catena. Un sottoinsieme A di P(X) si dice chiuso se per ogni catena, contiene
anche I'unione della catena. Un elemento di A si dice massimale se non & contenuto
in nessun altro elemento di A. Possiamo definire questi concetti per qualunque
ordine: se M e un qualunque insieme parzialmente ordinato, un sottoinsieme &

N

una catena se € totalmente ordinato, € chiuso se con ogni catena contiene anche
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lestremo superiore della catena e un elemento x € M € massimale se per ogni
yeEM,z<y = z=y.

Lemma di Zorn. Ogni sottoinsieme chiuso A di M contiene almeno un elemento
massimale.

Una catena K di M si dice massimale se per ogni x € M, se x ¢ K allora
I'insieme K U {x} non & pili una catena.

Principio di Massimalita di Hausdorff. Ogni catena di un insieme ordinato
puo essere estesa ad una catena massimale.

Questi due enunciati, molto simili tra loro, sono spesso usati nelle dimostrazioni.
Entrambi sono equivalenti ad AC.

Molti sono i teoremi che richiedono AC per la loro dimostrazione. Ecco qualche
esempio (alcuni sono addirittura equivalenti ad AC, come il teorema di Tychonoff):

(1) L’unione di una infinita numerabile di insiemi numerabili é ancora nume-
rabile.

2) Ogni anello commutativo con unitd ha un ideale massimale.

3) Ogni spazio vettoriale ha una base.

4) Ogni sottogruppo di un gruppo abeliano libero ¢ libero.

5) Ogni campo ammelte una chiusura algebrica.

6) Il prodotto di (infiniti) spazi compatti é compatto. (Teorema di Tychonoff)

7) In uno spazio di Banach B, ogni funzionale lineare limitato definito su un
sottospazio si estende a un funzionale lineare limitato con la stessa norma
su tutto B. (Teorema di Hahn—-Banach)

Purtroppo, AC ha anche conseguenze “negative”. Vi sono alcuni teoremi dimostra-
bili usando (e a volte addirittura equivalenti a) AC che forse non vorremmo avere.
Di questi, il piu famoso ¢ noto come “Paradosso di Banach—Tarski”

P

Paradosso di Banach—Tarski. Sia B = {(z,y,2) € R? | 2% +y*+22 < 1} la palla
unitaria dello spazio euclideo. Allora esiste una partizione {X1,..., X, Y1,..., Y}
di B eoy, ..., On, T1, ---, Tm isometrie di R tali che {o1(X1),...,00(Xn)} €
{ri(Y1), ..., 7m(Ym)} sono partizioni di B.

In altre parole: & possibile suddividere B in un numero finito di pezzi che
opportunamente traslati e ruotati formano due copie di B e cioe, mediante isometrie
e possibile duplicare la sfera.

Un’altra ben nota conseguenza di AC e l'esistenza di insiemi non misurabili
secondo Lebesgue, e anzi I'impossibilita di avere una misura invariante per trasla-
zioni e definita per tutti i sottoinsiemi della retta reale che estenda il concetto di
“lunghezza di un intervallo”.

Evidentemente le conseguenze “buone” sono superiori a quelle “cattive”, nondi-
meno AC ha sempre suscitato un po’ di imbarazzo fra i matematici. Molti pensano
che non li riguardi, che nella matematica “vera” queste cose non capitano, che non
si fa uso di enunciati esoterici come AC. Messi di fronte al fatto che senza AC non ci
sarebbero molti teoremi di analisi elementare, come 1’esistenza di massimi e minimi
per funzioni continue, essi reagiscono accettandolo allora come fatto evidente, di
cui non si deve discutere. Quando poi perod devono accettare che e possibile avere
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un buon ordinamento sull’insieme dei numeri reali (e quindi, si potrebbero fare di-
mostrazioni per induzione usando questo ordinamento, se solo sapessimo qual e .. .,
vedi ancora la lettera di Lebesgue in [Lettres]), allora cambiano discorso, dicendo
che ¢ “roba da logici”.

Questo atteggiamento non & sorprendente. Un matematico e tutto sommato un
essere umano, e la coerenza non ¢ il primo tratto che associamo al carattere umano.
Inoltre, nonostante affermazioni altisonanti sulla verita “assoluta” ed “eterna” della
matematica, la matematica & un’attivita compiuta da esseri umani in collaborazio-
ne, e ci sono aspetti psicologici e sociologici che giocano un ruolo non solo su cosa
¢ “interessante” ma anche su cosa ¢ “vero”. La discussione su AC & uno di questi
aspetti.

Come possiamo concludere? Cosa pensiamo dei vari enunciati che abbiamo
visto? Una battuta, che cattura abbastanza bene ’aspetto psicologico, puo aiutare:

... lassioma della scelta é sicuramente vero, il principio del buon
ordinamento é sicuramente falso, e per quanto riguarda il lemma
di Zorn, chi puo dirlo?
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