SUR LA REGULARISATION DU PROBLEME DES TROIS CORI;"‘S..

PAR

v, LEVI-CIVITA

A Panvove,

Les équations différentielles du probléme des trois corps, dans une Gudk
congue de Jeurs formes classiques, se comportent réguliérement tant que les
positions des trois corps sont distinctes, mais présentent des singularités s’il
arrive qﬂue la limite inférieure des distances mutuelles soit zéro (choes). ILlanalyse
de ce qui se passe au voisinage d’un choc a été dans ces dernidres années I'objet
de wmaintes recherches visant d’abord {Painreve,? Levi-Civirs,® BISCONECINT,®
YunpuMani) A caractériser les conditions qui doivent étre remplies par les don-
nées initiales pour que deux des trois corps, ou tous les trois, se choguent au
bout d'un temps fini. ' V

(s premiers succés ont conduit & penser que les singularités analytiques
correspondant au phénoméne d'un choe ne soient pas si redoutables guion aurait
pu le craindre. (Yest ainsi qu'en Tgo6, en remaniant, d’aprés une aimable invita-
tion de M. Mrrrae-LerrLer, mon étude citée tout 4 Theure sur le cas particulier
du probléme restreint, je suis parvenu 3 faire disparaitre toute singularité par
un changement fout 4 fait élémentaire de parameétres, et cela sans altérer la
forme canonique des équations.® ‘

¢ »Lecons ete., professées & Stockholm» (Paris: Hermann, 1897), pp. 582-— 86,

¢ yTrajettorie singolari ed urti nel problema ristrette dei tre corpir, Annali di Matematics,
Ser. 113, T. 1X, 1903, pp. I—32. . . . :

3 »8ur le probléme des irois corps», ces Acta, ‘I 30, 1906, pp. 4692,

+ yRecherches sur le probléme des trois corpss, Acta Soeietatis Scientiarum Feunicae,
T, XXXIV, no & (Helsingfors, 19070

5 Dans ce journal, T. 30, pp. 305—327. I1 convient d'avertir gue, dés 18g5, N, Tuieny, dang
«es »Recherches numérigues concernant les solutions périodiques d'uil cas gpécial da probiéme
des trois corpgr [Astronomische Nachrichten, B, OXXNVIII, pp. 1=10] avait indiqué une trans-
formation régularisante du probléme restreint, moins simple que la mienne, mais embrassant
5 la fois les deux masses finies. 1] g'en est servi heureusement dans sos caleuly, sans en faire
tontefols ressoytir, méme en passant, Uintérét speécalatit, ’




100 T. Levi-Civita.

M. Suxpmax' a découvert ensuite une régularisation du probléme général,
d’ot la conclusion, mémorable au point de vue de I'analyse, que toute solution
{quelles que solent les circonstances initiales) peut &tre représentée par des dé-
veloppements toujours convergents. Cependant lo dite régularisation est atteinte
d’une maniére indirecte, par l'intreduction d'un nombre asser grand d'auxilinires
et en sortant du cadre des équations de la dynamique: circonstance assez génante,
puisqu’il n'est plus permis (du moins sans discussion préalable) d’appliquer au
systéme régularisé ni les résultats théoriques, ni les méthodes de caleul de la
méecanique analvtique.

Pour le probléme plan il m’a été aisé de réaliser® une véritable régularisa-
tion dynamique, en généralisant (avec traitement symétrique des trois corps) la
transformation (ponctuelle)

@+ iy = (§ + )’ {(1==V—1),

employée pour le probléme restreint.

Le probléme dans Vespace a longtemps résisté & mes efforts, tant que
j’essayais de Faborder par des semblables changements de coordonnées, Les
transformations canoniques usuelles se rattachant au mouvement elliptique ne
régularisent pas non pius. Mais on peut en trouver d’analogues, une netamment
bien simple, suggérée par Ie mouvement parabolique,® rendant tout hoIomorphe
au voisinage d'un choc "binaire.?

I’éminent Directeur des Acta a bien voulu me demander un exposé détaillé
de ce dernier résultat. Voila lorigine et le but du présent article. Pour en
faciliter la lecture, 'y ai repris tout ce qu’il faut connaitre des travaux antérienrs.

On trouvera, dans un premier chapitre, soit des prémisses formelles, pour
la plus part classiques, un petit peu rajeunies par un usage (dailleurs trés
discret) des notations vectorislles; soit quelques lemmes, dus & M. M, Pamwievs
ot SunpMAN, qui précisent au sens de 'analyse les circonstances essenticlles des
choes, et permettent d’exclure Veventualité d'une collision générale dés que le
moment résultant des quantités de mouvement ne s’annule pas.®

Le second chapitre débute par TPingégration, moyennant la miéthode de
JAC()BI des equataom du mouvement parabolique (d'un point sovmis & Pattrac-

»Memone anr le probléme des frois corpss, ces Acta, 1. 36, 1912, pp. mg—x,g

* Rendiconti dei Lincei, vol. XXIV (20 semestre 1915}, pp. 61—75, 235—248, 421—433,
485—501, 553~~509. '

3 Ibidem, vol. XXV (premier semestre 1916), pp. 445458

* Comptes Rendus de U'Académie des Sciences de Paris, t. 162, 1916, pp. 625—6z20.

* Cette exclusion fut connve par Wrisrsrrass, ainsi qu'il résulte d'une lettre adressée 4
M. Mirrac-Luerier et publiée dans ce méme recueil (voir »Zur Biographie von Welerstrass»,
T. 35, 1911, p. 30).
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tion d’'un centre fixe, dans le cas particulier ol s’annule la constante des forces
vives). On en $ire une transformation canonique (apte & régulariser le voisinage
@un choc dans le probléme des deux corps), et on fait I'étude de ses élégantes
propriétés géométriques et cinématiques. La considération du mouvement para-
bolique fournit en ouire l'occasion pour construire une seconde transformation
canonique, qui & la vérité n’a rien & faire avec notre régularisation; mais ne doit
pas Btre mnégligée, puisqu’elle introduit un systeme canonique d’éléments paraboli-
gues, pouvans rendre de trés bons services pour la détermination des perturba-
tions d’une cométe.

Aprés avoir préparé de la sorte tous les éléments nécessaires, j'explicite,
dans le troisiéme (et dernier) chapitre, la régularisation canonique du probiéme
des trois corps au voisinage d’un choc binaire, dont sont des corollaires immmé-
diats: la continuation analytique du mouvement au déla des chocs éventuels,
a laquelle se rattache Iheureuse explication mécanique de M. ArMuriini'; la
représentabilité, sans aucune restriction, des coordonnées cartésiennes des trois
corps par des séries convergentes pour toutes les valeurs réelles d'un paramétre
convenable v: enfin la possibilité ’introduire, dans le systéme différentiel canoni-
que qui définit le mouvement, & ¢6t¢ de la variable indépendante v, des fone-
tions inconnues telles que le systéme, tout en restant canonique, se comporte
régulidrement (non seulement au voisinage d'un choe préfix, mais) toujours,
c’est-d-dire pour tout état de mouvement qui puisse &tre effectivement rejoint a
‘partir d’an état initial quelconque. Il resterait 3 indiquer un choix approprié
de ces paramdtres: question inessentielle, je voudrals presque dire de verniszage
formel, mais que je me permets guand méme de signaler au lecteur. Pour ceux
qui aiment les calculs élégants et les analogies mécaniques, la matiére ne parait
pas sans attraits; du moins & en juger d’aprés le cas particulier du probléme plan,
ot la dite spécification doune lieu [eitation 2 de la page 100] & des rapproche-
ments inattendus avec d’autres systémes dynamiques exemptes de singularités
dans le champ réel (tel potamment un solide pesant fixé par un de ses points).

En revenant & la simple régularisation locale du voisinage d’un choe qui
va Btre développée ici, il y’a lien d’ajouter qu’elle préterait 4 reprendre, par
des caleuls peut-8tre plus commodes et plus symétriques, Ia détermination effec-
tive des deux relations invariantes caractéristiques d’un choe, déjd traitée par
M. Brscoxcint [citation 3 de la page gg]. On pourrait s’en attendre un avan-
tage analogue & celui que j'al mis en évidence pour le probléme restreint [cita-
tion z de la,méme page].

1 »Estensione della soluzione del Suxpmax dal caso di corpi ideali al caso di sferetle
elastiche omogenees, Rendiconti dei Lincei, vol. XXIV (premier semestrs 1915), pp. 185190,




102 © T, Levi-Civita.

En terminant, je voudrais souligner I'importance -de la réguiarisation aussi
4 un point de vie plus général. 1l me suifit pour cela de faire remarquer que
la régularisation préalable d’un systeme différentiel est indispensable pour péné-
trer intimement dans lallure générale des solutions et dans la distribution des
solutions périodiques. Justement dans cette voie, ouverte par PorNoari, sem-
blent devoir maintenant s'engager de préférence les efforts des géomeétres.*

CHAPITRE L

Relations formelles — Quelques résultats dus & M. M. Painlevé
et Sundman.

1. Préliminaires.

Soient P,{y =0, 1, 2) trois points matériels; m, lenrs masses; ¢ leur centre
de gravité.
Introduisons les trois vecteurs?

(I) 'x':P-P‘°a (Vwo: 1;2)
et feurs différences

"na:-ljz"fw"P1::: ,— R, mePu”“Pzzgn“Rz: p,=P — Py =R —8,

correspondant aux trois cdtés du triangle P, P, Py.
En regardant équivalents les indices » (tels que o et 3, 1 et 4), qui différent
entre- eux d’un multiple de 3, on peut évidemment condenser la définition des

r, dans la formule cyclique
(2) ry=Popy—Poyr1=Rips— Byt {r=o0,1,2)

En additionant on a Videntité {géométriquement ¢vidente)
() _ g

>ETP¢|=0.
Q

_ Y Tout réeemment des résuliats extrémement remarquables ont 616 obtenus par M. Bing
uorr dans ses beaux mémoires:

»The vestricted problem of the three bhodiess, Rendiconts del Circolo Matematico di Ia-
lerma, T. XXXIX, 1915, pp. 265—334; . :

»Dynamical systems with two degrees of freedom», Transactions of the American Mathe-
matical Society, vol. XVIII, 1917, pp. 199300

* Pour abréger I'écriture, je wvais avoir recours aux tout premiers éléments du caleul
vectoriel en suivant les notations de M. M. BrraivrForrr et Makconoxco. Voir leurs sEléments
de caleul vectoriels (édition frangaise par S. Lattés, Paris: Hermaunn, 1610)
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1l convient d’ajouter qu'aussi les vecteurs £, sont liés par une relation linéaire. C'est

2
(4) “‘1' Wy R'u == 0,
[}

exprimant que G est le centre de gravité des trois point matériels F,.
En faisant systéme des (2) et (4), on peut inversement exprimer les £, &
Vaide des r,. Partons pour cela de (4), en Péerivant

My B+ My g1 Bogr + Mog e Mrsa=0,
et tul attribuant ensuite la forme équivalente:

M Hi. + Ty gt (Ry+1 —_ R,s) + ??Zg.+2(ﬂ;;+g o Bg.) wa )

(5) M =my+ m, +m,

désigne la masse totale du systéme. D’aprés les formules {2} elles-mémes, on en
tire la résolution annoncée

((}) M R, = My g2 lyp)——Mypg 1 Myt2 ('J/ =0, I, 2}.

Il nous sera commode de poser

EﬁvlzR“” lf‘vt::?‘-;; (Jym091>2)a

c'est-h-dire d'indiquer par R, la distance G P,, par r, la distance Py Py

2. Formules de Lagrange.
Soit P-un point quelcongue de l'espace,
G—P=d

le vecteur allant de P au barycentre G.

On a évidemment ‘

P,—P =P, — @)+~ Py=R8,+4d.

Formons le moment d'inertie (polaire) du systéme des trois points P,, par
rapport & P. (Vest par définjtion ‘ R

2 a2 2
(7) JP*E”%F_P?EE?WV(PWMP)><(Pv_—P) e

0 0 Q

1

vy (B + d) (B + o)

(ot % est le symbole de produit sealaire), se réduisant &
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2

J = Ev m, B
0

lorsqu’on fait coincider P avec le centre de gravité .

Développons le produit scalaire dans Ia derniére expression de Jp, en
tenant compte de {4}, (3), et en désignant par d la distance Pd. 1l vient immé-
diatement

Jp=J + Md?,

formule bien connue de LAGRANGE, valable en général pour un nombre queicongue
de points matériels. En faisant coincider P avec. P,, elle donne en particulier

?ng:,g.,'[?";?}-}-2 -+ WL1;+2?“;+]=J+.H{R§.

m - . T .
_j} et additionnons par rapport & » (c’est-a-dire & trois valeurs
conséeutives de ») en écrivant

Multiplions par

m Ty 4 ¢
(8) m’ﬁ - __’v_—tiﬂ{f”.}—,z (}; == 0, I, 2)

On obtient la relation remarguable

(o) ) : J ﬁv mv B = i‘.’ w155
. 0 o

due également & LAGRANGE.

3. Bxpression de la force vive signalée par Re Ballt

Considérons un mouvement 'queioonque des tirois points P,, rapporté au
centre de gravité &, c'est-d-dire a trois axes rectangulaires de direction in-
variable ayant Porigine en (f. Les vecteurs £, sont fonctions du temps ¢, et
la vitesse de P, par rapport 4 G nest antre que

(IO) ' Vvﬁﬁua

en désignant avec un point superposé la dérivation par rapport a .
La force vive du systém

1 Voyer par ex, E. J, Roven, »Treatise on the dynamics of » system of rigid bodies {ele-
mentary part)s [sixidme édition, London: Macmilian, 1897, § 424.
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9
I \
T = o Zw i, Ve,

To
¥, représentant la longueur du vecteur /, (vitesse en valeur absolue).
Introduisons d’autre part les mouvements relatifs de nos points, et precisé-
ment (pour »==0, 1, 2} de P,,, par rapport & Pi1.
La vitesse relative correspondante, ¢’est-a-dire

(II) vy = Vypo— Vg

ne différe pas de £, d’aprés (2): sa longueur sera désignée par v,. .

Ceci posé, on remarque: : Voo i
1% que les vecteurs ¥, = B,, v, =7, sont liés par les mémes relations linéaires —
(2) et (4) notamment — existant entre les vecteurs R, ry;

29 que, si daps la formule (7) du n° préc. définissant Jp, on remplace B, et o
par leurs dérivées R,=V, et d, en désignant le premier membre par 2%p,

on obtient

’ 2 . .
2T p= Qomy ¥t d) X (¥, + d),
0

d’olr en particulier, pour P coincidant avee & (ce qui entraive d=o0),

2
. O . )
2 g == 2;» Wi Vw2 .
0

Il s’en suit que, moyennant les mémes passages formels conduisant de (7) &

(9), on &

,
I ; I % ¢
{12) T = Z’ My Vo == 5 24“' Ma .

& 0

4. Autre expression de la force vive (remontant 2 Jacobi).

Tl nous sera parfois avantageux dans la suite d’avoir recours & une forme
mixte de T, ob interviennent une seule des vitesses relatives, soit la vitesse v,
du corps P,.q par rapport & P,.1, ot la vitesse absolue ¥, du troisiéme corps F,.

Pour y parvenir, il suffit de remplacer, dans la définition directe de T

(vélab]e quel que soit ¥),

I | .
e 7 2 2
&= 2 {’my Vit mypr Vigr + myge Vigel,

Aeta mathematice, 4% Tmprimé le 23 novembre 19185, . 14
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V,.; et ¥,., en fonction de v, et V,. (Vest bien aisé, puisque ces guatre vec-
teurs sont liés par deux relations. L'une d’elles n'est que (11), ¢’est-d-dire

W= Kypa— Vyss;

I'autre, se déduwisant de (4) par dérivation, exprime la circonstance évidente gque
la vitesse du barycentre {par rapport & des axes ayant Vorigine dans le bary-
centre Iui-méme) s'annule; et s’éerit

g Yy + My Vo1 + Mopgs Voo =0,

11 s'en suit

My +1 -+ m1=+2) Vi == — My ¥y — My v,
Myt1 m‘m+2) Vi'+2 = Wy + 1 Vo Wy Vv;

(13) {E

d’oli, par substitution matérielle dans Vip = Voo X Vurret Vieo= Voo X Vs,

Myt Vost + Mage Vige= — e (g Wy 2 0+ M Vi),
Myt + Morz

et par conséquent (en introduisant ceci dans Pexpression de T et en assoclant

les deux termes semblables en V3)

¥
— I
1 T == Wt M a0+ Mm, V25,
(14) - 2 (#y41 "f"m-m-?)( SRR vV

(Pest substantiellement la forme attribuée & la force vive par Jacosr (dans
sa réduction du probléme des trois corps) et devenue ensuite classique.t 11y a
seulement une différence inessentielle consistant dans ceci: au lien que la dérivée
v, de B,— P, — @ {@ barycentre des trois points), on fait apparaitre ordinaire-

ment la dérivée du vecteur proportionnel L S R, admettant également
My+1 T Myt2

une interprétation géométrique trés simple. En effet, si 'on indique par G, le
centre de gravité du couple Py, P,y:, on a évidemment

u

My 1 - My g2

e

1 Voiy par exemple Cmanvicg, »Die Mechanik des Himmelss, B, I. [Leipzig: Veit, 1902}
pp- 237—241; ou bien Pomoang, »Lecons de méeanique célester, X L [Paris: Gauthier-Villars,
1905%, pp. 3441
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5. Moment résultant des quantités de mouvement,
Comme la résultante des quantités de mouvement (rapportées au barycentre)

2 2

b b it 5
Z” Pty ¥y == Z"’ My By

i [

est nulle d'aprés (4), le moment résultant K est indépendant du centre de réduc-
tion. En le prenant en ¢, on a par définition

(x3) K=

{A gymbole de produit vectoriel).

Remplacons 8, par sa valeur (6), et développons le produit vectoriel en
affectant le facteur ¥, de tous les coefficients numériques. Le second membre,
eu égard & (8), devient

2 2

\ * N %
Soryer Ambpr Vo — Dorppa Amivs b,
& [+

ou bien, pourva qu'on change, dans Ja premiére somme, » en » 42, dans 1a
seconde, » en v+ 1, -
‘ : ,
zvl"ru Ao (o — Vogad.
)]
Il en résulte,. d’aprés (11),
2
(16) K="%spr, Amiv,,
6
qui exprime le moment K sous forme relative symétrique, tout & fait analogue a
la forme usuelle {15}
Nous allons en tirer une limitation remarquable pour le produit J .
Observons d’abord:
19 gque la longueur du produit vectoriel r, A miv, ne dépasse pas le produit
(arithmétique} mir, v, des longueurs des facteurs;
2% que la longueur K du vecteur X ne dépasse pas la somme des longueurs de
ses terpes, d’oh
2
Yo mir, v, > K.
¢
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,

Drailleurs lidentité bien connue, consistant a égaler le carré de la matrice

! Vmé 7o Vid v Vg I
Vg v Ve, Vil
o o my Wty Wa U
au déterminant
< |
\ #
J Zw Mg Ty Ty
9
2 1
zm Ha Ty Uy 2
0 .

qui s'obtient [en tenant compte de (g) et (12)] par la multiplication des horizon-
tales, nous assure que ce déterminant est >o. On en tire

;2 2 .
zJFXZ,(Evmﬁ?",.U,,) , - b
[ i
d'ou Uinégalité
{17} 2J % > K3,

qui va nous servir essentiellement au n® 11

6. Fonetion des forces dans le probléme des trois corps. — E(ﬂ.latimls yee-
torielles du mouvement. — Intégrales elassigues.

Supposons que nos trois poinis matériels — on dira corps sulvant Pusage —
sattirent mutoellement suivant la loi de Newron. Seit f la constante de gravi-
tation universelle, Avec les notations précédentes la fonction des forces s'¢erit

(9%, T L, m P, T
(18) U= ‘; WA L L )
4 7, 7y
ou, 81 'on veut,
My a1 Mysrs  MpragPly | Ty My
(18" W=7 (,,L":L e Tvxelte T .__’.i.'.!.“_...l) ,
Fy Yot+1 [

valable quelle que soit la valeur de l'indice »; ou encore, d’aprés (8),

3

*

it N ¥ %‘q,‘m”
(z8") U M% -
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On représente par

grad », I

le vecteur qui a pour composantes les dérivées partielles de 1l par rapport aux
coordonnées de P,; ou si Pon veub (sous forme indépendanse du sysiéme de
référence) le vecteur tel que, pour tout déplacement infiniment petit d P, on ait

grad, U x dP, = différenticlle partielle de 1 (se rapportant & la variation

du point I, ).

Quelle que soit la définition préférée, grad, U représente la force sollicitant
F,, et T'on a

S grad, WxdPy=dll,
[

d 1l étant la différentielle totale.
L’expression explicite de grad, 1l se déduit immédiatement des (18) ef (2).
EHe est '

(19) grad, t=fm, (T;’J“—l

4]

Comme le systéme des trois corps n’est soumis & aucune force extérieure,
le mouvement (absolu, au sens mécanique du mot) du barycentre ¢ est rectiligne
et uniforme, et les choses se passent au point de vue dynamigue comme si ¢
était fixe. '

On a en conformité les éqguations vectorielles du mouvement
{20) Wiy ¥y ===, By == grad P, il (v =0, 1, 2).

Les indégrales des quantités de mouvement reviennent au principe {déjd
utilisé) de la conservation du mouvement du centre de gravité. Quant aux
autres intégrales classiques, celles des aires se résument dans la constance du
vecteur K défini par (13) [ou (16)], et Uintégrale des forces vives g’écrit

{21) N T U=08,

T et 1l ayant ¢é6é explicitées sous plusieurs formes différentes, et X, constante
pendant e mouvement, s'interprétant comme énergie totale du systéme.
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=, Viriel.
i Pon dérive par rapport & ¢ la premiére expression (g) de J, en rempla-
cant A, par ¥y, on a

IJ e Zv iy M.; x RI-’ s

2 .
2
d’ot, en dérivant une seconde fois,
I . 2 2.‘ .
5 o = 212 o Wy X ¥, + 2.;:: me ¥, ¥ By
D Q .

Le premier terme du second membre, & cause de (12) n'est que 2T, Le
second, en ayant égard & (zo0), &écrib
2

2" gradlp_ﬂ U A

0

o’est ce qu'on appelle le viriel de notre systéme mabériel.

Dés qu’on pense |l comme fonction homogeéne de degré — 1 des coordonnées
des points P,, rapportées an centre de gravité ¢, on reconnait, en appliguant
te théorsme d’BuLegr, que le viriel ne différe pas de —11. On a par conséquent

la relation

T o
{z2) . ;Juzii— 1,
_ ST 2 & _
E. qui remonte, clle aussi, & LAGRANGE et joue, comme nous le verrons, un role
§ fondamental dans les considérations des n® 1o eb II.

s. Premier corollaire du théortme général d’existence.

Supposons gue la constante E ait une valeur fixée d’avance {et d’ailleurs
quelecongue). Si & un instant donné { les positions des trois corps sont distine-
tes de sorte que la fonction des foreces 1 a une valeur finie, le mouvement se
poursuit régulidrement pour une durée T non nulle.r 8i Pon sait auparavant

que il ne dépasse pas une certaine Limite 11, on peut affirmer que

T T,

: ) 1 Yo me horne, pour fixer les idées, anx valeurs croissantes de la variable indépendante £
(tutur). 11 o'y aanrait rien 4 changer dans leg raisonnements et dans la conclusion, si on envi-
sageait des valears déeroissantes {passé); ou bien, croissates et décroissantes & la fols.
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en désignant par 7' une quantité positive, dépendant exclusivement de 11 (des
masses et de E). Pour la démonstration il convient de s’appuyer sur les égna-
tions de mouvement (20}, en les envisageant comme un systéme .

{z0"} : _ Bo=V,, m¥,= gradpv u

du premier ordre par rapport aux vecteurs #,, ¥,, ¢’est-a-dire par rapport & leurs
18 composanteé.

Dés que Ul ne dépasse U, on peut assigner une limite supérieure aux seconds
membres. (Yest ce qui résulte, pour le premier groupe, de Uintégrale des forces

g o\

vives, qui donne pour T la limite supérieure 1l + &, d’ott Pon tire, & cause de
Pexpression {rz) de ¥, guaucune des composantes de ¥, ne peut dépasser

H/HTE . Quant au second groupe des {20'), la limite supérieure d’vne com-

my
posante queleonque de grad, il -apparait des (19}, en remarquant que, d’apres
Ia forme de 1, L e peut pas dépasser B -, (Ces seconds membres sont
T fm1:+ IR RN

d’ailleurs des fonctions réguliéres (des composantes des ¥, et des A,), tant que
les distances mutuelles ne s’annulent pas: en particulier done tant gue U <11,

Dans ces conditions le théordéme classique d'existence nous assure que les
intégrales de (z20'), & partir d'un instant ¢ et d'une position pour laquelle 1T <11,
restent réguliéres pendant un intervalle de temps non nul. Le méme théordme
assigne en surplus & cet intervalle une durée minimum 7',% qui dépend en général
des positions et des vitesses se rapportant & l'instant . Toutefois — c'est le
corollaire qui nous intéresse — T admet nécessairement une limile inférieure non
nulle T, dépendant exclusivement de 11 {et des autres constantes qui interviennent
dans la question, comme # et les masses).

On s’en rend compte ’aprés un raisonnement bien connu, en essayant
d’'admetire le contraire, c¢’est-a-dire que la limite inférieure ' soit nuile. II
existerait alors, dans Uensemble des conditions initiales satisfaizant & la restric-
tion 1 <1l, un systéme régulier de positions et de vitesses au voisinage des-
quelles la lmite inférieure de 7 serait encore nulle. Mais & ¢o systéme lui-méme,
et & tout son voisinage, on peut coordonner, d’aprés le théordme d’existence
rappelé tout & Iheure, un intervalle de régularité non mul: la limite inférieure 7
de 7' ne peut donc pas &tre nulle.

PR L :"-.";;:;'-:-:é-; e e

E
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9. Deuxiéme corollaire.

(lopsidérons le mouvement des trois corps & partir d'un instant initial #,,

pour lequel nous supposons tout régulier. Ou bien le mouvement se poursuit

régulidrement pour toute valeur de t>1,, ou bien il y a un premier instant i,
tel que le mouvement, étant régulier 4 Uintérienr de Pintervalle (f,, (), cesse de
Pétre pour t=1f,. Nous désignerons par # un instant de l'intervalle {4, £}, si
proche que Pon veut & ¢, mais antérieur & 1.

Daprés ce qui précéde, la limite supérieure de 11, finie dans tout intervalle
{1,, ), doit &tre infinie pour lintervalle (f,, f,): autrement le mouvement seraif
régulier méme au deld de ¢,.

On peut en déduire — c’est ce gue j'appelle le deuxiéme corollaire — qu’on
a plus précisément
{23} Hm U=+ .

t=1

Tn effet, si Ul n'admettait pas la limite + o pour =1, il existerait des
instants ¢, si proches que Yon veut & {,, pour lesquels 11 serait plus petite qu'une
valeur 1l assignée d’avance. Alors le mouvement se poursuivrait réguliérement
jusqu’ & '+ T {7 dépendant exclusivement de il, ainsi gu’il a été dit au n° préc.),
et par suite (puisqu’on peut supposer ¢ infiniment peu différent de f,} méme au
dela de {,, ce qui contredit & Vhypothese. On a done bien la propriété ex-
primée par (23).

10. Existence d’une limite pour J. — Les deux seules formes de singularités
' possibles: choe binaire et collision générale.

La formule (22), en y remplagant T par sa valeur déduite de Pintégrale des
forces vives, s’écrit

1 ddJ

> di U4k
Dés que ¢ est assez proche & £, le second membre devient et demeure posi-

gif & cause de (23). J(2) va donc en croissant avee f, el tend par conséquent

4 une limite finie ou biem & + o pour t=¢,. Eo tout cas J garde le méme

signe, pour ¢ assez proche & #,: cela est évident si la limite de J n’est paszéro; et

si elle est zéro, il suffit d’observer que J y converge en croissant, et prend en

sonformité des valeurs toujours négatives & gauche de f,.
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Il s’en suit que la quantité positive J tend elle-méme vers une limite posi-

tive ou nulle. On doit justement distinguer ces deux eventualités:

1°.

2.

limJ=J,>0. On a alors un choc binaire; des trois distances, une et une
1=y

seulement tend vers zéro. Pour le oonstatef, on remarque d'abord que, 11
croissant indéfiniment, la plus petite des distances mutuelles tend nécessaire- )
ment & zéro. Il reste & s’assurer gue celie distance minimum est toujours
la méme, ce qui réussit par réduction & U'absurde. En effet, s'il n’en était
pas ainsi, il existerait, si prés de ¢, que Von veut, quelque instant ¢ tel que,
avant ot aprés ', la plus petite distance serait représentée par deux diffé-
rents cdtés du triangle des trois corps: par ex., par r, avant et par r, aprés,
Alors, pour (=1, ces deux distances seraient égales, et infiniment petites

avec {,—t'; il en serait de méme de la troisiéme (qui ne peut pas dépasser
z '

lenr somme), et aussi par conséquent de J == Za” my e, o qui ne peut pas
i}

arriver dés gue lim J > 0.
=1

Soit préeisément r, la distance tendant 4 zéro, ce qui correspond 4 un
choe entre Pogr eb Purs. Il convient de vetenir que r,p1 ef vy tendent
Pune ef Dautre vers wuwne méme limile non nulle, En effet, puisque la diffé-
rencej|r,+1— 7wa2] ne peut pas dépasser r,, on a en premier lieu

lim (#ypq —rppa)=0.
twty

D’autre part, vu que 7, tend vers zéro, on a, de la seconde expression {g) de J,

lim (mff+1?'3+1 -+ m:f.;.gf'.fr.{.g) == 11 J = JI >0,
=1 foty
d’ott Pon déduit
- - g
Hm of = lm rl g o= —pr—rleg o -
£ s Py My 43 -F Myt e
' C. @ F. D
limJ =o0.
{1
I’expression de J invoquée tout & Pheure montre gue, avec J, toutes
les distances mutuelles convergent vers zéro. _
Tl s’agit dans ce cas d’une collision générale, les trois corps tendant &
se choquer en G (d’aprés la premiére des expressions {g} de J).
il convient d’ajouter que, J tendant & zéro, la limite de J est né-
cessairement une quantité finie <o. En effet J converge a =a limite en

Aetn mathematica. 42, Tmprimé le 23 noevembre 1918, 1h
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croissant. Done, en premier lieu, cette limite ne sauraif dtre — o0 malis
elie ne peut étre non plus >o, car alors il en serait de méme de J, pour i
assez proche & i#,; et J irait en croissant, tandis qu’il tend justement vers
sa valeur minimum zéro,

11. Txclusion des eollisions générales d’aprés M. Sundman,

- \ dJ
On s reconnu au n°® précédent gque, pour { assez proche & f,, 7 garde

toujours le méme signe. Il est partant loisible d’'introduire J & la place de ¢
comme variable indépéndante.
Puisgue on a

WA

1§

j J
dt dJ
on tire de (22), en éliminant cette fois 11 moyennant lintégrale des. forces vives,

a2

Ceci posé, tirons quelques conséquences de I'bypothése que la singularité
de Pinstant ¢, soit une ocollision générale: J tend alors & zéro lorsqu’on fait
tendre t & 1.

Multiplions par dJ la formule éerite tout a Iheure, et intégrons depuis
Pinstant initial 4, jusqua un #<#,, mais trés voisin & {,, c’est-d-dire depuis la

4

valeur initiale J, de J jusqu’ & une valeur J trés petite, mais encore > o.

Il vient (avec une signification évidente de Jy)

I

S
:{{J‘d —JY 4 BT, —J) mjzs:(w.
Jo

Lorsquon fait tendre { & ¢, et par suite J a zéro, J a une limite finie,

bhien déterminée (voir la remarque finale du n® précédent). I en est donc ainsi
J

du premier membre, et par conséquent aussi de Vintégrale ] TdJ. Cest comme
‘ j(}
dire que la fonction T est intégrable jusqw’ & J = o.
Or on a, d’aprés {(17),
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co qui revient d dire que, si K était une constante non nulle, T deviendrait in-
finie, pour J =0, d’ordre non inférieur & lunité, et alors elle ne serait point
intégrable jusqu’'a J —

La contradiction -disparait seulement en supposant que X soit nulle. La
condition K = o est donc nécessaire pour que les trois corps puissent se choquer
tous les trois dans un méme point géométrique. Cest le beau lemme de
M. SuxDMaN, établissant, si Pon veut, que, lorsgue le moment résultant des quan-
tités de mouvement ne §annule pas, lo seule singularité qui puisse se présenter dans
le probléme des trois corps est un choc binaire.

12. Voisinage d’un choc binairve Py, Py yo. — Spéeifications se rapportant i P,.

On a vu au n° 1o que, dans le cas d'un choc binaire entre P,oq et Poya,
le troisiéme corps P, reste & une distance finie — je veux dire ayant une limite
inférieure >0 —. soit de P,y que de P,y2. 11 s%en suit que la foree d'attrac-
tion newtonienne

g1 P42
rad,, 1e= famy {50000 py g e oot Py gy
£ Ly f v ?‘,3+2 Wk 7"5-;-‘1 v

subie par P, demeure bornée.

Comme le mouvement du systéme est régulier, depuis Pinstant initial, pour
tout ¢ <¢,, la force qu’on’vient d’expliciter peut étre envisagée comme une fono-
tion (vectorielle} de ¢, holomorphe pour ¢<f,, et en outre certainement bornée,
lorsque ¢ s'approche indéfiniment de ;. Une telle fonction est bien intégrable
(depuis I'instant initial #,) jusqu’ & ¢==1%,. Dés lors Péquation du mouvement de P,

m, B, = grad P, n

nous assure que A,, vitesse absolue — on doit entendre rapportée & ¢ — de Py,
tend & une limite bien déterminée pour t==1,. Elle est & son tour intégrable
jusqu’ & #,, et il en résulte Pexistence d'une limite bien déterminée pour le vecteur

Ry == Py G

On peut dive aussi: Le corps qui ne participe pos au choc tend, pour t convergent
a &, wers wne position limite & distance finie, avec une vitesse (absolue) également

finie el bien déterminée.
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15. Ordre ’infinitude de la vitesse.

L’expression (18) de 1l (en s’appuyant uniquement sur la circonstance que
I 4 .
~— et —— restent finis} donne
Tyt Foet2
(24} Hm r, U= fmu 51 My as.
L iy

Dailleurs [n° précédent) R, = ¥, reste fini, et par suite

It v, Vi==o.
tesify
Multiplions Vintégrale des forces vives par r,, en y prenant Pexpression de
¥ sous la forme (r4). On en tire apres coup

{25) %m? P == 2 [ (w31 + Masz),
h== {1

ce qui montre que la vitesse devient infinie dordre p {par rapport & Vinverse de

la distance). La vitesse v, dount il s’agit devrait dtre spécifiée comme vitesse
relative des deux ecorps qui se choguent; mais il convient de remarquer que
aussi leurs vitesses absolues ¥,:1 et ¥ 5o se comportent d’une maniére identi-
que. (est ce gui résulte sans peine des formules {13}, en tenant compte encore
une fois de la circonstance que la vitesse ¥, reste finie.

14. Relations asymptotiques. — Variable auxiliaire de M. Sundman. — Con-
statation qu’elle reste finie pour ¢ tendant a .

-Le produit sealaire r, X v, de deux vecteurs quelconques r,, v, ne depasse
jamais en valeur absolue le produit r,v, de leurs longueurs. Lorsque celui-ei
tend & zéro, il en est de méme ¢ forfiori pour r,Xw. En attribuant 2
ry, v, la signification des n® précédents, mvy, & cause de (23}, itend effiotive-
ment 3 wzéro, pour { convergent & i,. ailleurs la dérivation de Pidentité
72 == p, X ry donne '

drl
et

==y K Wy

11 g'en suit

£ i -i.m ars .
(20) . i dt v
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La dérivation ultérieure de la méme indentité donne

o

dsrl . )
(27} -gﬁmmzv;+zrw<w.

o

Il convient de transformer le second membre, en profitant, pour le premier terme,
de l'intégrale des forces vives, et pour v,, ¢’est-d-dire, d’aprés {11), pour la difference

Vw+2_ i1

des équations du mouvement {z0).

1 T - :
En se rappelant que P ¥, restent finis, et en remplacant, dans
w1 v 2

L= 114+ 8,
T et Il par leurs valeurs {14) et (18", on tire d’abord

o A4  (Magy )
2 *2’?(" B AT s
?AW
les termes non écrits restant finis lorsque ¢ ¢’approche indéfiniment de {,.
Avec cette méme entente, on a de (xg)

T ‘ ) T 42
el GTRE 1 == e Py b
Moy = Lyl f S ’
I ; a1
——grad, = —”:’ Pyior,
My g2 v 2 Ty
et par conséquent
R I I My 1 1 Myg-2
A gradP 1'{ [ gradP . ”. e f __lj__}' 8_7"}‘, Py ,P EEEN
WMy +2 W2 Wy 1 v+ 1 .y

. My 41 -+ m B
Py Pt ¥y j ,_2’___?_:_"_ +
»

Cette derniére formule et la précédente expression asymptotique de 2 v donnent

Y

4 {27) I'aspeot

{27}

ie terme additionnel X pouvant &tre regardé comme une fonction de ¢, holo-
morphe pour ¢ intérieur & lintervalle (4, ¢,), et finie méme pour ¢ s’approchant
indéfiniment de ¢,. L'intégrale '
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b
j Xdt
&
est done bien déterminée.

Dlaprés (26), il en est de méme pour

qui se réduit & la valeur initiale de d;t"

Dans ces conditions, 1’équation (27') montre aussitdt que, en posant
(28} d oy = gi__t’

on définit (& une conslanle prés) une fonction w, croissant avec t et tendant vers une

waleur Timite finte pour t==1,.

CHAPITRE 11
Transformations canoniques suggérées par le mouvement
parabolique.
‘1. Formules symétriques se rapportant a la wéthode de Jacobi.

Soit donné un systéme canonique

dpi OH de 0H .
(I) dr _(y_x_i’ Eﬁ_-(}p@ {?’“‘312:-":7%),
dont la fonection caractéristique H (p,, Py, ..., Pn} @, &, ..., &) est supposée
indépendante de t. Si I'on regarde, dans FH, toute p; comme la dérivée par-

fi ) . . .
tielle ((yzr dune fonction Wz, =z, ..., 1), on forme 'équation de Hamirrow-
JACOBI en posant
{2) H = oonst. == I,

La définition classique d’intégrale compléte de cette derniére éguation in-
troduit explicitement £ et n-—71 autres constantes arbitraires o, ¢., ..., ty1.
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Sous forme plus symétrique, il convient de nommer, avee POINCARE,! inté-
grale compléte toute fonction

Wy (ml, Eas v vay Ty §1: é‘.'z, e ;n)

des a; et de n constantes §;, douée des propriétés suivantes:

1* c¢’est upe solution de (2), c’est-d-dire gquwen Viniroduisant dans H celle-ci
devient une fonction (£, &,, ..., &) des seules £ et par suite une constante;

2¢ elle contient les » constantes § essentiellement, c’est-3-dire de telle manidre
gque (dans le domaine des valéurs qu’il y a lieu de considérer) le détermi-
nant hessien

b arw

Faig (H7= 2

ne $'annule pas.
. Moyennant une telle W, les 2 équations

Jw JW .
(3) ‘35’!,'“““”‘“@“ Mr'}".:c:;-=p£ (t=1,2,...,n)

détinissent l'intégrale générale du systéme (1}, en fournissant les o' et les p;
comme fonctions des z2n argument &, w;: les & doivent &étre regardés comme
des constantes d’intégration, les w; comme des fonctions linéaires de ¢; d’une
maniére précise on a

7R

¢35

en désignant par 7; des nouvelles constantes arbitraires.

2. Mouvement central parabolique. — Equation en W qu’il
convient d’envigager.

*Un point matériel P de masse égale & Vunité est attiré par un centre fixe
€ suivant la loi de Newror. Les équations canoniques du mouvement ont pour
fonction caractéristique 'énergie totale. En Uexprimant 4 'aide des coordonnées
cartesiennes du meobile (rapportées au centre) z,, ., x, eb des conjuguées p,, 9., ¥,
{composantes de la vitesse), on a

(Pi 4 ps H )

T

(5) i H =~

3

S|

[§

oll k est la constante d’attraction et » —|Vaf +-2f + 2| la distance OP.

' Pp. 1013 des »Lec¢ons de méeanique célester, déja citdes A la page 106,
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La nature de la trajectoire dépend, comme on sait, de la valeur (constante
pour chaque solution) prise par la fonction H elle-méme.

Les mouvements paraboliques correspondent a la valeur H =o. Fixons-
nous sur cette détermination, et considérons le systéme différentiel que Pon ob-
tient de (1) (poﬁr n =13, avee l'expression (5) de H) en changeant la variable
indépendante ¢ d’aprés la position '

(6) ' di==rdu.

On a
dpi __OH dwg  OH )
(iu R i (?5!,"," du———-? (jp; ‘“"'152!3 .

Pour les solutions paraboliques, le long desquelles H = ¢, les seconds mem-
bres peuvent s’écrire '
_0rHy BirH),

de;  0ps

Cles solutions vérifient partant également le systéme canonigue

d v d{rH) day O H .

7) e e A SR
qui différe & double titre du systéme originaire, ayant cté altérées soit la variabie
indépendante que la fonction caractéristique. C'est une transformation que jail
employé ici méme! il y a déja quelgques années pour la régularisation du pro-
bléme restreint. On peut bien l'appeler transformation de DARBOUX-SUNDMAN,
puisque on y combine une propriété des faisceaux conservatifs de trajectoires
signalée par DarBOUX avec le changemsent de variable indépendante dont s’est
servi M. Sunpmax dans son mémoire couronné.’?

Toutes les solutions du systéme (7) peuvent &étre représentées — dans la
maniére rappelée an n® 1 -~ moyennant une intégrale compléte de I'équation

I Y . e e e
(8) Sripit it pi) = const. == D (§,, &, &)

Dans les expressions intégrales des x:, p (provenant de la résolution des équa-
tions, qui correspondent aux (3) pour Jo probléme gui nous occupe), les con-
stantes &, &,, &, doivent 8tre censées goumises A la liaison

(9) S‘g(glsgv_), gﬁ)mk’

pour rendre H == o, condition caractéristique des o® solutions paraboliques.

! Loeo citato (dans la note (5) de la page 99, p. 313
? Loco eitato {dans ia note (1) de la page 100} p. 127.
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; s R I
3. Construetion d’une intégrale homegéne de degré .

En coordonnées polaires , w (colatitude), ¢ (longitude), 'équation (8) s’écrit

) [ YL O LAy

2 War 2 ow] T rtsintw g

On recomnait aisément qu'elle admet des intégrales indépendantes de P,
de la forme

W = Vi f(a0).

En effet, en substituant dans (8') Vr f(w) & la place de W, il vient

:_ {; e (gi})?} == const,

On y satisfait en prenant

s
f=2VEsin S,

olt l'on entend par § une constante positive. La valeur constante du second

membre de (8') est alors ;-g.
2

On a trouvé de la sorte une intégrale

(10) _ W =2 VErsin-w

contenant matériellement la seule constante §; mais .on peut sans peine faire N
apparaitre le degré de généralité qu'il nous faut. Tl suffit de remarquer que

(puisqu’'on wa fait aucune hypothése & Pégard de Vorientation des axes) il est

parfaitement loisible de regarder comme arbitraire la direction de 'axe polaire

Oz,, c’est-b-dire de la demi-droite & partir de laquelle on compte la colatitude .

En tenant compte de cela, rapportons nos formules & des coordonnées non

spécialisées par rapport & la demi-droite en question, désignant par 4,, 4,, 4, ses

cosinus directeurs. On aura en conformité

B @y o Dy 22y + Aoy %
: 3 s
r

COS W ==

A

et W renfermera, outre &, les cosinus 4, ¢’est-a-dire essentiellement trois con-
stantes arbitraires. Pour le mettre en évidence, considérons le vecteur & ayant

Acte mothematica. 42, Twmprimé la 24 novembre 1918 16
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pour longueur £ et pour cosinus directeurs A,, 4,, 4,, et exprimons W A Paide
des composantes

§i=15k (i=1,2,3),

X

continnant toutefois & écrire & au lien de |VE £ & +&]. On a de la sorte

(10') We=Valr VIi—cosw=V2 V 7~—Znﬂn,

ce qui est bien une intégrale de (8') contenant d’une maniére essentielle les
trois constantes &, &, &. Je ne m’arréte pas & justifier cette derniere affirma-
tion, qui apparaitra évidente dans la suite d'aprés les expressions explicites des
x;, pi. Je me borne & faire remargquer que, comme il résulte de (10), W demeure
régulidre et différente de zéro, pourvu seulement que ne g'annulent pas 4 Ja
fois toutes les z;(r=0), ni toutes les §(§=o0}, ni enfin toutes les différences
x;— & (oo w == 1},

Puisque la substitution de la vaieur (10) de W dans le premier membre de

83 donnait pour résultat I§ il g’en suit que, pour Dintégrale compléte (10')
P P i1t que, p g p

explicitée tout & Pheure,

(11) O & ;s)mz‘;,
¢’est-a-dire, en tenant compte de (g},
(o) s |VE P E =2k ,

Voila la relation devant exister entre les constantes d’intégration &, &, & (et 1@_
cocfficient de attraction k) lorsqu’il s’agit des solutions parabohques

4. Signification des constantes &; et des par nmetre.s zv;

-~ Les équations définissant le mouvement, d’aprés les formules generales {3
et Pexpression (10'j de W, sont

aw rojx; -§z e
(x2) ~TE = e
iW o & .
(x3) =l 5= imne)

ces dernidres pouvant évidemment &tre remplacées par
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{14) . 7 g == § 1y,

qui résultent aprés coup de la comparaison entre {12) et (13).

Occupons nous & présent de faire ressortir de ces équations les propriétés
bien connues du mouvement paraboligue, et l’mterpretatlon soit des constantes
i que des paramétres ;. Pour cette discussion il ¥ a quelque avantage 3 in-
troduire des vecteurs permettant de remplacer nos six equatxons (x2) et (13) par
deux relations vectorielles équivalentes.

On a déja défini le veeteur & (ayant pour composanies les §:) constant en
grandeur et direction: la grandeur, d’apres (g'), est 2k, assurément non nulle,
et on verra bientdt quelle est l’intérprétation géométrique de la direction. En
attendant associons & & un vecteur w de composantes @;; et en outre, suivant
Pusage, r de composantes z,, &, , et v de composantes Py Dyr Py, Gui détermi-
nent respectivement la position et la vitesse du point mobile.

Dés lors les éguations (12) ef {13) se résument vectoriellement comme il suit:

(12)) ;;—f (rugg) = 17,
(13" %,(f!‘m%)——-v,

ot donnent lieu &
(14 7= §
évidemment équivalente aux (14).
n tenant compte de la forme générale (4) des paramédtres w; puisque on

3

a actuellement, 4 cause de (11), D w_mé;,' » on reconnait le vecteur w comme une

fonetion linéaire de ¢, ayant g & pour coefficient de £. (Pest un vecteur paraliéle
>
& §; par suite, si on forme le produit vectoriel & A m, ¢ disparait. Donc

(15) $hT=0,

en désignant par ¢ un veeteur constant. ‘
D'autre part, en multipliant vectoriellement (4 gauche), la {12) par & et la
{z3") par r, on a
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AR AN o

Ceci exprime la constance de la vitesse aréolaire e A v, propriété fondamen-

tale de tout mouvement central, qui devait naturellement &tre impiicite dans la .
représentation intégrale (rz), (x3) du mouvement parabolique. La constatation
que le mouvement est plan découle classiquement de I'intégrale (vectorielle) des aires
rAN Ve,
d’otr résulte Iéguation du plan
exX r=0,
Les vecteurs £ et w appartiennent eux aussi au plan d’aprés (s). Quant

4 la trajectoire, sa nature géométrique descend aisément de (12'), en tenant compte
de (10). Cette derniére peut s’écrire & Vaide des vecteurs § et r:

(o"y Wtz (Er — EXr},
aprés quoi le carré (scalaire) de (12") donne

(16) =1
)

en représentant manifestement par w la longueur du vecteur w.
La multiplication scalaire de la méme (12') par § donne d’ailleurs

- I -
c’est-a-dire, ayant égard & (ro”),
. 1
{17} EX @ == é'W'
Il g’en suit
- & B 2 I 7
Pt X e = et — we,

ou bien, & caunse de (16) et {10"),

o s " . I, -
gt — (Ex@)r = fr— = (§r—Exr}=

En' se rappelant gue w représente l'angle des deux vecteurs § et r et remar-
quant d’autre part que le premier membre de la derniére équation ne diifére

pas du carré du vecteur § A @ ==¢, on a enfin
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r{r+cosw)=%rc* {¢ longueur du vecteur e).

|

u

(Pest, évidemment éguation polaire de la trajectoire, dans son plan, Paxe polaire
étant dirigé dans le sens du vecteur £. '
La comparaison avec Péquation d’une parabole rapportée & son foyer achdve
notre vérification, et nous permet en outre de retenir:
Le wvecteur constant (5,,&,, 5,) de longueur zk o la direction de Unxe de la
rajectoire paraboligue (son sens étant celui gui va du foyer aw sommet). Le para-

h§ . . s g
mélre de cefte parabole est la constante = c*, ewprimable divectement & Uaide des
: s
&, w; sous la forme
r I, I o I]‘.El ‘f.’ ;:3]3
(15) = GfAT =
3 g s @, @, o

5. Ferme résolue de Ia transformation canonique entre les deux
sextuples® (z:, pi), (&, @), '

{/identite

3 3

N v, -

!tpidxiwzwﬁfidéimdw,

1 1 ‘
découlant immédiatement des (1z), {r3), fait voir que ces formules établissent
une transformation canonique entrve les variables primitives x;, p; et les argu-
ments &, @i, pourvu seulement gu’on puisse les résoudre par rapport aux unes

et aux autres.
En substituant, dans les (12), i:_ par la valeur @? tirde de (16), on a en
S

premier lieu
(1) vi=w8—2 0w (i=1,2 3),

W sy = T ;. o A A\ -
olt j’al éerit —2U & la place de W, désignant ainsi par U le trindme Za W&y,
1

gomme on le fait habituellement dans la théorie des transformations de contact:
on a en effet, d’aprés (17)

T . N B
(18) ! [[r:_m_mw;;wﬂgxmfmzz"m‘,—”

b Jemploie, pour abréger, sextuple su lieu de systéme de siz cléments.
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Les formules exprimant les p; moyennant les § et les o, cest-h-dire les (13) '
convenablement transformées, sont immédiatement fournies par les (14), dés qu’on

S T ;
y remplace S par o On a donc le second groupe résolu

(I1) i {i=1,23).

Signalons encore quelgues formules, conséquences des (I}, (TT) [cu, si Von
veut, des originaires (12), {13)], gui nous servirons dans la suite. L’une d’elles
n'est gque (16), quion retrouve matériellement, en faisant le carré des (I) et les
additionnant; un second groupe est constitué par les (14), qui résultent, peut-on

k4 ol
qui se déduit des (II) sous la forme g et devient ; d’aprés (10).
Le systéme & retenir est donc
e Ear®,
(19) rpp=5w;  (i=1, 2, 3},
r{pt+p; + il =S
Il va sans dire que, dans toutes ces formules, ., § et = gardent leur signi-
fication de longueurs des veoteurs (x,, @,, %), (&, &, §3), (@) . W,, @,), ¢ est-a-dire

des valeurs arithmétiques des radicaux Va: | o} + 3, VE + & + &, Vol + @) + @}

6. Inversion. — Comportement analytique.

Notre transformation (I), (II) peut 8tre invertie sans caleul. Il suffit de
s'appuyer sur la circonstance que l'expression (z6") de W dépend symétriquement
des w; et des &. Il g'en suit que les formules (12) et (13) sont également symé-
triques par rapport aux deux sextuples (a:, pi), (§i, — @ik, Daprés cela, dés qu’on
remplace matériellement dans les (1), (I1) les x;, p; par &, — @y et vice versa, on en
tire les expressions résolues par rapport awr &, — ;. 1l est bon d’ajouter que,
% cause de la forme spéciale des équations.-dont il s’agit, le résullal peul égale-
ment &'obtenir par Véchange des éléments correspondants des deux sexiuples (i, pi),
(&1, ).

: Associons cette remarque & la circonstance que les seconds membres des (T)
sont des polyndmes (de-troisiéme dégré) et les seconds membres des (1T} des fone-

tions rationnelles ayant w* au dénominatenr. Clest assez pour pouvoir affirmer
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que notre transformation est birationnelle, et régulidre pour toutes les valeurs finies
des arguwments qui n'annulent pas le trindme ©° + @ + w2, ni Panalogue p’.+p’ + P

Rapportons-nous, pour fixer les idées, & la transformation directe {I), (I1).
Parmi les déterminations des arguments &, w;, il y a leu de signaler les gextup-
les I", formés par des valeurs nulles des w;, non toutes nulles & la fois des &,
de fagon qme &>o0. Ce sont évidemment des soxtuples, non réguliers d’aprés
ce qui précéde, qui se trouvent pour ainsi dire plongés dans le domaine d’holo-
morphisme sans le partager: ils forment en effet une variété & trois dimensions
seulement, tandis que Iespace environnant en a six. Supposons de faire varier
dans cet espace le sextuple &, w; et de le faire tendre & un I° en suivant unc

i

ligne réguliére. Tes m; tendent alors & zéro de telle fagon que les rapports g

admettent des limites bien détermindes y;, nécessairement liées par la relation
C b a? L
A il R

Les formules (I) et (19} montrent que les coordonnées ;, lo distance r, et
les produits » pi, v{p} + pi + ;) demeurent, méme en sapprochant indéfiniment d'un
I, des fonctions régulitres des &, o, nulles en I

Il n'en est pas aingi des p;, lesquelles, d’aprés (II), deviennent en général

infi_nies, On peut préciser davantage en constatant que les rapports --? [tirés
des (I} et (19)} et les produits Viyp; [tirés des (I1) et (z9)] ont des limiftes bien

: i » . K ofi
déterminédes. Il vient en effet, on tenant compte de ¢ que lim -%*m Vi,

3

x; & T,
o) lim "= 20 2y, W E g
(2 r £ 7 E;J gsi%
{2{) Hm l/? Pi == V% Vi

les radicaux ayant leurs valeurs arithmétiques, et le symbole lim se rapportant
a U'approche d'un I' en suivant une ligne régulidre fixée d’avance.
Dans le cas particulier ol s'annule le vecteur ¢ = & A =, le mouvement

araboliqué devient rectiligne et les directions =% ! coincident, pouvant au plus
g P
différer quant an sens. On a alors
&,
lim ' == &y,
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et la limite (z0) de f‘ devient par conséquent

(20} lim % = F i

Remargue.

Par rapport aux coordonnées a;, notre transformation cancnique (1), (1)
n'est pas ponctuelle. En effet, dans les secomds membres des (I), apparaissent
4 la fois les & et les wy. Il sagit par conséquent d’une transformation de con-
tact. Toutefois, si on Penvisage intrinséquement, la dite transformation est bien
ponctuelle prolongée {au sens de Tax). En effet les (II) représentent une inver-
sion par rayons réciprogues entre les p; et les @y les (I} en restent subordon-
nées par la condition que la transformation entre les deux sextuples (i, %),
(w7, &) soit canonique. ' ' ,

2. HMouvement parvabolique tangent. — Interprétation des variables &, @

1L est ais¢ de reconnaltre la gignification des variables &, @ liées aux oy,
p; par la transformation (I), (1T), lorsqu’on envisage les @;, p; comme coordon-
nées et composantes de vitesse d’un point mobile avec une joi quelconque.
1l suffit pour cela d’envisager, & 066 du mouvement réel, un mouvement parabo-
ligue bypothétique du méme point, dft & attraction newtonnienne de l'origine.
Tn.se rapportant au n’ 4, on supposera:
0 que le coefficient d’attraction ait la valeur numérigue

k= (0] 4 P pl)
correspondant au sextuple i, pi dont il s’agit;

2* que la parabole (trajectoire du point dans ce mouvement fictif) passe au point
(&,, %, ) €01 y touchant le vecteur (p,, Ps Pa) OB I'appellera parabole oscula-
trice (3 la trajectoire du point dans son mouvement effectif).

Le mouvement parabolique tangent reste ainsi caractérisé. Les variables trans-

formées &;, w; se rattachent & ce mouvement d’une maniére bien évidente.

Les & définissent un veoteur de longueur 2k paralléle & 'axe de la parabole
& £ q2
SR -] ’
' représente le para-
W, @, Ty

3

-t
Ire

osculatrice dans le sens allant du foyer au sommet; ¢
=

matre de la parabole, ete.
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Sl arrive gue, pendant le mouvement, les &, @; convergent vers un des
sextuples I', considérés au n® précédent (@;-—o,&>0), la parabole osculatrice
devient de pius en plus mince, son paramétre tendant & zero: Porientation de
laxe admet toutefois une limite bien déterminde. ILie mobile tend & Porigine

dans une direction également bien délerminée [{ormu}e- (z0)]. Si en particulier .
lim ;&;= + lim? (i = 1, 2,3}, le rapprochement en question a lieu justement dans

la direction de Yaxe [formule (207].

8. Généralités sur Uintroduction d'éléments osenlateurs paraboligues.

La transformation canonique (I), (II) est bien remarquable & cause de ses
propriétés régularisantes. Les paramétres §, @; qu’elle introduit sont trés étroi-
tement liés, comme on vient de voir, au mouvement parabolique tangent. Toute-
fois ces £, w; ne peuvent pas 8ire envisagés individuellement comme éléments
osculateurs paraboliques: pour se procurer de tels éléments (faisant pendant aux
classiques éléments elliptiques), il faudrait encore en former des combinaisons
convenables, On v parvient plus commeoedement en revenant a la source de la
transformation (I), (II), ¢’est-a-dire & 1'équation aux dérivées partielles (8') et en
utilisant une intégrale compléte différente de (), et précisément a variables
séparées comme dans le cas elliptique.

9. Intégrale compléte de (8) a variables séparées. — Elémgnts paraboligunes,
Posons
{22) W=—FE+ Gw,

en supposant R fonction du seul argument 7, et ¢/ constante. Si 'on introduit
dans le premier membre de (8') cette expression de W, on a

r R\ 1 T
N hadnd G e R
2{(03?‘) +T3 } 8/’

en désignant par

la constante du second membre de (8).

;'14:.;:; mathemofon., 42 Tmprimé le 24 novenbre 1S : 17
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On en tire
' AR
" e for )/ E.
q

olt la limite inférieure q de lintervalle d’intégration pourrait &tre arbitraire.
Tl convient toutefois (comme dans Pintégrale analogue se rapportant au mouve-
ment elliptique) d’attribuer & ¢ la plus petite des valeurs de r annulant la fonc-
tion sous le signe. Il ¥ a ici une seule racine finie; on est donc conduit & prendre

. @
{25) . _ - qmmmf}zg__,

Puisque on sait d’avance que Porbite est parabolique (et déerite suivant la loi
des aires par rapport au foyér}, on constate immédiatement gue ¢ représente le
demi-paramétre: o’est en effet la plus petite distance du foyer & laquelle puisse
se trouver le mobile (qui parcourt la courbe toujours dans le méme sens). FEn
suivant POINCARE,! on supposera que Ja droite fixe & partir de laguelle on compte
Pangle w, soit justement la ligne des noeuds (intersection, diiment précisce gquant
au sens, du plan de la parabole avec le plan coordonné Ow;x;). Si l'on désigne
suivant P'usage par # la longitude du noeud (¢’est-a-dire Pangle formé par le noeud
avee I'axe Oz,), on a, d’'aprés la définition de w,

cos w ==~ cos 0+ f sin ),
i ;

(26) a{;’g-=-—c051,
en entendant par I Pinclinaison (du plan de la parabole sur le plan Ox, ).
D'aprés cela, il y a lieu de considérer W comme dépendant des coordonnées
cartésiennes z, ., 2; du point-mobiie,'et des trois constantes.Z, G, # & interpréter
comme il suit: ‘
Z dépend exclusivement du coefficient d’attraction, comme il résulte de (23);

¥ :IZAI Vq| définit ensuite le demi-paramétre ¢ de la parabole;

¢ représente la longitude du noeud.
Tes équations (3), adaptées a notre W, oit Z,G, 0 jouent le role des &, en éeri-
vant —{, —g¢, @ & la place de w,, @,, @, donnent

L Loe, ¢it. (& la page 106), pp. 65—74.
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-6,

H
W L
{ G =P (1=1,2,3)

Ayant égard anx équations (22), (24), (23), '(-26), le premier gmupe g'éerit

W _ iR

iz 07z

W 4R

TE T agteeg
)W )

i(?(f = — G cog ] == @),

-

ot consent de reconnaitre la signification des trois autres paramétres I, g, O,

Tont d’abord, d’aprés une propriété élémentaire de la parabole: {2 = » — g repré-
sente I'abscisse de la position courante du mobile, compiée sur Paxe 4 partir -
du sommet.

La seconde équation, appliquée au sommet, fait voir que ¢ représente Pangle
que la direction de Paxe (allant du foyer au sommet) forme avec la ligne
deg noeuds,

Entin la troisiéme équation nous montre que:
= cos I fixe Tinclinaison.

Les équations {27) entrainent:

AL

ipidei— (ZdL + Gdg + 0d6) — d (W — ZL — Gg)

1

et définissent par conséquent une iransformation cancnique entre le sextuple
(pi. 2:) et les deux triplets conjugués

(z ¢ @)
(P w :
: & g 0

Les expressions explicites des a;, p; en fonction des arguments (P} g'établissent
sans peine, soit en effectuant la résolution matérielle des {27}; s0it, d'une maniére
indirecte mais plus commode (adoptée ordinairement dans lo cas des éléments
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cliiptiques), en ayant recours aux formules élémentaires de transformation des -
coordonnées et tirant parti de la signification des six éléments (P),

Jemets ces développements en me bornant & faire remarquer que, & différence
de la précédente (I), (IF), la transformation entre Jes (ay, ) et les (P) wlest pas
régularisante. Déja les expressions des a; brésentent des singularités au voisinage
@’un choe, auguel correspondent des valeurs nulles des paramétres I, ¢ et .

Le sextuple canonique (P) est un cas limite (correspondant & la valeur zéro
de I'énergie) des éléments elliptiques que j’ai appelés isoenergéiiques. ' il peut rendre
des bons services dans I’étude des perturbations des cométes.

CHAPITRE III.
Régularisation explicite du voisinage d’un choc binaire.
7. Forme canonigque de Poincaré.

On a rappelé, au n® 8 du Chap. I, les équations du mouvement absolu sous
forme vectorielle, olt figurent comme inconnues auxiliaires les composantes des
quantités de mouvement. Il est bien connu qw'on leur donne immédiatement
forme cancmique, et guw'on les réduit ensuite & six degrés de libertd en mettant
en évidence les coordounées relatives de deux des trois corps par rapport au
troisiéme.®? Pour expliciter le systéme réduit, il me parait avantageux d’aban-
donner la symétrie par rapport aux trois corps, en appelant O celui auquel on
rapporte le mouvement et les coordonnées des deux autres; P, P' ceux-ci; et
adoptant les notations qui &’y rattachent.

On indiquera par m, la masse de O; par m, m' les masses de P, P'; par
@i, ' ({=1, 2, 3} leurs coordonnées f par rapport & trois axes rectangulaires
d’orientation fixe, ayant leur origine en O); par o, ¢ les composantes de la
quantité de mouvement absolue de P et de P' respectivement; par 7, ', 4 les

trojs distances OP, 0P, PP,

' »Sopra un nuove sistemn canocnico di elementi ellitiici», Annali di Maiematica, Ser. TII,
T XX, 1013, Voir aussi:

W. De Sierer, »On canonical elements», Proceedings of the K. Ak, van Wet. te Amster
dam, vol. XVI, 1913, pp. 279-201.

H. Awnoysg, »Sur Ianomalie excentrique et I'dnomalie vrale comme éléments eanoniques
dapres M. M. T, Levie-Civiza et G.-W, Hmze et »Sar les problémes fendamentaux de la méeanique
célester, Bulletin Astronomique, T. XXX, 1913, pp. 425429, ef T. XXXII, 1915, pp. 5-—18.

? Ou DLien, en suivanf Jacos:, certaines combinaisons linéaires (dépendant des masses) de
ces coordonnées relatives. Nouns y reviendrons au 2106,
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D’aprés le théoréme des guantités de mouvement (le barycentre étant censé
tixe), la somme des quantités de mouvement des trois corps est nulle.. Il s’en
suit que la quantité de mouvement {absolue) de O a pour composantes

— (s + P8

£

La force vive © du systéme est partant Ja somme

2 a 4 4 I k4 @ ki i A
L (p PP (P (VS L A ) F (0 s
2 My Zm

4

d’ol

g T L T et gy L F L D o e
(1) T == ( + M%+%.?J+ “%+Wypuﬂu+wd+

I

+ ooy (p#'s + o9y + papy).
o .

La fonction des forces U (formule (z8) du Chap. 1), avec les notations

actuelles, s'éorit

mem | mgm' mom/ _
(2) Elwf( e _,_//')
La différence .

(3) - H=%—1l,

¢’est-a-dire Pénergie du systéme, se présente ainsi comme une fonetion des douze
variables @y, &', pi, Pl .
Le systéme canonique

d dH dx; OH

(4) _ / .
lpi 08 des 0H
ldt o f“}ﬂ:"i, dﬁrmw(/}p{i 2_1’ 2!5;

admettant I comme fonction caractéristique et (ay, i), (@', pi) comme variables
conjugnées, définit le mouvement. (Pest la forme particuliérement simple indiquée
par Porxcarfi. Llintégrale des forces vives s’éerit évidemment

(5) H=F (E constante).

z. Trapsformation de Darboux-YSundman.

3

Envisageons les mouvements pour lesquels la constante % a une valeur fixée
d’avance, et effcctuons le premier pas en vue de la régularisation d’un choc
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binaire P, 0. Tout a fait comme dans le cas du probléme restreint [voirle n® 2
du Chap. prée.], il convient de poser

(6) ' ' dt == du,

Les w1l solutions du systéme (4) satisfaisant a la condition H = ¥ vérifient
également le systéme

f d'pi HH* d.’g’i i H*

{du ™~ Pa; du T dp
7) | )
ays_ome ags_ome
ldw — 02y du ~ dp: =5H& 3
ol o
(8) % — r (H — B).

Pour chacune d’elles, H* prend la valeur zéro.

Remarque,

Soit ¢, lipstant du choc P, O dans le sens préeisé au Chap. I. Le n° 14
du méme Chapitre nous permets d’affirmer que la nouvelle variable u {introduite
moyennant la position (6)] tend en croissant vers une valeur finie #,, lorsque
on fait tendre { & ¢,. Le choc hinaire dont il s’agit constitue done, méme &
I'égard du systéme transformé (7), une (éventuelle) singularité des fonetions in-
connues a;(u), p;(u), &' (), ¢ {w) se présentant pour une valeur finie u,, tandis
que, pour u<u, (et assez proche & u,), tout est régulier.

3. Limite da produit r(p! + 5+ p;) pour 7 tendant & zéro.

Plagong-nous au voisinage d'un choc entre P et O, dans Thypothése gue
le. moment résultant des quantités de mouvement des trois corps ne s'annule
pas. On est assuré [Chap. I, n° 12] que P' reste & U'écart des deux corps ten-
dant 4 se olioquer, sa vitesse restant également finie. On a reconnu-aussi{n®1j
du méme Chapitre] que la viiesse de P (soit absolue que relative au corps O)

multipliée par V7 reste finie. On pourrait en déduire aussitdt (en tenant compte
de ce que p,, p,, p, sont composantes de la quantité de mouvement absolue}
que le produit r(p? 4 p: -+ p;) admet loi aussi une limite finie. Mais il ne vaut
pas le peine de faire des emprunts de 'endroit cité. On va le faire ressortir &
nouvean de intégrale des forces vives.
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" Posons pour abréger
e=V1i il

r(pl 4 bpy)=§,

{.I. V}(fpl_g_ fﬂ?ﬁ,}_ ff§)m

. !,md Ptg pnq .psg g,

9 . 1
P ERTIR S P S I LY.
l 2 im ' YL il Fa)— 7

Daprés (1), (2), (3), on &

E+gVE—fm,m 4 7.

=)
. g

L’équation H* =0 (du second degré en V&), avec la spéeification VE>o, définit
univoguement V& comme fonction holomorphe des quantités g et ytendant vers
la limite (positive) '

lorsque g et y convergent 4 zéro. Or il résulte des (g) (et de la circonstance
rappelée ci-dessus que ;I—,: ; et les p'i restent finis, ainsi que les rapports %, qui
sont des cosinus directeurs) que gy et % s’annulent avee r.

On a partant

Hm VE =1,
r=10

ce gui entraine justement, & cause de la signification de &, et de u, (voir la
remarque finale du n° précédent)

(o) lin (p] 4 3+ pi) o Bt 2T
1= ey ,I o e I
m, = m

C.Q F D

4. Introdumction des variables §;, ;. — Holomorphisme de ’expression
transformée de H*, :

Appliquons maintenant la transformation (I), (II) du Chapitre précédent
[n° 5], en remplacant les six arguments x;, p; par les combinaisons &, w;; bien
entendu sans toucher aux 2, p'i. ' '
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Au point de vue formel il y a lieu de noter qu’en transtormant ainsi les

équations (7), elles restent canoniques avec la méme fonction earactéristique, et
s’éerivent par conséquent

(dw; __0H* af IH*

(o Edzu TTURE T de da;’

7
lape __amE* dos _OH* L
Vdw = 7 4ay’ du  dph =1, 2 30

'

ol 'on doit, bien entendu, retenir H* exprimée & I'aide des arguments 5, @i, s, s,
Voyons ce qui se passe au point de vue qualitatif,
Les formules {1g) du Chap. prée., qui sont des conséquences nécessaires des
(), (II}, fournissent immédiatement des renseignements trés importants sur la
maniére dont se comportent les &, @ dans le cas d’un choe P, 0. En associant
ces renseignements & l'expression analytique quacqniert H* avec les nouvelles
variables, on pourra ensuite reconnaitre qu'il en résulte sa régularisation.
Titilisons d’abord les formules (1g) susdites, et notamment la premiére

y =Sk,
et la troisitme

ripi+p+py) =5,

Comme on vient de voir [formule (10)], en proximité d’an choe P, O, & tend vers
une limite 13 non nulle. Tlexpression de v montre alors qué w@?, el par conséquent
Wys Ty Wy convergent vers zéro.

On n’a pag encore le droit d’affirmer gue &, §,, &, tendent géparément vers
des limites bien déterminées, mais il est désormais bien sir qu’ils restent finis.

Nous profiterons bientdt de ces remarques. Envisageons en attendant un
ensemble de valeurs des &, ©; constituant le voisinage d'un de ces sextuples I’
qu'on a eu Poccasion de considérer au Chap. prée. [n° 6], et qui résultent des
valeurs nulles des @;, non toutes anlles & la fois de &. Soit I un domaine

se rapportant aux douze variables &, @i, 25, P earactérisé comme on vient de
dire (voisinage d’'un I'} par rapport aux &, @i, eb comprenaunt le voisinage d'un
systéme quelcongue de valeurs finies des &', s, soumises & la seule restriction
que les &'y ne sannulent pas toutes les trois (P' distinet de 0, et par suite aussi
de P, dés qu'on concoit Vextension de D suffisamment petite).
o On va constater que, dans tout domaine D, H*, considérée comme fonction des
| ' variables &, o, @', pi, se comporte réguliérement.

Pour cola, il convient de s’appuyer encore uns fois sur les formules (19)




Sar la régulavisation du probléme des treis comps. : 137

[du Chapitre précédent] pour en tirer & premiére vue que r, r(p? + pi + pl) =&,

et vp; sont, o Uinbériewr dun domaine D, des fonctions holomorphes des &, w;.

. . Foor

D'ailleurs, puisque #' et .7 ne s’annulent pas dans D, les rapports L

L

sont, eux aussi, des fonctions holomorphes (des &, oy, et des z;). Comme on
a de (1)

4 -

NorT= T s M et e e S L T g o ey L
() 2 z(mn+7n)f(??;=?g+p:3)+z(mo+ml)f’(3?l+Peq+??:=)+m0§”%2?n

(2" rll=f (mﬁ m =+ e, m' :, o' )

A

les expressions des seconds membres montrent aprés coup qu’il s’agit de fonctions
holomorphes dans D, dépendant dans leur ensemble de toutes nos douze variables.
Drés lors
HY =p{H —Ey=7Z —rll —¢r E

apparait elle aussi une fonction holomorphe des variables &, @, «;, ¢'; dans tout
domaine 7.

C. Q. F. D.

5. Régularisation d’un choc P, O,

Supposons que, pour u tendant & u, (valeur certainement finie d’aprés la
remarque du n°® 2), les deux corps P et O tendent & se choguer. Nous pouvons
& présent compléter les constatations da n° précédent, en établissant gue, pour
o == 1, les & aussi convergens {comma. les @, 2';, »;) vers des limites bien déter-
minges. I suffit pour cela de faire jouer la double circonstance que, pour u, — u
assez petit, les valeurs prises par &, @i, 2, ¢’ (le long de la trajectoire dont
il s’agit) appartiennent certainement & wun domaine D), et que par conséquent

. . o H*
les seconds membres des équations (77, e notamment les — g restent holo-
T

morphes, par rapport aux arguments &, @i,z p. Dés gue, pour #-<u, eb
assez proche & wu,, ces arguments sont & leur tour des fonctions régulidres de u,
il en esb autant des seconds membres susdits,

Dailleurs, pour w tendant & w,, les o's, p's, o tendent [n* 3 et 4] vers des
valeurs limites bien déterminées, Tl reste & établir quil en est de méme pour

les &, en sachant [no 4] que &=]V& 7| admet une limite différente de

Aeta mathematica, 42, Tmprimé le 23 novembre 1013, 18




138 T, Levi-Civita.

zéro. Cette circonstance garantit que les seconds membres des (7'), fonctions
holomorphes de u (& gauche de 1w}, restent finis lorsque u converge & u,. On
peut alors raisonner comme au ne 1o du Chap. 1. Ces seconds membres, eb en

. FHF : ‘ :
particulier i sont intégrables depuis une valeur quelcongue wu, (assez

proche & wy) jusqu’ & n,. On déduit done, des équations différentielles

k£, %
L e
elles-méme, Pexistence des limites pour les £ .
D'aprés cela, une solution du sysitme (7'), méme st elle correspond & un choc
P, 0O, n'a plus rien de singulier au point de vue analytique. Il s’agit en effet
d’une solution pour laguelle les fonctions inconnues &, Wi, %';, p'i, en correspon-
dance d’une valeur finie u, de la variable indépendante, preunent des valeurs
bien déterminées tombant dans un domaine D de régularité (pour les geconds

»

membres des équations différentielles).
¢ Q. F. D

Dés que les &, @i se comportent réguliérement néme pour u = u,, elles ten-
dent & leurs valeurs limites suivant une ligne réguliére (de l'espace &, o). Ceel
permet de conclure, en revenant ax anciennes variables a;, pi [n° 0, équations
(20) et (21} du Chap. préc.] que les deuw corps P, O tendent & se chogquer suivant

une divection bien déterminée |caracterisee par les limites des cosinus directeurs —;f):

et que la wvilesse de chacun deuwm, toul en devenant infinie, admet une direclion
limate. A la vérite les équations (21) (da Chap. préc.} &tablissent ceel pour le
vectenr de composantes P, Cest-a-dire pour la quantité de mouvement et par
suite pour la vitesse absolue de P. Pour justifier & tout égard Ténoncé qui
précéde, on va constater ultéricurement que la vitesse relative de P par rappors
4 O admet la méme direction limite. Cette direction limite appartient alors &
toute sorte de vitesse de P et de O (absolue, ou relative d’un d’eux par rapport
4 Vaubre).

On n'a quwa tenir compte du groupe des équations (4) définissant les ddi

d; _f?__f{__(
dt - (’jpi“ﬂ

ESRTTRE T PRSI S o .
.mum{" m) fp“ + M, 'P‘b ‘\i T, 2, 3)

Les p'; restent finies & Tinstant du ochoee, mais non toutes les p; [d’apres

{10)]. 11 s’en suit que la vitesse relative de P par rapport 3 O [vecteur de
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r;;) a la méme direction limite que la vitesse absolue du méme

composantes

s I
point P (vecteur ayant pour composantes =)+
: ‘ m

6. Torme canonigque de Jacobi. — Régularvisation fout i fait analogue gu'on
peut lui faire subir,

Nous avons pris les équations du mouvement sous la forme canonique de
Poivcarfi [no 1]. I est aisé de se rendre compte qu’il n’y a rien d’essentiel &
modifier dans les considérations de ce Chapitre si l'on préfére d’adopter les
équationg canonigques de Jaoosrl. '

En effet les douze fonetions inconnues figurant dans ces équations sont:
les trois coordonnédes x; de P par rapport & O, comme dans Pautre cas; et neuf
autres — je continuerai & les appeler p;, «'i, 5 — qui ont une signification
différente. Il n'est pas nécessaire de la gpécifier, sauf pour les zy. Celles-ci
[comparez Chap. I, n° 4] sont les coordonnées de P’ par rapport au barycentre

B des deux autres corps P et (). Les coordonnées de B par rapport &4 O sont

wx;, ou la constante (numérique) ¢ n'est que la fraction - Il s’en suit

gue les coordonnées de P’ rapportées également & O (c’est-i-dire nos anciennes
x';) sont données par
ok X

et 'on a

lfrf:a . ia (Cf a;+ x’i)!:
4
{11) 1

3
A= Fil(z — ey — 2l
1

La force vive @ s’exprime ici encore moyennant les p; et les ', mais sans
termes rectangles, sous la forme

. T 2 . i . 1, ty P
(12) T wlpitpiim) + S u P+ 90+ 1),

=

les coefficients g et 1/ dépendant exclusivement des masses:

bt M /
u maiﬁm’ U = il T ) (M =m, +m+m),




140 © L Levi-Civita.
La fenction des forges est toujours

Vf My M

(2) U= 4

mam
- ?
7! A

" et A4 etant toutefois les foncotions (11) des x et des 2. On a bien entendu

H=7—U,

aprés quoi le systéme canonique définissant le mouvement s'éerit enéore sous
la forme (4), 4ot Ton arrive & (7) moyennant la transformntion de Darpovx:-
SUNDMAR.

Au point de vue qualitatif, tout se passe comme précédemment: lorsque les
deux corps P et O tendent & se choquer,  tend & zéro, tandis que 7' et 4 conver-
gent vers une limite positive. Il s’en suit [comme au n® 3] que les arguments
@i, p'i ont des limites finies, et [encore plus simplement qu’au n® 3, & cause de
{xz)] que

. ) s zfm,m z2fm,m
slm F {pi + p; + pa) J—— '(_(_} e iz = Bt S
T w1l I X I

m, m

La transformation (I}, (II} et les raisonnements des n® 4 et 3 s'appliquent (sans
qu’il soit méme nécessaire d'invoquer la ¢irconstance que les rp; sont des fopetions
holpmorphes des &, o), et le voisinage du choe binaire P, O reste également
régularisé,

7. Le paramétire syméirique v et la régularisation compléte du
mounvement. — Corollaire.

Considérons le produit

F s
r = f tm,m -+ m,m g tmm
comme fonction des variables &, @i, 2/, p'; (ces dernidres winterviennent pas).
Ainsi qu’on Ta fait remarquer an n® 4, i1 se comporte réguliérement aun voisinage
d'un choe P, O, état de choc compris, et ne s’y annule pas: en cffet, pour r= o,
r1l g6 réduit & fm,m.

Il $’en suit, en tenant compte de {6), que le paramétre =, défini (4 une con-

stamte inessentielle prés) par la relation différentielle

(13) dr=¢rUdu=1Udt,
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pent rendre les mémes services que u danps le domaine susdit, avee Pavantage, .
évident & cause de sa structure symétrigue, de s’appliguer également aux aubres
choes hinaires éventuels: partout ailleurs, cela va sans dire, la substitution de «
4 ¢ comme variable indépendante est parfaitement légitime, puisque 1} demeure
fini et >o.

La substitution de 7 & » dans le systéme différentiel (7) (ayant égard & la
circonstance que, pour les solutions gu’on a & considérer, H¥=o) laisse subsister

la forme canonigue, pourva qu'on remplace H* par ~EOHE On a partant le

T
systéme
_OF dx; OF
dwy” de oy’
(r4) .
_OF day 0k
da'y" dv d}?'; (=12, 3),
ol
ni T I

et U'on deit se borner aux solutions pour lesquelles F = o,

La seconde expression de F montre immédiatement que ¢’est une fonction
réguliére des variables ay, py, &, 9 tant que les positions des trois corps sont
distinetes; au voisinage d’'un choc P, 0, la transformation (I}, (I11) rétablit la
régularité, ainsi qu’il résulte de Ia premidre expression de J et des n® 4, 5; enfin,
au voisinage d’un autre choc binaire (7, 0, ou P, P'), on régularise d'une maniére

analogue, & cause de la symétrie substantielle de F=-1—I{-- (H—FK) par rapport aux

trois corps: il suffit de combiner une convenable transformation linéaire sur les
x, ', p, p' (équivalente & un échange de rble des trois corps) avec la méme trans-
formation (1), {II).

On a dono le droit d’affirmer que le systéme differentiel (14} est ou bien
régulier, ou bien régularisable par ure simple transformation canonigue des fone-
ilons inconnues, guelle que soit la valeur de r, ¢’est-d-dire pour toute la durée
dun mouvement, méme au déld des choos, ¢’ils en arrivent.

Corollaire.

Les coordonnées des trois corps, lorsqu’elles ne figurent pas directement
parmi les fonctions inconnues, sont {d'aprés (1), (II) et des formules élémentaires
de transformation de coordonnées) des fonctions holomorphes des anxiliaires servant
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4 régulariser. 1l en résulte que les coordonnées des trois corps, leurs distances
mubuelles et [Q’aprés (13)] aussi le temps 1 sont des fonctions du paramélre v, régulitres
pour toutes les valeurs réelles de ce paramitre, qur correspondent biunivoquement &
loutes les valeurs réelles du temps. Cest la conclusion, bien connue aujourd’hui de
M. Suxpman,' laquelle a nottement scellé toute une catégorie de recherches
anciennes ef modernes.

8. Complément formel gui reste encore a élaborer.

(onsidérons, pour commodité de langage, un espace § a douze dimensions
en correspondance biunivoque avec les systémes de valeurs des dowvze variables
@i, pi, @i py figurant comme inconnues dans les équations différentiolles (14).

Dés qu'on suppose le moment résultant & des guantités de mouvement
différent de zéro, on peut exclure [Chap. I, n® 11] un domaine de § entourant
{pour ainsi dire) les collisions générales. Kb il devient loisible de partager par
la pensée la partie restante de 8 (qui peub &ire atteinte effectivement pendant
un mouvenent correspondant & des valeurs déterminées de K et de ) en quatre
régions: troig voisinages des chocs binaires, 8,, S, §,, et une quatrieme §,, dans
laquelle les distances mutuelles ne descendent pas an dessons d’une certaine limite.

D’apres le n® précédent le systéme différentiel (r4) se comporte réguliére-
ment: dans §, déji par rapport aux variables @i, i, ®;, p' qui y figurent direc-
tement; dans chacun des 8, (#=1, 2, 3) par rapport & douze combinaisons {cano-
niques} convenables des mémes variables.

On peut évidemment {dans une infinité de manidres) choisir 12 parametres
canonigues

Y, 4n (h=1,2,...,8)

définissant ’état de mouvement des trois corps, doués de la propriété que la
fonction caractéristique F se comporte régulidrement, par rapport aux arguments
Y. qn, dans toutes nos quatre zégions S, {vr=o0,1,2,3). Il soffit par ex. que
yn; ¢n coincident avec les @y, #i; pi, P dans S, aveo les combinaizons canoni-
ques régularisantes dans S., & Pexception de trés petites couches &) de ces der-
nidres, tout prés de leur frontiére avec §,. Dans 8, soit les x, p;, &y, pli, soit’
les combinaisons qui se rapportent 4 8, assurent la régularité du systeme (14),
et on peut, sans la géner jamais, imaginer & son gré une transition graduelle et
canonique des unes aux autres.

. Ceci en concept; mais il y a lieu de désirer un choix plus concret et plus
expressif de ces paramétres. Je me borne &, signaler la question. Une idée de

i Loc. cit.
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sa nature et des ressources formelles auxgnelles il faudrait vraisemblablement avoir
recours est offerte par ce qui arrive dans le cas particulier du probléme plan.
Pour ce cas [ol les substitutions régularisantes appartiennent & un type encore
plus élémentaire que (I). (ID)], la question dont il s'agit & &6 effectivement
traitée avec fous les développemenis qu'elle comporte.!

Padoue, Aofit 1917,
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