Corso di Laurea in Matematica — Geometria 2
Esercitazione n. 8 - 28 novembre 2023

Esercizio 1. Siano
A={(z,y,2) eR® | 2?2 +y*+2° -1 =0} B={(z,y,2) €ER®|2°4y?> <1lez=0}

e poniamo X = AU B € R? con la topologia di sottospazio. Calcolare il gruppo
fondamentale di X.

Esercizio 2. Si consideri il seguente sottoinsieme di R?:
X={(x,y) eR*|[2® +y* =1} U{(z,y) eR? |z = 1} U{(z,y) eR* |y = 1}.
1. Determinare dei generatori del gruppo fondamentale 7(X)

2. Dire se la circonferenza S = {(z,y) € R? | 22 + y? = 1} @ retratto e/o
retratto di deformazione di X.

Esercizio 3. Sia k un numero reale e in R? con la topologia euclidea conside-
riamo i sottospazi:

I'={(z,y,2) eR® | 2?+y? =1}, Hp={(z,9,2) €R® |z =k}, Xy =TUH,.
1. Dividere gli X} in classi di equivalenza omotopica al variare di k.

2. Per k > 1, calcolare i gruppi fondamentali 71 (X}, zo) al variare di k e xg.

Esercizio 4. Sia e : R — S! la mappa esponenziale
e(t) = (cos(2wt),sin(2wt)),

e si consideri il cammino & : I — R definito da

1

1. Si verifichi che & induce un cappio a in S* con punto base p = (0, 1).

2. Si determini il sottogruppo di 7 (St,p) & Z generato dalla classe di a.

Esercizio 5. Consideriamo S' C C e sia a: I — S! un cammino chiuso, con
punto base 1, tale che

1 . 1
a(t + 5) = —a(t) perognite [O, 5]

Mostrare che o ha grado dispari, e dedurre che la classe di « in TI(S*, 1) non &
banale.



Esercizio 6. Sia S la superficie compatta che si ottiene identificando i lati del
seguente poligono secondo la sequenza

W = adb ¢ te td Ybea e.

Svolgendo esplicitamente il procedimento del taglia-incolla determinare la classe
di omeomorfismo di S.

Esercizio 7. Siano Sy e Ss le superfici compatte che si ottengono identificando
i lati dei poligoni secondo la sequenze

Wi=ae tdb tateebe td?

Wy=cb e lea e tdbdta

Determinare la classe di omeomorfismo di S = 51455 nella classificazione delle
superfici.

Esercizio 8. Dimostrare la seguente affermazione o trovarne un controesempio:
Se S1, S5, S3 e Sy sono superfici topologiche connesse e compatte a due a due
non omeomorfe, allora S1#Ss non & omemorfa a S34Sy



