Soluzioni esercizi — Capitolo 1

Esercizio 1.1 Sia A € R™*" una matrice invertibile. Per funzioni f € L*(R") definiamo

(Tf)(z) = f(Az), =z ecR™

Dimostrare che T € Z(L*(R")) e determinare aggiunto di 7.

SoLUZzIONE: Utilizziamo il cambio di variabili y = Az, dy = | det A| dz.
ITflz = / |f(Ax)* dz = | det A~ / [f(y)|* dy = |det A7 f[7.

Quindi T € Z(L?) con ||T| < |det A|7*/2. Inoltre

(Tf.g) ./ffm m;_/f \[det AT Tg(ATy) dy.

Quindi (T%g)(y) = | det A|"'g(A™"y), g € L*.

Esercizio 1.2 Sia T' € .Z(H). Dimostrare:

T normale < ||Tz|| = ||T"z|| Yz € H.

SOLUZIONE: S :=T*T —TT* ¢ autoaggiunto. Allora

T normale <= T*T =TT* < S=0 <% (Sz,2)=0 VzecH
— (T"Tz,x)=(TT"z,x) YereH
— (Tx,Tx)= (T"2z,T"z) VYx € H
= |Tz|? = |Tz|> VzeH.

Esercizio 1.3 Sia T' € .Z(H). Dimostrare:

T & suriettivo <= T ¢ iniettivo e im T ¢ chiuso.

SoLuzIONE: “<”:im7T =imT = (imT)** = (ker T*)* = {0}* = H
“=7: kerT* = (imT)* = H+ = {0} = T* iniettivo.

im7T = H ¢ ovviamente chiuso.



Esercizio 1.4 Siano P,Q € Z(H) due proiezioni ortogonali. Dimostrare:

PQ@) proiezione ortogonale <—= P@Q = QP.

In questo caso, PQ ¢ la proiezione ortogonale su im P Nim Q).

SOLUZIONE: “=": P(Q) proiezione ortogonale = PQ = (PQ)* = Q*P* = QP.
(PQ)* = PQPQ = PPQQ = PQ,
(PQ)" = (QP)" = P*Q" = PQ
Sia P() una proiezione ortogonale.
reimPQ=3yeH: z=PQy=PQy) =Q(Py)=zxzcimPNimQ.
reimPNim@ = PQRr = Pr=z = x €im PQ.

= P() proiezione ortogonale.

“=" PQ=QP = {

Esercizio 1.5 Siano P,Q € Z(H) due proiezioni ortogonali. Dimostrare:

imP CimQ < ||Pz]| <|Qz| VazedH

SOLUZIONE: H =im Q) ® ker )
Quindi: x € iImQ < Qx = .
Quindi: im P Cim(@) < QP = P.

e QP =P = P =P* = (QP)" = P*Q* = PQ
= || Pz|| = |PQz| < [[P|[|Q| < [|Qz] Vz € H.

o [Pz <||Qx] VazeH = |P1-Qul<|Q1l-Qyl=0 VyeH
= P(1-Q)=0= P=PQ = P=P"=(PQ)" =Q*P* = QP.

Esercizio 1.6 Siano P,Q € Z(H) due proiezioni ortogonali. Dimostrare:
P + @ proiezione ortogonale <— PQ = QP = 0.

In questo caso, P + @) ¢ la proiezione ortogonale su im P & im ().

SOLUZIONE: Osserviamo che (P + Q)" = P* 4+ Q* = P + Q.

‘e PQ=QP=0= (P+Q)*=P*+PQ+QP+Q*=P+Q.

‘=7 P+Q=(P+Q)P=P+PQ+QP+Q*= PQ+QP =0

= PQ = —QP (%)

Componendo con P a destra ed a sinistra = PQ) = —PQP e —QP = PQP
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= PQ = QP (xx)

(%), (%x) = PQ = QP = 0.

Sia P + () una proiezione ortogonale.

reimPNim@Q = z=Pr=PQr)=0=imPNim@ = {0}.
Ovviamente, im (P + Q) Cim P +im Q.

reimP+imQ =dy,ze H: x=Py+Qz

= (P+Q)r=Py+PQz+QPy+Q*2=Py+Qz=z

=z cim(P+Q)



