Soluzioni esercizi — Capitolo 2

Esercizio 2.1 Sia T € Z(H). Dimostrare:

TexX(H) < T'T € ¥ (H).

Teorema 2.6,c)
=

SOLUZIONE: “=":T e ¥ (H), T € L(H) T™T e (H)
“<": Sia (x,) C H successione limitata, M := sup,, ||z,]|.
T"T e #(H) = 3 (x,,): (T"Tx,,) ¢ convergente.

Osserviamo che
[Tz —Ty|> = (T(z —y),T(x —y)) = [(x =y, T"T(x — y))| < ||lo — y[[||T*Tx — T*Ty]|.

Ne segue

Tz, — Ty, ||? < 2M||T*Txp, — T*Txy,|?

= (T, ) successione di Cauchy, quindi convergente.
Teorema 2.8 = T € J# (H).

Esercizio 2.2 Sia T' € Z(H) e V uno sottospazio chiuso di H tale che T'(V) C V.
Dimostrare:

a) T autoaggiunto = T(V+) c V*.

b) T compatto = T|y : V — V compatto.

SOLUZIONE: a) Sia x € V+ ey € V arbitrario.
TyeV, T=T"= (Tz,y) = (x,Ty) =0= Tz € V*.
b) Sia (v,) C V successione limitata.
(vn) limitata in H, T € # (H) = 3 (vy,,) : (Tvy,,) convergente in H.
(Tw,,) C V, V chiuso = (Tv,,) convergente in V.
Teorema 2.8 = T'|y € (V).



Esercizio 2.3 Sia (a,) C C una successione convergente ad a e sia T : 2(N) — (?(N)
definito da
T(l’l, T2, T3, T4, .. ) = ((111‘1, 219, A3X3,A4T4, . . )

Dimostrare che al — T ¢ un operatore compatto.

SOLUZIONE: Sia S :=al —T. Allora
S($17 X2, X3, T4, .. ) = (311'1, S92, S3X3, S4X4, . . )

con la successione s,, = a — a,,. Nota che s, — 0 per n — +00.

M := sup,, |sy|

= [|Sz))* = 32, [snwnl® < M2 32, |anl? = M?||2|* V2 € £(N).

= S € Z(A(N)) con ||T|| < M.

Sia Sy € Z(¢*(N)) definito da Syx = (5171, $2T2, - - ., SNTN, 0,0, ...).
Sia dato € > 0.

(sp) infinitesima = I Ny € N Vn > Ny: |s,] <e

= [|[Syx — Sz||P= > [spxalP<e? > |w)P <&z YVN>N, Vazel?N)
n=N+1 n=N+1

= [|Sy—=S|l<e ¥YN>N,

N
= Sy 22t g

= S € 4 (C(N)).

Esercizio 2.4 Sia {ej, eq,€3,...} una base ortonormale di L?(A). Dimostrare che le fun-
zlonl

fjk(87t) = ej(s)ek(t>a jak > 1,
definiscono una base ortonormale { f;; | j,k > 1} di L*(A x A).

Avviso: Si utilizzi il seguente teorema: Un sistema ortonormale {x;,zs,x3,...} in uno
spazio di Hilbert e una base ortonormale se, e solo se,

+o00
Iz =) |z, a)?  VaeH
k=1

SOLUZIONE: Si ha

(Fu fot) 20en) = / Fisls,0) Fuolo, D) dsdt = /A e:()en(s) ds /A e, (Vs dt

AxXA

1 i=kj="¢

= (€;, € €;,€ - 1 i
(€i ex)r2(a) (€5, €0) L2(a) {() altrimenti



= {fi;} sistema ortonormale.
Sia g € L*(A x A). Calcoliamo

lolscan = [ ([ lotstIPds)dt = [ gt 0y
~ [(ZltteowP)d=3 [ iGoFd
ANTTNS ~ - T Ja

=:G;(t)
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= Z| (9, fir) L2(ax) |-
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