Esercizi — Capitolo 4

Esercizio 4.1 SiaT : ¢ (]—1,1
ne h € €(]—1,1]), cioé (Tf)(x)
e autofunzioni di T :

) = €([-1,1]) loperatore di moltiplicazione per la funzio-
= h(x)f(z ) Nei sequenti casi calcolare spettro, autovalori

a) h(x)=2x.

b) h(z) =0 per x <0, h(zx) =z per x > 0.
Esercizio 4.2 Sia T € £ (H). Dimostrare:

a) o(T*) = o(T) = {X| A € o(T)}.

b) T unitario = o(T) C{A € C| |\ =1}.

Esercizio 4.3 Sia T € Z((?) con T(x1,2,...) = (0,21, x2,...). Dimostrare che o(T) =
{ANe C ||\ <1} e che T non ha nessun autovalore.

Esercizio 4.4 Determinare autovalori, autofunzioni e risolvente degli operatori integrali
in L? con nucleo k :

W) k(,y) = 2y in 0,1,
b) k(z,y)=xy+ z2y? in [—1,1],

¢) k(z,y) =x—y in [0,1].

Trovare la soluzione f in L? della sequente equazione integrale:
2
0 [ sinyf)dy— f(a) = o in 0,27
0

Esercizio 4.5 Siano T € Z(H) e A\, € p(T). Dimostrare che

R(p,T) — R T) = (A= p) RN, T)R(p, T).
Esercizio 4.6 Sia T € Z(H). Dimostrare che A — RN\, T) : p(T) = Z£(H) é continua.

Esercizio 4.7 Sia T € J#(H) autoaggiunto tale che (Tx,z) > 0 per ogni x € H.
Dimostrare che esiste un S € £ (H) tale che S* =T



Esercizio 4.8 Sia T € J# (H) autoaggiunto e {x1,x2,x3,...} base ortonormale di auto-
vettori, Tx; = Njzj. Sia A & o(T) ey € H. Dimostrare che
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Esercizio 4.9 Sia K un operatore integrale con nucleo k € L*(A x A), cf. Esempio 2.5.
Supponiamo che k(s,t) = k(t,s), quindi K é autoaggiunto. Sia {e1,es,es,...} una base
ortonormale di L?(A) di autofunzioni di K con Kej; = \je; per ogni j. Dimostrare che
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