Soluzioni esercizi — Capitolo 4

Esercizio 4.1 Sia T' : €(|—1,1]) — %(]—1,1]) l'operatore di moltiplicazione per la
funzione h € ¥([—1,1]), cioe (T'f)(xz) = h(z )f(x) Nei seguenti casi calcolare spettro,
autovalori e autofunzioni di 7" :

a) h(zr) =2z.

b) h(zx) =0 per z <0, h(x) = x per x > 0.

SOLUZIONE: Secondo quanto illustrato nell’Esempio 4.3, si trova o(T") = h([—1, 1]).
Quindi o(7T") = [—2,2] nel caso a), e o(T") = [0, 1] nel caso b).

Supponiamo A sia un autovalore e f un’autofunzione, cioe
h@)f@) = M@)  Vael[-11]

a) Sia zg € [—1,1]. Supponiamo f(xg) # 0.
feontinna = Je >0 VI UL pgy £

|;t zo|<e

=2 =x ViU g

= f =0su [—1,1] = Non esiste nessun autovalore/autofunzione.

b) Come sopra con z > 0 si vede che per ogni autofunzione f vale f(z) =0 V0 <z <1.
Viceversa, f(x) =0 V0 <z <1 implica (T'f)(x) = h(x)f(z)=0.

= X\ = 0 unico autovalore con kerT'={f € C([-1,1]) | f(z) =0 VO0<z <1}

Esercizio 4.2 Sia T € Z(H). Dimostrare:

a) o(T") = o(T) = {X| A€ o(T)}.
b) T unitario = o(T) C {A € C | |A\| = 1}.

SOLUZIONE: a) Sia A € C.
M—T =\ —-T), N -T = (X —T*)*

Teoremg 190 X7 7 invertibile <= A — T invertibile

= A€ p(T) < )€ p(T")

= A€ o(T)=C\p(T) <= A€ o(T*) =C\ p(T").
b) T"T = I = 1 = |T°T)| Teorema 1.5,¢)
E () c N <1

Si ha anche

TR = ) =1



TT*=1= X —T = -T(I — \XT").

Ne segue

A < 1= AT = AT = AT < 1 52> (1 — AT*) invertibile
= A — T invertibile

= {A A <1} Cp(T) = o(T) S{A||A =1}

Esercizio 4.3 Sia T € Z(¢?) con T(x1,3,...) = (0,21, T,...). Dimostrare che o(T) =
{A € C| |\ <1} e che T non ha nessun autovalore.

SOLUZIONE: Sappiamo che T* ¢ dato da T*(xy, z9, x3,...) = (T2, 23, X4, . . .).
Esempio 4.4 = o(T*) = {\ | |A| < 1}.

Esercizio 4.2 = o(T) = o(T*) = {\ | |\ < 1} = {\ | |]\| < 1}.

kerT'= {0} = A = 0 non ¢ autovalore.

Sia A # 0.

Tr =M < (0,271,292, 73,...) = (Ax1, A2, A\23,...) <= =0

= )\ non ¢ autovalore.

Esercizio 4.4 Determinare autovalori, autofunzioni e risolvente degli operatori integrali
in L? con nucleo k :

a) k(z,y) = zyin [0, 1],
b) k(z,y) = zy + 2%y* in [-1,1],
¢) k(z,y) =z —yin [0,1].

Trovare la soluzione f in L? della seguente equazione integrale:

d) /Oﬂsinyf(y)dy—f(x):xin [0, 27].

SOLUZIONE: Seguire il procedimento riportato negli appunti. Nel seguito, T sia ’operatore
integrale in L? con nucleo k(x,y).

a) k(z,y) =zy =ri(z)si1(y) con ri(z) = s1(z) = x.

(Nota: k(y,x) =yz = xy = k(x,y) = T autoaggiunto.)

a(T) = {0, (r1, 1)}

! 1

(r1,51) :/ 2 dr = =
; 3

ker T' = (sy(x))*, ker (

= o(T) = {0, 1}.

I-T)=(ri(x)).

1
3



T

(01 = 109l = 24 S [ atwdn, A o)

b) k(z,y) = xy +2%y” = ri()s1(y) +ra(2)s2(y)

con ri(z) = s1(x) = x e ro(x) = s9(x) = 2°.

)
(Nota: k(y,z) = yo + y2x? = 2y + 2%y* = k(z,y) = T autoaggiunto.)
ker T' = (s1(x), so(x))t = (z,2%)*.
r1,81) (2,81 2/3 0
T= (Erl,@g ETQ,SQ;) T ( é 2/5)
= 2/3,2/5 autovalori di T con autospazi ((1,0)) e ((0, 1)), rispettivamente
= o(T) =1{0,3,2}.
ker (21 = T) = (1ri(z) + Ora(x )} (r1(x)),
ker (21 —T) = (Ory(x) + 1ra(x 7“2(3:)>

(i) == (52;) Y

(M —T) ' g)(x) = g(;) +A(A 2>/19(y)ydy+A(/\x—/ 9(y)y* dy.

¢) k(z,y) = —y =ri(2)s1(y) + ra(z)s2(y)

con T1($) = Z, 51(«’5) = T’Q(IB) =1le Sg(x) = —1.
ker T = (s1(x), so(z))t = (1, 2)*.

_((rys1) (re,s)) 0 [ 1)2 1
T= <(7"1,82) (7’2,82)) S (—1/3 —1/2)

= det()\[ — T) = )\2 — traccia(T))\ + det T = )\2 + %2
= — \/L % autovalori di T con autospazi <<17 \/Lﬁ — %>> e <<17 _\/Lﬁ _ %>>

o(T) = {0, rr}

(M = T) g () =
= I (g ra(e) + bal. Apra)]
~ 2 ([ )@ + e = e + (A= )0}



d) k(xz,y) =siny = ri(z)s1(y) con ri(z) =1, s1(z) = sinx.

27
(r1,$1) = / sinydy =0 = o(T) = {0}.
0
Si cerca la soluzione di f(x) — (T'f)(z) = g(x) con g(z) = —x:
UI-T)f=9g <= f—ri(f,51)=yg
(r1,81) = 0= (f,51) = (f, 51) = (r1,51)(f, 1) = (g, 51)
= f =g+ Tl(ga 31)7 cioe

=27 — 1.
y=0

2w
flx) = —a:—/ ysinydy = —x — (siny—ycosy)
0

(In alternativa, si pud utilizzare la formula per la soluzione (A — T) g con A = 1 e
g(x) = —z.)

Esercizio 4.5 Siano T' € Z(H) e A\, u € p(T). Dimostrare che

R(u, T) = R(A,T) = (A = p)RA, T)R(p, T).

SOLUZIONE: A—pu= N —T)— (ul = 7T)
= RAT)A = p) = RAT)M =T) = (uf =T)] =1 = RAT)(ul = T)
= R()‘v T)()‘ - N)RQL’ T) = [I - R(/\7 T)(:LL] - T)]R(M7 T) = R(:u’ T) - R(/\’ T)

‘ Esercizio 4.6 Sia T € .Z(H). Dimostrare che A — R(\,T') : p(T) — £(H) ¢ continua.

SOLUZIONE: ||(Al —=T) — (M =T)|| = ||(A = NI|| = M — Al koo

Continuitadell'inversione (Corollario 3.3) = (Ao — T)~1 22525 (A1 — 7)1,

Esercizio 4.7 Sia T € J# (H) autoaggiunto tale che (T'z,z) > 0 per ogni x € H.
Dimostrare che esiste un S € Z(H) tale che S? =T.

SOLUZIONE: Teorema spettrale = H ammette una base ortonormale {zy,zq,23...} di au-
tovettori di T'. Sia T'z; = \jx;.

0 < (T, x5) = (Naj, ) = Nllag|? = N = A >0

+oo
= ha senso definire Sz := Z VAj(z,xj)x;, x€H.

j=1
+00 +oo
S I/ ) < (max ) 3 [(o. ) < [Tl
Jj=1 Jj=1
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= Sz ben definita (serie convergente in H) e ||Sz||*> < ||T||||z]|* Vxe€ H
= SeZ(H)e|S| < |T|'

(S, xy) Z\/_x z;) (5, ) =/ M\i(z,m) Yk

Z\/_Sa:x] Z\/_\/_:Ux] Z)\ z,xj)r; =Tx.

Esercizio 4.8 Sia T' € J# (H) autoaggiunto e {z1, s, x3,...} base ortonormale di au-
tovettori, T'z; = A\jx;. Sia A € o(T') e y € H. Dimostrare che

+oo 1

1 Yy
-1, _ _ J
(M =T) y—;/\_—%(y;%‘)%‘—XyJFX;/\_—)\j(Z/;%‘)%'-

“+o0o
1
SOLUZIONE: Definiamo Sy = Z =,

J=1

(y7x])xj7 y € H.

0€o(T)= X#0.

o(T) ha nessun punto di accumulazione oppure 0 & I'unico punto di accumulazione.

= M =

+oo 1 9
:,;h_w,xj)

= La serie converge in H per ogni y € H e ||Sy|| < M||y||.

< +0o0

“+oo
<MY |y, @) = M|yl
=1

= SeZH)eTSy = (y, 2;)Tx; = Z
X J j

= (A —=T)Sy=ASy—TSy=» (A—/\ - )\_')\A>(y,$j)xj = (Wa)z;=y YyecH
J J

j=1 j=1
= (N -T)S=1.
Analogamente S(A] —T) = 1.

La seconda formula segue immediatamente dal fatto che =




Esercizio 4.9 Sia K un operatore integrale con nucleo k € L?(A x A), cf. Esempio 2.5.

Supponiamo che k(s,t) = k(t,s), quindi K ¢ autoaggiunto. Sia {ej,eq,€3,...} una base
ortonormale di L*(A) di autofunzioni di K con Ke; = Aje; per ogni j. Dimostrare che

“+o0o
Hk“%Q(AxA) = Z |)‘j|2-
j=1

SOLUZIONE: Utilizzando le notazioni dell’Esercizio 2.4, scegliendo, come ¢ possibile, la base

+oo
data da f;;(t,s) = ei(t)e;(s), 4,5 =1,2,..., si ha ||k:||2L2(AXA) = Z (K, fij)|*.

1,7=1

Dato che

O f) = [ [ bl TotEs)drds = [ [ ke, o)ees o) dvs

= /(Kej)(t)mdt = )\j/ej(t)ez‘(t) dt = Aj(ej, €1) = 0 Ay,

—+o00 —+o00
concludiamo Y _ [(k, f;)[* =Y [\
j=1

1,7=1



