Soluzioni esercizi — Capitolo 6

loc

Esercizio 6.1 f(z) = In |z| appartiene a Lj, (R). Dimostrare che (T}) = pv-2.

SOLUZIONE: Sia ¢ € Z(R).

+oo
foe L'(R) = Ty(¢) = f@)d(z) dv = lim f(x)¢(z) dx
—00 e R\[—¢,¢]
Quindi
(Ty)'(¢) = =T4(¢') = — lim In |z|¢'(z) dx

e—0+ R\ [—878]

= Jin ((me)o(—e) —(mepo(e) = [ Lolwydr).

R\[—e,e] ¥
[p(—e) — dle)] < 2e max |¢(2)] < 2ol = (Ine)(p(—e) — (e)) =20
oY) — i ¢(x) , 1
= (T7)'(¢) = lim ied] & dr = pv-—(¢).

Esercizio 6.2 Siano a € €°(R) e T' € Z'(R). Definiamo aT : 2'(R) — C tramite

(@T)(¢) =T(ag), ¢ € Z(R).

a) Dimostrare che aT € 2'(R).

b) Dimostrare che (aT) =da'T 4+ aT".

SOLUZIONE: a) Disuguaglianza di controllo (Teorema 6.9) =

VKcCcQ 3C=C(K) Fj=4(K) V270 . |T(g) <ol

supp ¢CK
» € PR) = ap € Z(R) e supp agp C supp ¢ =
VECCQ 3C=C(K) 3j=jK) V5 T D) @) < Cllagl;.

Osserviamo

k
lagl; = max [(ag)®(2)| < max (k>|a(k‘“(x)ll¢“)($)l

z€R k<] 2ERk<] £ - 7
’l:

k
k .
< (*) 4 _ o (k) - )
< Max |a™(2)[|4]; max > (Z) 2 max |a™(@)[|0]l; = Drclll;

= |(aT)(¢)| = IT(ag)| < Clladll; < (CD)@ll; = Cilloll; ¥ son sk
Disuguaglianza di controllo (Teorema 6.9) = oT € Z'(R).
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b) Sia ¢ € Z(R) arbitrario.

(aT)’(cb) —(@T)(¢) = =T(a¢) = =T((ag)" — a'¢)
—T((ag)) + (a'é) = T"(a¢) + T(d'¢)
= (aT’)( )+ (a'T)(¢) = (aT"+ d'T)(¢).

Esercizio 6.3 Sia P = b% +ccon b # 0. Sia zp € R e y la soluzione dell’equazione

by +cy =0 con y(xg) =1/be f(z) := {0 % <%0 Dimostrare che PTy = dy.

y(z) x> x

SOLUZIONE: Teorema 6.19 = (T}) = Ty + y(x0)dy,
= PTf = b(Tf)l + CTf = be’+cf + 5$0

cx < X

, )0
bl = {by'(x)+cy(x) DX > X

— 0= PTy =4,

Esercizio 6.4 Risolvere le seguenti equazioni impulsive:

o) T'+T =26 by T T =4 ) T'—2I"+2T =36
d T'+T' -2T=6 e T'-T=0+d&  f) T"+T=05+0
g) T'-T =¢ hy T'+T =¢ i) T'4+9T = ¢

SOLUZIONE: a)-d) : Si procede come discusso a lezione.

e) : Si risolvono separatamente 7" —T = § e T" — T = §;. La soluzione cercata & la somma delle
due soluzioni.

f) : Analogamente ad e).

g) : Sirisolve T — T = §. Derivando membro a membro, si osserva che 7' ¢ la soluzione
dell’equazione proposta.

h), 7) : Analogamente a g).

k——+o0

Esercizio 6.5 Sia (Ty), C 2'(Q) tale che T), —— T € 2'() e a un multiindice.
Dimostrare che 0*T}, kotoo, ger,

SOLUZIONE: Sia ¢ € 2(2). Si ha, per I'ipotesi T} LimaiaNy; NN Ty () koo, T(9),

(0°T) (9) = (DT (07¢) T25%5% ()T (97¢) = (9°T)(9).

Dato che ¢ e arbitraria, concludiamo 0“T}, koo, gar,



Esercizio 6.6 Siano S,T € 2'(Q) e a € C. Dimostrare che

(S+T)(9):=5(0)+T(¢), (aT)(9):=aT(9), ¢ D),

definiscono distribuzioni S + T e o1 in Z'(§2). Ovvero, 2'(2) ¢ uno spazio vettoriale.

SOLUZIONE: Ovviamente S + 7" e o' sono mappe lineari Z(R) — C.
Sia ¢ — ¢ in Z(R). Allora

(S +T) (o) = S(¢x) + T(dr) — S(¢) +T(¢) = (S +T)(9),
(@T)(or) = aT(d) — aT(¢) = (aT)(¢).

zazione r tale che r~1(K) ¢ compatto per ogni K CC R". Dimostrare che

_ / ox)ds, b€ DR,

definisce una distribuzione 4, € Z2'(R").

Esercizio 6.7 Sia vy una curva regolare in R™. Supponiamo che v abbia una parametriz-

SOLUZIONE: Sia K CC R™ e ¢ € Z(R™) con supp ¢ C K.

Ipotesi = r~1(

= 16,(0 |—)/¢ DI de] < maglo@)] [ | @)= Culoly

Disuguaglianza di controllo = ¢, € 2'(R").

K) compatto.

1 sex; >0,

Esercizio 6.8 Sia u: R? — R definita da u(xq, z3) = .
0 sex; <0

Determinare 0,7, e 0,7,

SOLUZIONE: Sia ¢ € Z(R?). Troviamo

+oo  ptoo
((32Tu)(¢) = —T 62¢ / / 1'1, l‘g) (82@5)(1‘17 ZEQ) dIleL'Q

_ /0 +°° [ / " (00) (1. 29) dxg} dy = — /0 - [qb(xl,xg)]::j_oo dr,

o0

:0:>82Tu20,



+0c0 400
(alTu)(Qb) = —T 31gz5 / / ZL’l, .172) (81¢) (171, 1'2) dl’ldl’g

_ / m { /0 " 016) (1. 29) dxl} dvy = — /_ o [¢(x1,x2)]::0 ds

—0o0 oo

+o0
= (b((), 1’2) d.ﬁlfz —— 81Tu = 57,

—00

con v = Ozxy = {r: [ = (—00,+00) = R?: t = r(t) = (0,¢) (cfr. Esercizio 6.7).

Esercizio 6.9 Trovare una mappa lineare T+ T : 2'(R) — 2'(R) tale che Ty = T per
ogni distribuzione regolare T (qui f ¢ il complesso coniugato della funzione f).

SOLUZIONE: Per ¢ € Z(R) vale

~ [ T@ota)do = [ 1@ de = T,@).

T(¢) =T(), ¢€2R).
Ovviamente T : 2(R) — C lineare.
Sia K CcC R. Esistono C > 0 e k € Ny tali che

Sia T' € Z'(R). Definiamo

T@) < Cllole Y o5

Allora B
T(6)| = |T(®)] = IT(®)] < Cl[dllx = Cll6lx Ve

Disuguaglianza di controllo = T € 2'(R).

Esercizio 6.10 Sia g(x) = ¢ e R, = (0,+00). Trovare un’applicazione lineare
T—Tog:2'Ry) = 2'(R)

tale che T o g = Tyoq4 per ogni distribuzione regolare 7y € 2'(R..).

Suggerimento: Scrivere Tt (¢) nella forma T¢(A(¢)) con un’operatore opportuno A.

SOLUZIONE: Sia f € LL (R,) e ¢ € Z(R). Allora

Trfo) = [ peowde= [ )" dy = 10400))

0o 0



dove [A(9)|(y) = ¢(Iny)/y. Visto che
[A@)](y) #0 <= ¢(lny) #0 <= ye{e" |z €R, ¢(z) # 0} = exp ({z | d(z) # 0})

troviamo
supp A(¢) = exp(supp ¢) = g(supp ¢).

= A: Z(R) - Z(R;) (ovviamente A lineare).
Per T' € 7'(R,) definiamo

Tog:2®) »C. ¢ (Tog)(9) = T(A(©)).
= Tog: 2(R) — C lineare.
K CcCR= K,:=g(K)CCR,.

Disuguaglianza di controllo (Teorema 6.9) =

30 =0(K,) = C(K),j = j(K,) = j(K) ¥V 308 1T(A@)] < ClIAG)];-

Si osserva che

6;l—yk[A(gb)](y) = ﬁ [aokp(Iny) + arpd’(Iny) + ... + ad™ (Iny)]

con costanti universali a;; che non dipendono da ¢.
=3dD=D() =20 VoecIR):  [A9)ll; < Dol

= (T o g)(9)] = [T(A(¢)] < ClAW@); < CDloll; Y )ik
Disuguaglianza di controllo (Teorema 6.9) = T o g € Z'(R)



