Esercizi — Capitolo 7

Esercizio 7.1 a) Sia f € L'Y(R) con f(z) = 2me~\*. Verificare che f(f) =1 352.
b) Sia f € L'(R) con f(x) = {m el S L ifeare che Fle) = 2508
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Esercizio 7.2 Dimostrare che, se ¢ < (2m)~Y2, la stima Hﬂ]Loo(R) < cl|fllLiw) € falsa,

ornendo un controesempio. Dunque, 7] roory < (2m) 72| fll p1im) € ottimale.
(R) (®)

Esercizio 7.3 Sia f € L'(R") con f(z) = e~ 12/2 " Dimostrare che f(ﬁ) — e lEP/2,
Suggerimento: Usare x§ = 1§14+ . .+ zp6, € f(x) = G(x1)-...-G(zy) con G(t) = e—t2/2.

Esercizio 7.4 Siano u € LY(R"), y € R", A una matrice n X n reale invertibile e 'A la
sua trasposta. Dimostrare:

a) Sev(x) =u(x —y) = (tyu)(z) allora v(€) = e~ ¥<u(E).
b) Sew(z) = e*Vu(z) allora (&) = (€ —y) = (ry1)(§).
¢) Sev(z) =u(A1z) allora v(¢) = | det AJu(Af).

d) Se v(x) = u(z) allora 5(€) = u(=£).

Ricordando che u é radiale se u(x) = ¢(|z|) con ¢ funzione definita su [0,+00), o, equi-
valentemente, u(x) = u(Azx) per ogni matrice ortogonale A, dimostrare che

e) Se u ¢é radiale allora u é radiale.

Esercizio 7.5 Siano f,g € L'(R™). Dimostrare:
@) frg=(2m)"2f5

b | F©@e€)ds = | F©)ae)ds

Suggerimento: Si ricordi che e~ = ¢ (T —Y)Ee—WE,

Esercizio 7.6 Sia f € Cj°(R™). Dimostrare:
O, 1(6) =i 1), 0, (&) = —i;](©)

Nota: lterando queste formule si trova quindi

~

aaf©) =deleafe),  agfE) = (—i)lzaf(e),

per ogni multi-indice a.



Esercizio 7.7 a) Calcolare /_Oo (£2d~fl)2 b) Calcolare/ Slzzgdg‘

—0o0

Suggerimento: Usare [’Esercizio 7.1 e il Teorema di Plancherel.

Esercizio 7.8 Calcolare la trasformata di Fourier della funzione

() = {ma, se fa] <1,

0, se x| > 1,

dove a > —3, x € R3, cosi che u € L*(R3).



