
Esercizi – Capitolo 7

Esercizio 7.1 a) Sia f ∈ L1(R) con f(x) =
√
2πe−|x|. Verificare che f̂(ξ) =

2

1 + ξ2
.

b) Sia f ∈ L1(R) con f(x) =

{√
2π : |x| ≤ 1

0 : altrimenti
. Verificare che f̂(ξ) = 2

sin ξ

ξ
.

Esercizio 7.2 Dimostrare che, se c < (2π)−1/2, la stima ∥f̂∥L∞(R) ≤ c∥f∥L1(R) è falsa,

fornendo un controesempio. Dunque, ∥f̂∥L∞(R) ≤ (2π)−1/2∥f∥L1(R) è ottimale.

Esercizio 7.3 Sia f ∈ L1(Rn) con f(x) = e−|x|2/2. Dimostrare che f̂(ξ) = e−|ξ|2/2.

Suggerimento: Usare xξ = x1ξ1+. . .+xnξn e f(x) = G(x1)·. . .·G(xn) con G(t) = e−t2/2.

Esercizio 7.4 Siano u ∈ L1(Rn), y ∈ Rn, A una matrice n × n reale invertibile e tA la
sua trasposta. Dimostrare:

a) Se v(x) = u(x− y) = (τyu)(x) allora v̂(ξ) = e−iy·ξû(ξ).

b) Se v(x) = eix·yu(x) allora v̂(ξ) = û(ξ − y) = (τyû)(ξ).

c) Se v(x) = u(A−1x) allora v̂(ξ) = | detA|û(tAξ).

d) Se v(x) = u(x) allora v̂(ξ) = û(−ξ).

Ricordando che u è radiale se u(x) = φ(|x|) con φ funzione definita su [0,+∞), o, equi-
valentemente, u(x) = u(Ax) per ogni matrice ortogonale A, dimostrare che

e) Se u è radiale allora û è radiale.

Esercizio 7.5 Siano f, g ∈ L1(Rn). Dimostrare:

a) f̂ ∗ g = (2π)n/2f̂ ĝ

b)

∫
Rn

f̂(ξ)g(ξ) dξ =

∫
Rn

f(ξ)ĝ(ξ) dξ

Suggerimento: Si ricordi che e−ixξ = e−i(x−y)ξe−iyξ.

Esercizio 7.6 Sia f ∈ C∞
0 (Rn). Dimostrare:

∂̂xjf(ξ) = iξj f̂(ξ), ∂ξj f̂(ξ) = −i x̂jf(ξ).

Nota: Iterando queste formule si trova quindi

∂̂α
x f(ξ) = i|α|ξαf̂(ξ), ∂α

ξ f̂(ξ) = (−i)|α|x̂αf(ξ),

per ogni multi-indice α.
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Esercizio 7.7 a) Calcolare

∫ +∞

−∞

dξ

(ξ2 + 1)2
. b) Calcolare

∫ +∞

−∞

sin2 ξ

ξ2
dξ.

Suggerimento: Usare l’Esercizio 7.1 e il Teorema di Plancherel.

Esercizio 7.8 Calcolare la trasformata di Fourier della funzione

u(x) =

{
|x|α, se |x| < 1,

0, se |x| > 1,

dove α > −3, x ∈ R3, cos̀ı che u ∈ L1(R3).
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