1 L’operatore aggiunto

Di cosa si tratta? In analisi funzionale, I’aggiunto di un operatore, chiamato
anche operatore hermitiano aggiunto, generalizza il trasposto coniugato di una
matrice quadrata al caso infinito dimensionale e il concetto di complesso coniu-
gato di un numero complesso. Ogni operatore lineare limitato su uno spazio
di Hilbert ha un corrispondente operatore aggiunto.

1.1 Definizione e proprieta fondamentali

1.1 Teorema. T € £ (H,, Hy) = Esiste un unico T* € £ (Hs, Hy) tale che
(Tz,y) g, = (2, T*Y) u, Vexe H VYye H,.

T* si dice ['operatore aggiunto di T'.

DIMOSTRAZIONE. Siay€ Hy e ¢,z := (Tx,y)p,.

|0y = (T2, y)u, | < [Tl [yl < VT zet oy |2,V 2 € Hy
= 6, € H}, |6, < |T] 210 |
Teorema di Riesz = Ny =y(y)e Hy Vee H: o¢o=(x,Pn, |[Ulm =0
Definire T* : Hy — Hy, T*y = y(y).
T* e lineare:

(Z,T*()\ZE + y))Hl = (TZ7 AT + y)H2 = X(TZ, I)HQ + (TZ; y)HQ
= (2, \T*2)py, + (2, T*y) g, = (2, \T*z + T*y) p, Vze H

= T*(\x +y) = \T*z + T*y.
T* ¢ limitato:
1Tyl = 19 = [0yl < ITl2a |yl Vye He

= HT*HX(Hz,Hl) < HT”«»?(Hl,Hz)'

1.2 Esempio. Siano H = (*(N) e L, R e £ (¢*(N)) con

L(zy, 29, x3,...) = (x9,x3,24...) (“left shift” ),
R(zy,x9,x3,...) = (0,21, T2, x3,...) (“right shift” ).

Allora

(L(C(]l, o, .. .), (yl; Yo .. )) = ((ZEQ,ZEg, - .), (yl,yQ .o )) = Ty + T3Y2 + ...
= (($1>x27 . ')7 (07y17 . )) = ((.771,33'2, . ')7 R(yh Y2 .. ))7
= L* = R. Analogamente: R* = L.
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1.3 Esempio. Per f e L*([1,2]) definiamo

(Tf)(@) =fW=z), 1<z<d
Definisce T : L*([1,2]) — L*([1,4]) limitato con ||T| < 2:

4 2
HTVNQQLQ)=‘£|f(V5N2dxy2ﬁ:£IfQDFZydyséﬂfﬁéquy
Determiniamo T*:
4 - —\/5 -
amm=£ﬂﬁwwm#ejf@am%@=qu,
dove T*q, g € L*([1,2]) definito da

(T*9)(y) = 2y9(y*), 1<y<2

1.4 Esempio. Siano U c R", V c R"™ e k : U x V. — C misurabili. L operatore integrale T
su'V' con nucleo integrale k associa a funzioni f 1V — C la funzione Tf : U — C tramite

‘(Tf)(u)zj k(o) f(0) dv,  wel.

V

Supponiamo che esistono ci,cy = 0 tale che
J |k(u, )| du < e, J |k(u,v)| dv < ¢ quasi ovunque.
U 1%

Allora T € ZL(L*(V), L*(U)) con |T| < \/cica (“Lemma di Schur”). L’operatore aggiunto T* ¢é
operatore integrale con nucleo k™) (v, u) := k(u,v), cioé

(T*g)(v) = JU k(u,v)g(u) du, vVE V}

In fatti, sfruttando le ipotesi, la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz ed il Teorema di Fubini-
Tonelli, si trova:

KTﬁ00F=‘LkWM&ﬂwdv2<[ﬁjﬂuwﬂﬂkWﬂMéﬁth42

< ([ wwora)- [ e oireeal

<@J;MWM0Hﬂ@Pdv

> Tffgy <2 | W ollf)F dodu < crca [ | do

= 1o | fl 72
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La seconda affermazione € una consequenza immediata della definizione di operatore aggiunto
e del Teorema di Fubini-Tonelli. Infatti, per ogni f € L*(V), g € L*(U), si ha

(Tf. g — | [ fv k) £(0) dv] 9w du
— [ k(wv) ) 90) dvdu

_ L f(v)[ng(u) du] dv=(f,T*9)r2(v),
o (T*g)(v) = LWEJ(U) du, = L K (v, u) g(u) du.

1.5 Teorema. Siano S,T € £ (Hy, Hs), Re ¥(Hy, H3) e X\ € C. Allora valgono:
a) (T +8)* =T*+5* (\T)* = AXT* (cio¢ la mappa T — T* ¢ anti-lineare).
b) (RT)* = T*R*

¢) (T*)* =
)
)

d) T invertibile <= T* invertibile. In questo caso: (T*)~' = (T~1)*.

e) |T*| = |T| = |T*T|"? (in particolare, la mappa T — T* ¢ continua).

DIMOSTRAZIONE. a) (AT + S)x,y) = AM(T'z,y) + (Sx,y) = M, T*y) + (z, S*y)
= (2, \T*y + S*y) = (z, \T* + S*)y).
b) (RTz,y) = (R(Tx),y) = (Tz, R*y) = (z, T*R*y) = (z, (RT)"y).
c) (T"z,y) = (y, T*x) = (Ty,x) = (z,Ty) = (z,(T*)"y).
Q) "= =TTV 2 [ =1 = (P )T [ =TT 2 [ = [* = T*(T)*
= (T*)fl — (Tfl)*.
<" Applicare "=" a T*, notando che (T)* =T.
e) Sappiamo [T < T

= T 2 || < 7% = |T] = 7],
|77 < |TNT*| = |T]* = |T*T|* < |7T].

|T2|* = [(Tz, Ta)| = (T Tz, 2)| < |T*Ta|=| < |T*T||=|* VYaeH

= |Tz| < |T*T|"?|2]| ¥ = = |T| < |T*T|'2. =
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1.2 Operatori autoaggiunti

1.6 Definizione. Un operatore T € Z(H) si dice autoaggiunto se T = T*, si dice
normale se T*T = TT*, si dice unitario se T ¢ invertibile e T~ = T*.

1.7 Lemma. Sia T € Z(H). Allora:

a) ker T = ker (T*T), b) T normale = ker T = ker T*.

DIMOSTRAZIONE. a) z € kerT = T*Tx =T*(Tx) =0 = x € ker T*T,
rekerT*T = (T*Tx,2) = 0= |Tz|*> = (T2, Tz) =0= Tz =0=zekerT.

b) ker T 2 ker T*T "2 ker T7* "7 9 ker (T#)* T* 2 ker T*.

1.8 Teorema. Sia T € L (H) autoaggiunto. Allora |T|| = sup |(T'z, x)|.
=] =1

DIMOSTRAZIONE. Prima notiamo che, per ogni T'€ Z(H), vale

|7 = sup [(T,y)].
J=1=lyl-1

Quindi s(T) := sup |(Tz,x)| < |1].
lzll=1
Siano z,y, z € H arbitrari tali che |z| = |y| = 1. Valgono

(T(x+y),z+y) — (T(x—y),z—y) =2[(Tz,y) + (Ty, )]

= 2[(Tz,y) + (Tx,y)] = 4Re (Tz,y)

z z

(T2, 2)| = \(T—, —)\ 212 < s(D)]= ]2
o T
Legge del parallelogramma =

4Re (Tz,y) < |(T(z +y),z+y)|+ [(T(x —y),x — y)]

<

< s(T)(lz + yl? + o — yl*) = 2s(T) (|)” + |y|*) = 4s(T).
3¢ =o(x,y)eR:  |(Tz,y)| = (T, y) = (T(e"z),y)

|ez]| = |zl = 1 = [(Tz,y)| = Re (T(ex),y) < s(T)

() = |T| < s(T).

1.9 Corollario. T'=T*e £(H) = T ¢ determinato dai valori (Tx,x), x € H.
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DIMOSTRAZIONE. Sia S € Z(H) autoaggiunto con (Sz,x) = (Tz,x) Vze H.
= R:= S5 — T autoaggiunto e (Rz,z) =0 Vaxe H.

Teorema 1.8 = R = 0. ]

1.10 Teorema. Sia T € £ (H). Allora:

T autoaggiunto <= (Tz,x) e R VrxeH.

DIMOSTRAZIONE. “=": (Tx,z) = (x,Tx) = (Tz,z) = (Tz,z) € R.
“<”: SianoaeCex,ye H.
(T, 2)+a(Ty, 2) + @(Ta, ) + |al2(Ty,y)

= (T(z + ay),z + ay)

= (T(x + ay),z + ay)

= (Tz,z) + a(y, Tz) + a(z, Ty) + |a*(Ty,y)
a=1= (1) (Ty,x)+ (Tx,y) = (y, Tx) + (x,Ty)
a=1i= (2) i(Ty,x) —i(Tx,y) =i(y,Tz) —i(x,Ty)
(1) +i(2) = (Tx,y) = (z,Ty) [

1.3 Sottospazi complementari e proiezioni ortogonali

Siano M, N due sottospazi di H. Il complementare ortogonale di M &

(M'={veH|eLM}={cecH|(em)=0 Vme M}

Scriviamo

[H:M@N;<=> H=M+N, MnN ={0}, M,Nchiusi.]

Si ricordi (prima parte): M+ & chiuso, M+ = M e sottospazi di dimensione finita sono chiusi.
Inoltre, H = M @ M+~ se M ¢ chiuso, e vale il Teorema di Pitagora:

(2 Ly= |z +yl® =) + |yl

1.11 Lemma. Sia H = M + N con due sottospazi M, N. Sia (y,z) =0 per ogniy e M,
ze N. Allora N=M* e H=M® M* (i.e., M ¢ chiuso).

DIMOSTRAZIONE. Ipotesi = N < M*. Sia z € M+ e poniamo, come & possibile per le ipotesi,
r=y+zconye M, ze N. Troviamo:

r=y+zeM " =0=(y,2)=Wy+2) =Wy + 2=y =>zr=2eN
= M+t < N= N=M'ed N & chiuso.
Scambiando i ruoli di M e N si ottiene M = N+ ed M & chiuso. ]
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‘ 1.12 Corollario. Sia M sottospazio di H. Allora M*+ := (M*)t = M.

DIMOSTRAZIONE. H = M @M =M@ M* = M = (M4)*.

‘ 1.13 Lemma. T € Z(H) = (imT)* =kerT* e (kerT)* = imT*.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo

rekerT" < T's =0 < (T"z,y)=0 VyeH
> (z,Ty)=0 VyeH
e 21Ty VYyeH «— ze(imT)".

Inoltre: ker T' = ker T** = (im T*)* = (ker T)* = (imT*)** = ((im 7% )*)t = im T*.

1.14 Definizione. Sia M uno sottospazio chiuso. L’operatore Py : H — H definito da
Pyx =y, t=y+ze MM,

st dice proiezione ortogonale su M.

1.15 Teorema. Sia P € Z(H). Le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(1) P é una proiezione ortogonale, cioe IM < H sottospazio chiuso: P = Py;;

(2) P = P* = P?;

(3) P2=P ¢ (Px,z) =0 per ogni v € H.

DIMOSTRAZIONE. (1) = (2):Siaz=y+zconye M,ze M" .
= Pr =y = P>t =Py=y= Pu.
Siaaz' =y + 2 cony € M,z e M*.
{(Px, )=y +) =) 0D =) |
(z, Pr') = (y+ 2,¢) = (4,¥) + (2,¢) = (4,9).
(2) = (3): (Px,x) = (P%x,2) = (Px, P*z) = (Pz, Px) = |Px|* = 0.
(3) = (1) : Siano M :=im P e N := ker P.

i) reH= Plx—Px)=Pr—Pr=0=z=Pr+(xr—Px)e M+ N=H=M+N

ii) Siano y € M e z € N. Supponiamo « := (y,z) + 0. Sia 2’ = —2|y[*z =

0<(Ply+2),y+2) =Wy +w2) =y - §|y|2(y, 2=yl 4
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Lemma 1.11 = (1), cioe, H=M @M+ = N@ Nt e P = Py. (]

La dimostrazione mostra che per P = P, vale

(M=imP,  M'=keP=im(1-P), H=imP®kerP|

Inoltre,
|Pll = |P?| = |PP*| =|P|?

implica che || P| = 1 oppure P = 0 (cioe M = {0}).

1.4 Esercizi
Esercizio 1.1. Sia A € R™ " una matrice invertibile. Per funzioni f € L*(R") definiamo
(Tf)(x) = f(Ax), reR™

Dimostrare che T € Z(L*(R™)) e determinare l'aggiunto di T'.
Esercizio 1.2. Sia T € £ (H). Dimostrare:

T normale < |Tx| =|T*z| VzeH.
Esercizio 1.3. Sia T € £ (H). Dimostrare:

T e suriettivo <= T* ¢ iniettivo e im T € chiuso.

Esercizio 1.4. Siano P,Q € £ (H) due proiezioni ortogonali. Dimostrare:

PQ proiezione ortogonale < PQ = QP.

In questo caso, PQ ¢ la proiezione ortogonale su im P mim Q).

Esercizio 1.5. Siano P,Q € £ (H) due proiezioni ortogonali. Dimostrare:
imP cim@Q < ||Pz| <|Qu Ve H.
Esercizio 1.6. Siano P,Q € £ (H) due proiezioni ortogonali. Dimostrare:
P + @ proiezione ortogonale <= PQ = QP = 0.

In questo caso, P + Q) ¢ la proiezione ortogonale su im P @ im Q).



