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2 Operatori compatti in spazi di Hilbert

Di cosa si tratta? Operatori di rango finito hanno una struttura partico-
larmente semplice. La proprieta di avere immagine di dimensione finita non
e stabile sotto passaggio al limite. In uno spazio di Hilbert, la chiusura degli
operatori di rango finito definisce lo spazio degli operatori compatti. Dimostri-
amo alcune proprieta fondamentali degli operatori compatti, in particolare che
un operatore lineare ¢ compatto se e solo se I'immagine di ogni sottoinsieme
limitato del dominio € un insieme relativamente compatto del codominio.

2.1 Operatori di rango finito

2.1 Definizione. T € Z(H) si dice di rango finito, se dimimT < +o0. Scriviamo

F(H) = {T e £(H) | dimimT < +o0}.

2.2 Lemma. Sia T € F(H) en dimimT. Allora esistono xi,...,x, € H e

Y1, - -

.y Yn € H tale che

M:

(z, yi)z

Vxe H.

In questo caso, T* € F(H) e Ty x;)y; per ogni y € H.
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DIMOSTRAZIONE. Sia x1,...,Z, una base ortonormale di M := im7T e ;. 1, Tpni2, Trniz,...
una base ortonormale di M=*. Quindi {x; | i = 1} ¢ una base ortonormale di H.
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2.2 Operatori compatti

2.3 Definizione. T € Z(H) si dice compatto, se esiste una successione (1}

tale che |T; — T|| —— 2400, Seriviamo

H(H)={Te Z(H)|T compatto}.

Si noti che #(H) ¢ un sottoinsieme chiuso di Z(H) dato che & la chiusura di .% (H) in Z(H).
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2.4 Esempio. Siano T,T; € Z((*(N)) dati da
T(xy, 29, 23,...) = (xl,
Tj(xq, g, 3, . . . (ml,

=

imT; = {x = (z3) € * | = 0 per ogni n = j + 1} ha dimensione j e

(T = T)al? = Z\k\ j+1 > Ik < Vwﬁ

k=j+1 k=j+1

=>HT—7}H<1/(]+1) O:Te%(ﬁ)

2.5 Esempio. Sia A< R" e T un operatore integrale con nucleo k € L*(A x A),

@00 = | k5 ds

Cauchy-Schwarz =
) 1/2
(o1 < [ kel < ( [ kes)Rs) e
Iy < [ [ ott 9P sl Py dt = 1o aqan | T

= Te ZL(L*(A)) con |T| < [k|r2caxa-
Sia {ey, ez, €3,...} una base ortonormale di L*(A) e
fiy(t,s) i=ei(t)es(s), 4,5 = 1.

= {fi; | 1,7 = 1} base ortonormale di L*(A x A) (cfr. Esercizio 2.4).

s) = Z aijei(t)ej(s), ay = (k, fij)r2axa) (convergenza in L*(A x A))

4,j=1

Definiamo T, tramite il nucleo k(t, s) Z a;ei(t
2,7=1

¢
Tof = Z aei(f,e;) =1mTy, S <ey,...,ep) = Ty e F(H).

ij—1
+0o0 p
IT =T < |k = kel Foanmy = D, layl* —=20.
ig—1
i>0 0 j>0

= Te #(L2(A)).
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2.6 Teorema. Sia ¥ = F(H) oppure ¥ = # (H). Allora:
a) ¥ ¢é un sottospazio di £ (H);

by T eV alloraT*eV;

c) TeV eSe Z(H), allora ST, TS e V.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo prima ¥ = .7 (H).

a) S,Te #(H),aeC=im(S+7T)<CimS+im7 e im(a1) < im7T hanno dimensione finita.
b) E il Lemma 2.2.

¢) i mTS=TS(H)=T(S(H))cT(H)=imT = dimim TS < dimim 7T < +oo.

im ST =ST(H)=S(T'(H)) = S(imT) = dimim ST < dimim 7T < +oo0.

Le affermazioni per ¥ = J# (H) seguono tramite approssimazione e continuita. Per esempio,
siano T € #(H) e T; — T. Allora

* * * j—+
|73 =T = |(T; = T)*| = |T; = T| === 0

j—+0o0

|ST; = ST| = |5(T; = D) < |S[IT; = T| —— 0.

Y

Siccome T, ST; € F (H), abbiamo provato che T, ST € ¢ (H). [

2.3 Caratterizzazioni della compattezza

Ricordiamo che, in uno spazio metrico completo, per un sottoinsieme {2 le seguenti affermazioni
sono equivalenti:

a) Q ¢ relativamente compatto (cioe Q & compatto);

b) Qe totalmente limitato, cioe per ogni e > 0 esiste un numero finito di elementi z1, ..., xy €
Q tale che Q € B.(z1) U ... U B.(xy) (una cosiddetta e-rete), dove Bs(p) = {x € X |
d(z,p) < d};

¢) Ogni successione in {2 contiene una sottosuccessione convergente.

Un insieme compatto & sempre limitato e chiuso. In uno spazio vettoriale di dimensione finita
(quindi isomorfo a C™ per qualche n) vale anche I'opposto: cioe, un insieme limitato e chiuso &
compatto.

2.7 Teorema. Siano T € L (H) e B={x € H | ||z| < 1}. Allora si ha:

Te#(H) < T(B) relativamente compatto.

DIMOSTRAZIONE. “=": Sia dato un £ > 0.
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Tex¥(H)=3SeZH): |T-S5|<ce/2.
Y :=im S sottospazio chiuso di dimensione finita _
- = S(B) ¢ compatta in Y.
S(B) ¢ Y limitato e chiuso }
=3neN 3Jy,....yn€S(B): S(B)< Blyyi) v...uBly(yn),
dove By (y;) = {y e Y | |y — uil < 4}
Sia x € B arbitrario.
=3Jief{l,...,n}: Sze B;;Q(yi).
= [T —yi| < [Tz — Sz| + Sz —y| < 5le] + 5 <=
= Tx e B(y;) (qui Be(y;) ={z€ H | |z—uy| <e}).
= T(B) < B(y1) U ... v B(yy)
= 3 e-rete per T(B).
= T'(B) relativamente compatto.
“<": Sia dato un € > 0.
T(B) relativamente compatto = 3neN Jy,...,y, e H: T(B) < B:(y1) U... U B(yn).
M :={yi,...,yny = 1. := PyT € F(H).
Sia x € B arbitrario.
dke{l,...,n}: |Tox —y| <e. Quindi
I(T: — D)l < [Tex — el + Iy — Tl = | PoTx — Pasgel + |y — T
< 1Pl Tz = yil + yn — T < 2e.

= |[T. = T = sup [(Tz = T)z| < 2e.
z€B

Jj—+o

e=1/j=|T-Tyl<2/j —0.

Negli spazi di Banach, si definiscono gli operatori compatti tramite il Teorema 2.7.

Definizione. Siano X,Y spazi di Banach e B = {z € X | |z| < 1}. L'operatore T €
Z(X,Y) si dice compatto se T'(B) & relativamente compatto in Y.

Un operatore che ¢ limite di operatori di rango finito risulta essere compatto (con la stessa
dimostrazione), ma il risultato opposto vale solo in spazi di Hilbert! Si puo dimostrare che
(X,Y) & uno sottospazio chiuso di Z(X,Y).

2.8 Teorema. Per T € L (H) le sequenti affermazioni sono equivalenti:
a) Te #(H).

b) Se (xx) € una qualsiasi successione limitata, allora (Txy) contiene una sottosucces-
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sione convergente.

c) Se (xx) € H ¢é una qualsiasi successione debolmente convergente, allora (Txy) con-
verge in H.

DIMOSTRAZIONE. a)=>b): Sia |z;| < C Vk.
yr = a/C = () < B={ye H[]y| <1}

Teorema 2.7 = (T'y) contiene una sottosuccessione convergente.

<
<

Sia Ty, EmasN y. Ne segue
Yk,

j—+00 . .
Try, —— Cy = (T'zy) contiene una sottosuccessione convergente.

b) = a) : Ogni successione in T(B) ¢ della forma (Txy) con |x| < 1.

Ipotesi = Ogni successione in T'(B) contiene una sottosuccessione convergente

= T(B) ¢ relativamente compatto.

Teorema 2.7 = T compatto.

a) = c) : Sia x,, — z. In particolare, (x,) ¢ limitata.

¥eH =12 oTeH = 2'(Tx,) = (' oT)(x,) = (2 oT)(z) = 2'(Tx)

= Ty, —Tx.

Dimostriamo T'x,, — T'x. Per assurdo, supponiamo che sia vero il contrario. Si ha quindi
1e>0 F(zn,): |Top, —Tx|=c (»).

(xn,) limitata

2.8
=d(x,, ),y: Tx, —
T compatto } ( Z»’") Y o5 Y

Tz, —Txr = Ta:ngj —~Tr=y=Tr = T.:Ew]_ — Tx é (contraddice (*)).

c) = a) : Sia (xy) limitata.

Teorema di Eberlein-Smulian (H ¢ riflessivo!) = 3 (zy,) debolmente convergente.
Ipotesi = (T'zy,) convergente = (T'z;) contiene una sottosuccessione convergente.

Allora c) implica b) e quindi a). n

2.9 Corollario. Sia I : H — H l’operatore identita (cioé Ix = x per ogni x € H). Allora:

Ie #(H) — dimH < +co.

DIMOSTRAZIONE. “<”:dimim /[ =dimH < +o0 = [ € #(H) < % (H).
“=”: Supponiamo dim H = 400 con base ortonormale {ej, e, €3, . ..}.

(ex) € B ={z | |lz] = 1}.

k# 0= fex—ed® = [ex]? + llec? = 2
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= (Iey) = (ex) non contiene nessuna sottosuccessione convergente.

Teorema 2.8 = [ non ¢ compatta. é ]

Di consequenza, in uno spazio H di dimensione infinita, un operatore compatto non ¢ mai
invertibile (perché altrimenti [ = TT~ ! sarebbe compatto).

2.4 Esercizi

Esercizio 2.1. Sia T € £ (H). Dimostrare: T € # (H) < T*T € J# (H).

Esercizio 2.2. Sia T € Z(H) e V uno sottospazio chiuso di H con T'(V) < V. Mostrare:

a) T autoaggiunto = T(V+L) < VL,
b) T compatto = T|y : V — V compatto.

Esercizio 2.3. Sia (a,) = C una successione convergente ad a e sia T : *(N) — (?(N) definito
da

T(Jfl, X2, X3,T4, - - ) = (alxla 22, A3T3, Agy, . - )

Dimostrare che al —T é un operatore compatto.
Esercizio 2.4. Sia {e, e, ¢3,...} una base ortonormale di L?*(A). Dimostrare che le funzioni
fjk(87t) = ej(s)ek(t)7 j?k = ]-7

definiscono una base ortonormale {f;. | j,k =1} di L*(A x A).

Suggerimento. Si utilizzi il sequente teorema: Un sistema ortonormale {x1, 9,23, ...} in uno
spazio di Hilbert ¢ una base ortonormale se, e solo se,

400
J#|> = > |(@,a)]>  YzeH.
k=1

Osservazione. Siccome

{e1, e, €3,...} ¢ una base ortonormale di L*(A)
=

{e1,e3,€3,...} ¢ una base ortonormale di L*(A),

in modo simile si dimostra che, posto fjk(s,t) =ej(s)ex(t), j, k=1, {f]k | 4,k =1} € una base
ortonormale di L*(A x A).



