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3 Operatori di Fredholm

Di cosa si tratta? Introduciamo la classe degli operatori di Fredholm (anche
detti operatori ad indice). Sono operatori che hanno nucleo di dimensione
finita e immagine di co-dimensione finita. In altre parole, se T € Z(X,Y) ¢
un operatore di Fredholm, lo spazio delle soluzioni dell’equazione omogenea
T'x = 0 ha dimensione finita, mentre I’equazione inomogenea T'x = y e solubile
per quasi tutti y, salvo un difetto di dimensione finita.

Nel seguito, I = Iy indica l'operatore identita X — X, cioe I(z) =2z Vze X.

3.1 Invertibilita di operatori

mvertibile con
+o0
I-T)'=)TFr=I+T+T*+ ..,
k=0

dove la serie converge (assolutamente) in £ (X). In particolare, |(I —T)™!| < m

3.1 Teorema (Serie di Neumann). Sia T'€ Z(X) con |T| < 1. Allora I - T € L (X) ¢

+00 +oo
DIMOSTRAZIONE. |[T*| < |TF = X |T%| < X [T]* = =77 < +©
k=0 k=0
+o0
= > T* assolutamente convergente in .Z(X).
k=0

X Banach = Z(X) spazio di Banach = 35S € .Z(X): S, := Y TF 2%, S in Z(X).
k=0

T < |T)F 22250 =
(I-T)S &2 (I -T)S = (I ~T)I+T+T*+ ... +T") = - T 225
S ([-T)S=1

Analogamente: S(I —T) =1
= (I —T) invertibile, (I = T)~! = S.

3.2 Corollario. Siano S,T € Z(X,Y). Allora:

1
T invertibile e | S| < ] = S+ T invertible.

In particolare: L~ X,Y) :={T € L(X,Y) | T invertibile} & aperto in L (X,Y).
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DIMOSTRAZIONE. S+ T =T(I +T7'5).

IT=18| < TS| < 1 2 I+ TS invertibile.
= (S+T) ' =T +T7'9)"'T. n

3.3 Corollario (Continuita dellinversione). Sia Ty, “=*% T in L(X,Y) e T e tutti T,
siano invertibili. Allora T, " E2AE, T in 2(Y, X).

Teorema 3.1 N
DIMOSTRAZIONE. [T, 'T| = [(I =T HT = T) | < iy~ 1
_ _ _ _ _ _ k—
= |1, =T = |, (T = T)T | < | T T T = T T2 =2 0. m

3.2 Operatori di Fredholm

3.4 Definizione. T € Z(X,Y) ,X,Y spazi di Banach, si dice (operatore di) Fredholm
oppure operatore ad indice, se dimkerT < +o0 e codimim7T = dim (Y/im7T) < +oo. Si
definisce

ind 7T := dimker ' — codim im 7. (indice di T).

Scriviamo

Fred(X,Y) :={T € Z(X,Y) | T Fredholm}, Fred(X) := Fred(X, X),

3.5 Esempio. Sia T : €*([a,b]) — € ([a,b]) con Tu = v’ (derivata prima).

e Tu=0 < u' =0 < u=const. = kerT = {u=c|ceC} ha dimensione 1.

xT

e Dato v e €(|a,b]), allora v =Tu con u(z) = f v(t) dt + const = T suriettivo.

a

Ne seque T Fredholm, con indT =1—-0=1.

3.6 Esempio. Sia T : €,

2m—per

(R) = Gor—per(R) (funzioni 2m-periodiche) con Tu = u'.

Come sopra, dimker T = 1.

27
v=ueimT = f v(0) df = u(2r) — u(0) = 0.
0

2w T

v(0)df =0 = u(z) = f v(0) df + const & 2m-periodica

V € Gan—per(R) con f
0

0
27

= T = {0€ Gormper (B)| J 0(0) 0 = 0}, Gormper (B) = T® fu=c| e T},
0

Ne seque T' Fredholm, con indT =1—1 = 0.
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Nota (somma diretta): Sia X @Y = {(z,y) |r€ X, ye Y}.

(1) X,Y Banach = X @Y Banach con norma |(z,9)|| = |z|x + |y]|y;

(2) X,Y Hilbert = X @Y Hilbert con prodotto interno

{(1,91), (12,92)) = (21, 22)x + (Y1, Y2)y-

3.7 Teorema (Lemma di Kato). Sia T € Z(X,Y) con codimimT < +co. Allora imT
¢ chiuso. In particolare, T € Fred(X,Y) = imT chiuso.

DIMOSTRAZIONE. (1) Supponiamo che T sia iniettivo.

SiaY =imT + Z, dim Z = codimim7T < 400 = (Z,| - |y) spazio di Banach.
SiaS: X®Z-Y, S(x,2)=Tx+ z.

Ovviamente S e suriettivo.

S & iniettivo: S(z,2) =0=Ter=——2eimTnZ={0}=>Tr=2=0=2=2=0.
S & continuo: (xg, z;) — (0,0) = xp — 0, 2z > 0= S(zy, 2x) = Txg + 2, — 0.
Dunque, S € Z(X @ Z,Y) & biiettivo.

Teorema 0.1 = S™'e L(V, X ® 2)

= (S7)71(A) = S(A) (pre-immagine di A sotto S™!) chiuso per ogni A = X @ Z chiuso.
X x {0} chiuso in X ® Z = S(X x {0}) = T(X) = imT chiuso in Y.

(2) Sia X = H spazio di Hilbert. Si ha allora

H=%erT@® (ker T)*.

Posto H := (ker T)*, T := Tz, segue

Te X(ﬁ, Y), T iniettivo, im T = im 7.

i) = im 7T chiuso.

(Non dimostriamo il caso in cui X ¢ spazio di Banach.)! [

3.8 Corollario. T € Fred(H) = H =imT® (imT)* =imT @ ker T* ¢

indT = dimker T — dim ker T*.

In particolare: T € Fred(H) autoaggiunto = ind T = 0.

1La dimostrazione ¢ analoga, utilizzando lo spazio quoziente X := X /ker T con norma ||[2]| = infyexer T |7 +
v|x dove [z] = z + kerT. Allora X & uno spazio di Banach e T[z] := Tz definisce un operatore iniettivo
Te Z(X,Y)conimT =imT. Se X & spazio di Hilbert, X /ker T' = (ker T')=.
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3.3 Proprieta fondamentali

3.9 Teorema. Per T € Z(H) le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(1) T € Fred(H);
(Q)HSEX(H) HRQ,Rley(H)Z ST=[—RQ,€TS=I—R1,'

(3) 38 e Z(H) IR, RjcA(H): ST=I-R, ¢eTS =1R)].

DIMOSTRAZIONE. (1) = (2): X :=kerT eY :=imT chivsi= H=X® Xt =Y @Y™

Teorema 0.1

Ty :=Tlx: € L(X1)Y) biiettivo = Ty e Z(Y, X1).
S:=Ty'Pye L(H) =
TS =TTy Py = TyT;'Py = Py = [ — Py,
ST =Ty 'PyT =Ty 'T =Ty 'T(Px + (1 — Px)) =T, 'TPx: = Ty "TyPx. = I — Py.
(2)=1):zekerT=0=STer= (I — Ry)r =2 — Ryx = = = Ryr € im Ry
= kerT € im Ry ha dimensione finita.
x=Rix+ (I —R)x=Rux+TSx Vx:>H=imR1+i&T_§=imR1+imT

CimT

= codimim T < dimim Ry < +o0.

(2) = (3) : Immediato, poiché .Z#(H) < # (H).

(3) = (2): Sia Fj e F(H) con |R, — Fj| < 1.

Teorema 3.1 = Ay := I — (R} — F}) invertibile

= S'T=I1-Ry=A— F)= (A;'S"\T =1 — (A;'F}))

= ST =1 Rycon S:=A;'S" e Ry:= A;'F) e 7 (H).

Analogamente: 35 € Z(H) 3Re ZF(H): TS =1I— R. Troviamo:
S—8=8—(ST+Ry)S =5—S8(I—R)+RoS =S8R+ RS =: Fe.Z(H)
=TS=T(S—F)=I—R—TF=1—Rycon R := R+TF e .Z(H). n
Esplicitamente: un operatore T € Z(H) ¢ Fredholm se e solo se & invertibile modulo operatori

compatti (oppure di rango finito), ovvero se e solo se ammette una paramtrix modulo operatori
compatti (oppure di rango finito).

3.10 Corollario. T € Fred(H) = T* € Fred(H) e indT* = —ind T..

DIMOSTRAZIONE. Teorema 3.9 = T invertibile modulo ¢ (H).
Teorema 1.5, b), Teorema 2.6, b) = T* invertibile modulo ¢ (H).
Teorema 3.9 = T™* Fredholm.
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3.8 = ind T* = dim ker T* — dim ker T** = —(dimker T — dim ker T*) = —ind T..

3.11 Teorema. Per T € Z(H) le sequente affermazioni sono equivalenti:
(1) T € Fred(H);
(2) Am,neNy I Ae Z(C" H) iniettivo I Be L (H,C™):

TA‘g_)g.x'_)TA z\ (Tz+ Az
B 0/ cn o \? B 0)\z) Bz ’

e invertibile.

In questo caso indT = m — n.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione si basa su due risultati:

Lemma 1 (Esercizio 3.4). Siano T} : Hy — H;, j = 1,2, lineari.

H,y
(;;) . Hg — @ blletthO == T2 . HO — H2 suriettivo e Tl : ker T2 N Hl blletthO
Hy

Lemma 2. Siano T € Z(H) e U,V sottospazi chiusi di H con dimU < 400 e
UnV ={0}. Se T € Fred(V, H) allora T € Fred(V@® U, H) e

ind(T:VeU - H)=ind(T:V — H) +dimU.

DIMOSTRAZIONE. Per induzione su n := dimU.
n = 0 : vero.
Supponiamo che I'enunciato sia vero per ogni U con dimU = n € Nj.
n=mn+1:8Siau,...,u,.1 base di U, U :={uy, ..., Upy).
Vi=VeU =ndT: V' - H)=ind(T:V - H) +n.
Primo caso: Sia T'u, 1 € T(V'). Otteniamo
v eV Tv =Tup
= T(V' @ uns1)) = T(V'),
ker(T: V' @ {upi1) — H) =ker(T : V' —» H) @ {upy1 — ') 2
= ind(T: VU — H) =dimker(T : V' - H) + 1 — codim T'(V’)
=ind(T:V' - H)+1=ind(T:V - H)+n+ 1.

ZPer " si osserva: v = vf) + 41 € ker T con v € V! = v = (v} + av’) + alupy1 — V')
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Secondo caso: Sia Tu, 1 ¢ T(V’). Ne segue
T(V'®unt1)) = T(V') @ (T uns1),
ker(T : V' @ {up41) > H) =ker(T: V' — H)
= ind(T: V@U — H) = dimker(T : V' — H) — [codim T(V’) — 1]
=ind(T:V > H)+n+1. ]

(1) = (2) : m :=dimker T, n := codimim T’ = dim (im T)*.
=3Ae £ YC", (imT)*), B e £ (kerT,C™).

Con B := B'Pier vale (2) (applicare Lemma 1 con Hy = H® C", Hy = H, H, = C"™ ¢
T=(T A).T,=(B 0))

ker B
(2) = (1) : Lemma 1 = B : H — C™ suriettivo, (T A): & — H invertibile
CTL
= H = T(ker B)® A(C"), T': ker B — H iniettivo.
= T : ker B — H Fredholm con indice —dim A(C") = —n.
U := (ker B)* = B :U — C™ biettivo = dimU = n.
Lemma 2 = ind7T = ind(T : ker B@U — H) =ind(T : ker B — H) + dimU = m —n. [

3.12 Teorema. Fred(H) ¢é un sottoinsieme aperto di £ (H) e ind : Fred(H) — Z ¢
localmente costante (in particolare, continuo).

DIMOSTRAZIONE. Sia T € Fred(H) e T := (B 0

r A) come nel Teorema 3.11.b).

Siano e = 1/|T7Y|, Se L(H) con |S—T| <ce S := (g 13) Allora
S—-T 0
s-71=| (55T 0)|=1s 11 <e
Corollario 3.2 = § ¢ invertibile.
Lemma 3.11 = S € Fred(H) con ind S =m —n = indT. n

3.13 Teorema. Valgono le sequenti proprieta.
a) Sia T :[0,1] > Z(H) continua e T(t) € Fred(H) per ogni t. Allora

ind7'(0) = ind T'(1).

b) Siano T € Fred(H) e K € # (H). Allora T + K € Fred(H) e

ind(T' + K) = ind 7.
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DIMOSTRAZIONE. a) t+~— indT'(¢) : [0,1] — Z & continuo e quindi costante.
b) T invertibile modulo # (H) = T + tK invertibile modulo ¢ (H) = T + tK € Fred(H).
Si conclude applicando il punto a) alla famiglia continua di operatori T'(t) := T + tK. [

3.14 Corollario. Sia T € # (H) e A+ 0. Allora \I =T € Fred(H) con ind(\[ —T) = 0.
Quindi, ’equazione
M —-T)x =y

ha un’unica soluzione per ogni y € H, oppure l’equazione
M—-T)x=0

ha una soluzione non-triviale (x % 0).

3.15 Teorema. S,T € Fred(H) = ST € Fred(H) e ind ST =ind S + ind T

DIMOSTRAZIONE. i) La composizione di operatori Fredholm ¢ Fredholm:
Ty, T5 invertibili modulo J# (H) = T, T; invertibile modulo J# (H) = T, T3 € Fred(H).

H H
ii) (g ?) , (é ’2) : ® — @ Fredholm =
H H

o= (3 ) (R 12R) € 8) b wen

e continua e Fredholm per ogni ¢, dato che 'operatore al centro della composizione e invertibile.

Teorema 3.13.a) = ind (g g) — ind 7(0) = ind 7(1) = ind (? —gT).

Esercizio. Ti,T; € Fred(H) = ho 0 : 0 1 € Fred(H @ H) con
0 T 7, 0

. Ty 0 . 0 Tv\ . .
ind (O Tg) = ind (T2 0) = ind 7T} + ind 75.

Troviamo quindi®

ind S +ind7 = ind (g g) = ind (? _§T> =ind (=ST) +ind I = ind ST n

3E immediato provare *T & Fredholm < —T & Fredholm”, e si ha ind 7' = ind (=T)).
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3.4 Esercizi

Esercizio 3.1. Sia T € Z(H) nilpotente, cioé esiste N € N tale che T™ = 0. Dimostrare che
I —T ¢ invertibile.

Esercizio 3.2. Nei sequenti casi determinare dimkerT" e codimim 7 :

1) T = £ : ¢%([a,b]) — € ([a,b]).

dx?

2) T =L . 4%(S") - Z(S).
3) T e L(*(N)) con T(zy,xo,73,...) = (0,29, 73, ...).
Esercizio 3.3. Sia T € £ (C™,C"). Determinare l'indice di T

Esercizio 3.4. Siano T; : H — H;, j = 1,2, lineari. Dimostrare che

H,y
<?> : H — @ bitettivo < T, : H— H, suriettivo e T : ker Ty, — H; biiettivo.
2
Hy



