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4 Teoria spettrale

Di cosa si tratta? Lo spettro di un operatore T € Z(X), X Banach, puo
essere considerato come una generalizzazione dell’insieme degli autovalori di
una matrice quadrata al caso infinito dimensionale. Consiste di tutti i valori
A € C tali che AI — T non ¢ invertibile. Il teorema spettrale per gli operatori
compatti e autoaggiunti in uno spazio di Hilbert generalizza il fatto che le
matrici autoaggiunte sono diagonalizzabili. Determiniamo, in particolare, lo
spettro degli operatori di rango finito in uno spazio di Hilbert.

4.1 Spettro e risolvente di operatori limitati

4.1 Definizione. Sia T € Z(X), X Banach. L’insieme risolvente di T é
p(T) :={ e C| A =T é invertibile}.
L’operatore risolvente di T e
R\T):= (M -T) 1, e p(T).
1l complementare dell’insieme risolvente si chiama lo spettro di T,
o(T) :=C\p(T) = {\e C| A — T non ¢& invertibile}.

A€ o(T) si dice autovalore se

ker (A = T) ={xe X | Tz = Az} + {0} (autospazio di \).

Se A € o(T) non ¢ un autovalore, allora
ker (A —T) = {0}, im (M —T) ¢ X (inclusione stretta),

cioe A\l — T ¢ iniettivo ma non suriettivo.

Definizione. Pil in generale, si possono dare le seguenti definizioni:
(1) spettro puntuale: A € 0,(T) < ker(Al —T') & {0} (A & un autovalore di T').
(2) Se ker(A —T') = {0} (cioe AI — T ¢& iniettivo):

(i) spettro continuo: A € 0.(T) « AI — T non é suriettivo ma il suo immagine &
denso in X.

(ii) spettro residuale: A € 0,(7") & I'immagine di Al — T non ¢ denso in X.
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Per definizione, si ha quindi

o(T) = 0,(T) U 0(T) L o, (T) = C\p(T).

4.2 Esempio. Sia X := %€ ([a,b]) e T € L(X) loperatore di moltiplicazione per h € X, cioé

(Tf)(t) = h(t)f(t)a JeX, te [&v b]'

T ¢ limitato:
T flow = max WO < [hloo| flo ¥V fEX = |T|2x) < [h]oo-

Perge X,

M -T)f =g — f(t)=Aﬁ(—Z)(t) Vielab]

Se X ¢ h(la,b]), = € C([a,b]) e X =T ¢ biiettivo.
Sia X € h([a,b]). Se g =1, f non appartiene a C([a,b]); quindi \I — T non é suriettivo.

Pertanto,
Aeo(T) < Ftela,b]: h(t) =X < e h(a,b]).
Per X € p(T), linverso (A —T)™! ¢ l"operatore di moltiplicazione per la funzione /\—ih

Esempio. Siano X = L*(|a,b]) e T : X — X definito da (T'f)(z) = z- f(x) (cioé T & 'operatore
di moltiplicazione per la funzione h(z) = x).

C:=max{lal, [bl} = [(Tf)(x)] < C[f(x)] Vzela,b] = |T|zux) <C.
Per X € C,
(x —A) f(x) =0 q.o. [a,b] = f(x) =0 q.o. [a,b] & f =0< ker(\ —T) = {0},
cioe \I — T & sempre iniettivo. Per g € X,

g9(z)
A—a’

M-T)f=g= f(z)= q.o. [a,b].

Se A ¢ [a,b], )\_ix e continua su [a, b e quindi f & ben definita ed appartiene a X. Quindi A\ =T
¢ suriettivo e A € p(7T).

Sia allora A € [a,b]. Se g = 1, f non appartiene ad X; quindi A\l — T non & suriettivo. Ma se
g = 0 in un intorno di A in [a,b], f € ben definita ed appartiene a X. Tali g sono dense in
X. Infatti, posto, pern » 1, g, = g - [1 — X(/\_;,/\Jr;)], X e funzione caratteristica di £ € R,
g€ X, siha g, =01in un intorno di A, g, € X, e, per il Teorema della Convergenza Dominata,

n—-+0o0

|lgn — gllx — 0. Pertanto, im (Al — T') & densa in X. Concludiamo che \ € o.(T') per ogni
A€ [a,b] e quindi o(T') = 0.(T) = [a,b].
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4.3 Teorema. Sia T € £(X), X Banach. Allora

a) p(T) € C é aperto, o(T) < C ¢ chiuso. Inoltre
o(T)  {re TN < T}

1

O I =17 > Gam— )y

per ogni A € p(T).

DIMOSTRAZIONE. Sia A\g € p(T) e € := 1/| (Al — T)7Y.
M—=T=MNI=T)+AN=X)I =Xl =T)I+X\=X)(Aol-T)")
N=Xo| <e=|A=X)NI—-T) " <1

22 M — T invertibile V \ € U:(Xo)

p(T) aperto, o(T') = C\p(T) chiuso,

- = {dist@o,a(fr)) >e=1/|(0l = T)7|

N > [T] = |T/\ <12 (AT~ T) = \(I— T/)) invertibile. n

4.4 Esempio. a) Sia T € Z((*(N)) definito da T (z1,xa,...) = (0,21, Ta,...).
Allora 0 € 0,.(T) perché ker(0-I—T) =kerT = {0} eim (0-I—T) = imT = {z € (*(N) |
x1 = 0} non ¢ densa in (*(N).

b) Sia T € L((*(N)) definito da T(xy,xa,...) = (T2, 25...).

Allora o(T) = {Ae C | |\| <1} e A é un autovalore se e solo se |\ < 1. Infatti:
ITI =1 = o(T) = {IN <1}
(w3, 23...) = T(21,29,...) = MNx1,T0,...) = (v1,72,25...) =21 (1, \,\%,..))
(LAXN ) el <= Y MY <+ <= AP <1 < |\ <1 (serie geometrica).
{I\ <1} € o(T)

o(T) chiuso } = o(T)={|N <1}

4.5 Teorema. T € Z(H) autoaggiunto = o(T) < R.

DIMOSTRAZIONE. Sia A\ = a + 18 con § =+ 0.

= |(\[ = T)z|? = (az + iz — Tx,ar + ifx — Tz) = |ax — Tx|? + | Bz|>.
= |(M =T)z| = [Bll|z] VaeH.

= Al — T iniettivo.

im (A — T') ¢ chiuso: Sia y, = (M — T)zx — .
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2 — 2] < 5]

=3JrxeH: zor=y=limp, oM —T)zy=N—-T)x =yecim (AN -T).

(N =T)(zp — )| = ‘7}‘”% — yo|. = (1) successione di Cauchy

Al — T normale:

M -TYXMN-T)*=MN-T)M-T)=N TN -T)= N —-T)*(M\ - T)
= (im (M — T))* = ker (A — T)* "2 ker (AT — T)) = {0}.
= H={0}' = (im\ —T)** =im(\M —T) =im (M —T).

= M\l — T invertibile. ]

4.6 Teorema. Sia T € £(H) autoaggiunto. Siano A\ + Ag due autovalori di T. Allora:

uy € ker (MI —T), ug € ker (Mol — T) = uy L us.

DIMOSTRAZIONE. Grazie al fatto che T'="T" e \; e R, j = 1,2, troviamo
Ar(ur, ug) = (Tur, ug) = (u1, Tug) = Xo(ur, u2) = (A1 — Ag) (ur, uz) = 0.

Pertanto, /\1 :+: )\2 = (UI,U/Q) = 0. |

4.2 Lo spettro degli operatori compatti autoaggiunti

La teoria spettrale per operatori compatti autoaggiunti si basa sul seguente risultato:

4.7 Teorema. Sia T € Z(H) autoaggiunto. Valgono:
a) Almeno uno dei valori —|T| o |T|| appartiene a o(T).

b) SeT € # (H) allora almeno uno dei valori —|T|| o |T| & un autovalore di T.

DIMOSTRAZIONE: Il caso T' = 0 & banale, quindi assumiamo |7 > 0.
Teorema 1.8: [T = supy, - [(T'z, 7)|
= 3 (2,) S H: |z =1V ne [(Tzp, z,)| =55 ||T.

(Tz,z) eR V= Spdg* (Tx,,x,) S a+0cona=—|T|oa=|T|
(altrimenti passiamo ad una sottosuccessione).

0< (T —al)z,|? = |Tx,|? — 20(Tx, 2,) + 02 < 202 — 20T, ) =25 0
= (T = al)z,| “=*% 0.

a) Supponiamo « € p(T). Allora 1 = |z,| < |(T — o) Y|(T — ad)z,| =225 0 é

4Senza perdere di generalita.
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b) T compatto = SpdgIye H: Tz, —5
(altrimenti passiamo ad una sottosuccessione)
1 n— 1
= 1, = —((a[ — Tz, + Txn) DA, Ty
o o
=y ot T, 2210 T(%y) = iTy =Ty = ay.
la] = Jaz,| = [y = |yl = o] > 0=y + 0. u

4.8 Teorema (Teorema spettrale). Sia T € # (H) autoaggiunto e dim H = +o0. Allora
O'(T) = {07 )\1, )\2, )\3, . }

con un numero finito o infinito di autovalori reali A\, £ 0 con autospazi Vi, := ker(A I —T)

o 7o . 2 o . . . . . k—+00
di dimensione finita. Nel caso di un numero infinito di autovalori, \y —— 0. Unendo
le base ortonormali div kerT" e di tutti i Vi, si ottiene una base ortonormale di H.

DIMOSTRAZIONE. Notiamo:
e Teorema 4.5: o(T) < R.

e 0 € o(T) perché altrimenti I =TT € # (H) é (Corollario 2.9)
e 0% Aeo(T) = X autovalore con dimker(A/ —T) < oo (per I’Alternativa di Fredholm).

Ci serve il seguente

Lemma.’ Sia T € ¥ (H) autoaggiunto e V un sottospazio di H con T'(V) < V.
Allora T(V+Y) € Ve Ty € #(V4) autoaggiunto con |T]yo| < ||T.

Teorema 4.7 = 3 A\ € {—||T|,|T||} : Vi =ker(\MI—T) + {0}.
Abbiamo H = V; @ H, con H, := V- e T(V}) € V}.
Lemma = T} := Ty, € J (H,) autoaggiunto, |1 | < |7
Supponiamo T; =+ 0.
Teorema 4.7 = 3 Ay € {—|T1|, |T1]} : ker(Aof —T7) £ {0}.
A2 £ A1 perché altrimenti
ker(Aol — Th) = ker(MI —Ty) € Hy A ker(MI —T) = Vi A V; = {0} 4 .
Teorema 4.6 = ker(\o] — T) € Vi = Hy; = ker(\o] — T}) = Va.
Abbiamo H;, = Vo @ Hy con Hy := V" (complementare in Hy) e Ty := Ty, .
Nota che H =V, @ H, = (Vi ® Vo) ® Hy, cioe Hy = (V1 ® V) (complementare in H).

[terazione di questo procedimento genera una successione (che, eventualmente, assume solo una

quantita finita di valori distinti) di autovalori i, Ag, A3, ..., diversi tra di loro con

5Veda Esercizio 2.2.
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(i) V, =ker(A\d —=T), H, = (Vi ®...@ V)" e MApy1 = +||T|m, |-

Si verifica necessariamente una delle due situazioni trattate di seguito.

Primo caso: La procedura si ferma, cio¢ Ty, =0 perun ne N = H, < kerT.

xekerT eye Vi = \(y,x) = (Ty,x) = (y, Tx) =0/\§0xJ_Vk

=kerT< (Vi®...®V,)t = H,.
= H,=kerTe H=V®...0V,DkerT.

Secondo caso: La procedura non si ferma.

= 3 (Tpnen : T € Vi, |z = 1.

Tex(H) Teoral 28 5 ¢ ottosuccessione convergente (7', ).

Tan =My € Ty L pern+=m =X + A, = |Tx,, —Tay,|? i)
(|An]) decrescente, quindi convergente

s ton = A =250 = N, 2250,
n _—>
| A 0

Sia {ey, €3, ...} ottenuta dall'unione delle basi di tutti i Vj e sia H = spanfey, e, .. .}.

Come sopra: ker T’ € span{e;, ey,...}" = HL.

Sia x € ™.

=z eV} = H, per ognin e |[Tz| = |T|m,z| < |T|m|lz] = Ausil|z] =20

=z eckerT.

Concludiamo quindi che ker T'= H* ¢ H = H @ ker T. .

4.9 Esempio. Sia T € # ((*(N)) con T(xy,29,73,...) = (x1,22/2,23/3,...). Ovviamente 0
non ¢ un autovalore. Gli autovalori sono 1,1/2,1/3,... con autovettori ey, e, es, . . ..

4.10 Corollario. Sia T € J# (H) autoaggiunto. Allora H ha una base ortonormale di
autovettori {x1, T2, x3,...}. Se Tax; = \jx; per ogni j, allora

+o0
Tr =Y, \(2, 7))z, VeeH (forma diagonale di T).

j=1

Il teorema spettrale rimane parzialmente valido per un operatore compatto non autoaggiunto
oppure in uno spazio di Banach: lo spettro ¢ numerabile ed ¢ composto da 0 e solo autovalori
con autospazi di dimensione finita. 0 ¢ I'unico eventuale punto di accumulazione.
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4.3 Lo spettro degli operatori di rango finito

Un operatore T' € .Z(H) di rango finito n > 1 ha la forma

n

Tx = Z(:c, Y;); VeeH

j=1

con z;,y; € H. Supponiamo che sia z1,...,x, sia yi,...,y, siano linearmente indipendenti.®
Allora

im7T = {(xq,...,2,), ker T = (y1, ..., un)"

Determiamo gli altri autovalori. Gli autovettori appartengono necessariamente a im7". Dobbi-
amo quindi studiare

T:imT — im7T.

Possiamo utilizzare tutti i mezzi dell’algebra lineare. La rappresentazione di T rispetto alla base
r1,...,x, diim7T e la matrice

(9517?/1) (l'myl)
T = (tij)i<ij<n = (%5, %) )1<ij<n = : :

(@1, 0m) - (@)

Gli autovalori di T sono quelli di T che corrispondono agli zeri del polinomio caratteristico.
Risulta

[O'(T) = {0} u {autovalori di T} = {0, A\, ..., )\n},]

dove i A\; non devono essere necessariamente diversi fra di loro (in caso di zeri di molteplicita
piu grande di 1). Se a = (ay,...,a,) € un autovettore di T per autovalore )y, allora x =
a1Ty + ...+ apx, soddisfa Tx = \,x.

4.11 Esempio. Sia T un operatore integrale in A = RN con nucleo k(z,y) = Y, r;(x)s;(y)

)

j=1
T = Y@ [ Fwsdy  sea
i=1 A
Supponiamo chery,...,r, € S1,...,S8, stano linearmente indipendenti. Gli autovalori di T sono

0 e gli autovalori della matrice (t;;) con

£ = L ri(2)5:(2) dz.

6Questo non & una limitazione: Secondo Lemma 2.2, dato T € .% (H), possiamo scegliere gli x; come base
ortogonale di imT e y; := T™*z;. >, a5y; = 0 implica Y, az; € ker T* = (im T)*. Allora >z = 0 e quindi
a; = 0 per tutti <.
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Per A ¢ o(T) esiste (\[ —T)~!'. Sia data y € H. Cerchiamo = € H con

M-Tr=y < x—-Tr=y < Ax—Z(va/j)Ij:y'

j=1
Passando al prodotto interno con y; per tutti gli ¢, troviamo il sistema

Az, ;) nya zj,yi) = (¥, ¥i), i=1,...,n.

In forma matriciale questo significa

(z,91) (y, 1) (z,91) (Y, 41)
AM-T) : |=] : — L= =T
(ZL‘, yn) (ya yn) ($, yn) (ya yn)
Quindi, definendo
bi(y, A) (Y, y1)
: =\ -T) | |,
bn(y, M) (%, Un)

troviamo la soluzione

R
(A =T) "y = Sy + 5 > iy, M)
j=1

4.12 Esempio. Con la notazione dell’Esempio 4.11 e g € L*(A) troviamo

07 =7) 1) = 220+ 3 3

4.13 Esempio. Studiare, in L*([0,27]), [’equazione integrale

2

Aﬂ@—J;k@wﬁwﬁw=g@% 0<u<om

dove k(x,y) = sinxsiny + 2 cos x cosy. Nella notazione introdotta sopra, n = 2 e

ri(z) = s1(x) =sinz, ro(x) = sa(x) = V2cosz.

2m
In particolare, l'operatore (T f)(x) = J k(x,y)f(y) dy é autoaggiunto.
0

Calcoliamo T = (7(; 2(;), che ha autovalori w e 27, con rispettivi autospazi {(1,0)) e {(0,1)).

Risulta o(T) = {0, m, 27} con

ker T = (51,800, ker(nl —T) = {s1), ker(2m —T) = {s5).
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Per A ¢ {0, 7,27} calcoliamo

(o) = (00 ™ alan) (G207)

Risulta
_ -1 _ 1 (9751)L2 . \@(Q,SQ)H
f(x) =[(M=T) "g](x) = Xg(f) + m sinx + m Ccos X
i 27 27
= %g(x) + %L 9(y) siny dy + %L 9(y) cosy dy.

4.4 Esercizi

Esercizio 4.1. Sia T : €([-1,1]) — €([-1,1]) loperatore di moltiplicazione per la funzione
h e €([-1,1]), cioé (Tf)(x) = h(x)f(x). Nei sequenti casi calcolare spettro, autovalori e
autofunzioni di T :

a) h(x) = 2.
b) h(xz) =0 per x <0, h(z) = x per x > 0.

Esercizio 4.2. Sia T' € £ (H). Dimostrare:

a) o(T*) = o(T) = (X[ Ae o(T)}.
b) T unitario = o(T) < {\e C ||\ =1}.

Esercizio 4.3. Sia T € Z({*) con T(x1,x9,...) = (0,21, 29, ...). Dimostrare che o(T) = {\ €
C | |A] < 1} e che T non ha nessun autovalore.

Esercizio 4.4. Determinare autovalori, autofunzioni e risolvente degli operatori integrali in L?
con nucleo k :

a) k(x,y) = xy in [0,1],
b) k(z,y) = zy + 2*y* in [-1,1],

¢) k(x,y) =x—y in [0, 1].

Trovare la soluzione f in L? della sequente equazione integrale:

d) J 7rSimyf(y) dy — f(x) = x in [0, 27].

0
Esercizio 4.5. Siano T € £ (H) e A\, u € p(T). Dimostrare che

R(p, T) = RAT) = (A = ) RN, T) R(p, T).



