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5 Operatori di Toeplitz

Di cosa si tratta? Studiamo i cosidetti operatori di Toeplitz nello spazio di
Hardy delle funzioni 27-periodiche. Caraterizziamo gli operatori Fredholm e
troviamo una “formula topologica” che esprime 'indice in forma di un indice
di avvolgimento.

Lo spazio L*(S') = L2

5n—per(R) degli funzioni 27-periodiche e integrabili al quadrato su [0, 27]
con prodotto interno

e =5 | fa@ i

ha la base ortonormale {e,, | n € Z}, dove

[en(x) = ™M, ne Z.}

Ogni f € L?(S') ha la rappresentazione (serie di Fourier, convergenza in L?*(S'))

~

T ~ 1 27 ]
f= 3 Fmen  J0) = (foea)zen = 5- f e~ F () da.

n=—00

Se p € €(S') = Gan—per(R), ciod una funzione continua e 27r-periodica, allora

M¢f1=30'f, fEL2(Sl)7
definisce 'operatore M, € Z(L*(S")) con | M| 2ty < @] :

1

1
M I = o P

2 27
fo () (@) dr < max [p(x)Pam f @) de = [l ]2

0<z<2m 27

Inoltre ¢ facile da vedere che (M,)* = M.

Nota: Vale perfino |M,|| = |¢|w. Infatti, sia |o(zg)| = || (Weierstrass!). Sia x5 l'estensione
2m-periodica della funzione caratteristica dell'intervallo [zq — h, g + h] moltiplicato per 1/+/2h.
Allora | xal 2 = 1/4/27 e, vista la continuita di ¢,

[ Moxnlg _ 1 (="

h—0+
- o e 220
xalie 2k Jupn

o () o(x0)* = |ll2-

5.1 Definizione (Hardy space). Si definisce

H*(S") ={feL*S") | j?(n) = 0 per ogni n < 0} = span{eg, €1, €a, €3, ...}




36 5.1 Proprieta di Fredholm

Denotiamo con P = Pp2s1y la proiezione ortogonale con im P = H?(S'), cioe

P( io ]?(n)en) = Jiof(n)en

Ovviamente

@ Py Y Fne) - S Fwen

n=—a n=—a

5.2 Definizione. Sia p € €(S'). Allora

T,f = PM,f = P(pf),  feH(S,

definisce T, € L (H*(SY)), il cosidetto operatore di Toeplitz associato a .

Valgono | T, < [ P[[| My] <[]0 € (Ty)* = T, dato che

(T, f,9) = (PMy, g) = (f, MzPg) = (Pf, Mpg) = (f, PMgg) = (f,T59),
per ogni f = Pf,g= Pge H*(SY).

5.1 Proprieta di Fredholm

5.3 Teorema. ¢ € ¢(S') = (I — P)M,P, PM,(I — P) € ¢ (L*(S")).

DIMOSTRAZIONE. 1. passo: Sia ¢ = ey, con L € Z. Allora

+00 +00 +00
My,Pf =ep Z f(n)e, = Z f(n)ensr = Z f(n— L)e,.
n=0 n=0 n=L

L>0= (I P)M,P =0.
-1
L<0=({I—-P)M,Pf=> f(n—L)e,eler,ers1,...,6-1).
n="L

= (I - P)M,Pe Z(LX(S") € # (LX(S)).

N
2. passo: Sia ¢y =p= >, aue, un polinomio trigonometrico.
n=—N
N
1. passo = ([ — P)M,P = Y a,(I - P)M,, Pe F(L*S")).
n=—N

3. passo: Sia ¢ € € (S'). Teorema di Stone-Weierstrass =

. . . . . . . k—40
Esiste successione (p;) di polinomi trigonometrici con |pg — @[l —— 0.
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k—
= |(I = P)M,, P — (I = P)MyP| = |(I = P)My—P| < |pr. = ¢lc = 0.
= (I — P)M,P ¢ limite di operatori di rango finito, quindi ¢ compatto.
Teoremi 1.5 € 2.6 = PM,(I — P) = ((I = P)M!P)" = ((I = P)MzP)" compatto. n
5.4 Corollario. ¢,¢ € €(S') = T,T; = T, modulo & (H*(S')).
DIMOSTRAZIONE. My, = M, My e Teorema 5.3 =
S:=PM, — PM,PMy = PM,(I — P)M, € 2 (L*(S")).
S(H*(S")) € H*(S') = T,Ty — Ty = S|uzesry € H (H*(SY)). [
5.5 Lemma. Per he R e f e L*(S') definiamo (Sif)(z) := f(x + h). Allora:
i) Sp € ZL(LA(SY)) e S, e L(H*(SY)) sono invertibili con (Sy)™! = S_,.
ZZ) ShP = PSh (& TShcp = SthpS_h.
DIMOSTRAZIONE. Calcoliamo i coefficienti di Fourier di .S), f:
o 1 2 ) 1 27 ) N
S0 = 5= | e @ Ry e = o e ) dy = e i),
Seguono i) e S, P = PSy. Inoltre, Sp(f - g) = (Shf) - (Shg) € SpS—, = I implicano
Ms,of = Snp - | = Su(e - S-nf) = (SpMyS-p)f.
= MShgo = ShMgos—h = TShcp = pMShgo = PS}ZM"DS_}Z = ShPMgoS—h = ShT¢S_h |

5.6 Teorema. Sia ¢ € € (S'). Allora:

T, € Fred(H*(S")) <= ¢ non ha degli zeri.

DIMOSTRAZIONE. “<": 1 :=1/p e € (Sh).

Corollario 5.4 = T,,Ty, =T,y = 11 = I modulo operatori compatti.
Analogamente: T, T, = I modulo operatori compatti.

= T, invertibile modulo operatori compatti.

Teorema 3.9 = T, Fredholm.

“=7: 1. passo: Supponiamo che ¢ =0 in [xg — 7/N,z¢ + 7/N]| per un N € N.

Definiamo
SOTL:S—Qﬂ'n/NSO, 7’L=O,...,N—1.



38 5.1 Proprieta di Fredholm

¢n =01n [(zg + 2mn/N) — /N, (o + 2mn/N) + 1/N] = o ... on—1 =0 in R.
Corollario 5.4 = T, ---T, =T

N1 vo-.on_1 = 0 modulo operatori compatti.

Lemma 5.5 = T, = S_oxi/NT,S2xk/n Fredholm.
Teorema 3.15 = T, --- T, Fredholm.

PN-1
= T, Ty, € H(H2(SY) A Fred(H2(SY)) §

(dato che J# (H) n Fred(H) = & per ogni H con dim H = +0).
2. passo: Supponiamo che esista un xq tale che ¢(xq) = 0.

Possiamo supporre che zy = 0 (altrimenti consideriamo S_,, ).

0 L0 <z <1/2k
Sia yy 2m-periodica con yi(z) = < 2kx — 1 12k <x < 1/k.
1 1k <x <27

k—+o0 .
Xkp — @ uniformemente:

max (¢ —0e)(@) = max |(1-x)@)e)@)] < max |o(a)] 50,

0<z<27m O<z<2rm 0<z<1/k

o(x) 0<x<1/2k
o(z) — xp(x)p(z) = < 2(1 — kx)p(z) 12k <x < 1/k
0 Ak <z <om

= max |(p — xup)(2)] < max |p(a)] 0.

o<zx<2m 0<z<1/k

k—
= [Tyo — Tol < X2 — ¢ Lmas=Ny()

Fred(H?(S')) aperto in Z(H*(S')) = 3K Vk=K: T, € Fred(H*(S")) é

(¢ in contraddizione con l'affermazione del primo passo) [ ]

Usermo il seguente risultato senza dimostrazione:

Indice di avvolgimento: Sia ¢ € € (S') senza zeri. Allora esistono un unico numero L € Z e
una 1) € € (S') tale che

[cp(a:) = ¢leet(@) Y xJ

7(¢) := L & detto indice di avvolgimento di ¢. Se ¢ € €*(S') vale

5.7 Teorema (Gohberg-Krein). Sia ¢ € €(S') senza zeri. Allora ind T, = —7(p).
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DIMOSTRAZIONE. Definiamo ¢, (z) := et@et¥@) 0 <t < 1.

¢ non ha zeri 2 T,, Fredholm.

t— ;1 [0,1] > €(S') continuo.

=t T, :[0,1] = Z(L*(S")) continuo.

Teorema 5.6, Teorema 3.13, a) = ind T, = indT},, = indT,,, = ind T, .
L>0:Sia f e H2(SY).

T.. f= P(eL Z f(n)en) = Z J?(n — L)e,.
n=0 n=L
= T, iniettivo e imT,, = {f e H2SY | f(0)=...= f(L—1) = 0}

= codimim7,, = L eindT,, = —L = —7(¢p).
L<0:(T,) =Ts=1T._,

= ind7,, 2" —ind(T,,)* = ~indT,_, Z£° (~(-L))=-L=—7(). n
5.2 Lo spettro degli operatori di Toeplitz (complemento)

~ I
Nel seguito scriviamo f(n) = 2—f e~ f(x)dw, n € Z, per f e L'(S') (si noti che Li(S) <
T Jo

LP(S) se 1 <p < g < +x).

5.8 Lemma. Sia f e L'(S'). Allora valgono:

~

a) f(n)=0 VneZ= f=0 quasi ovunque.

b) [ a wvalori reali e f(n) =0 Vn>1l= f= ]?(O) quasi ovunque.

2m
DIMOSTRAZIONE. a) Ipotesi = J p(z) f(x) dz = 0 per tutti i polinomi trigonometrici.
0

2T

Stone-Weierstrass Theorem = J o(x)f(x)dx =0 Y oe?€Sh
0

= f = 0 quasi ovunque (veda Teorema 6.12).

b) SiaCZf(O)eg:zf—c.
= §(n) = f(n) ~ (c.ea)2 =0 Yn>0.

g a valori reali = g(—n)=g(n) =0 Vn=0.

a) = g = 0 quasi ovunque.
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5.9 Lemma. Siano f,ge L*(S'). Allora fge L*(S') e Z Fln—

k=—o0

DIMOSTRAZIONE. Disuguaglianza di Holder = fg e L'(S") con | fg|rysty < | fllrzsh gl rzesh

2m
| fg(n)| <L |f(@)]lg(2)| dz < 27| f] L2 |9l L2y
Se s,(f,g) denota la serie, allora

sulf.9)l < X Fm =015 < (S 1F=0E) (X 80F)* = 1ol

keZ k€eZ kEZ

Quindi .
(f,9) = T(f,9) == fg(n) —sa(f,g) : L*(S") @ L*([S") — C

¢ bilineare e continua, cioe esiste C' = 0 con

IT(f,9)] < Clfllzz@nlgllizsy Y foge L*(S).

Per p=-e,. e q=-esconr seZvale

pq(n) = (eris,€n)r2 = Orpsn (simbolo di Kronecker),
0) = S5 — K)A0k) = 3 GurOs = O = Gpa [ = L0 =0
keZ keZ

T bilineare = T'(p,q) = 0 se p, ¢ polinomi trigonometrici.

N

N
Siano f, g € L*(S') arbitrari e py := f(K)ew, anv = >, g(k)es
k=—N k=—N

= py 20 fe gy 20 gin LA(SY)

T(f,9)
= T(f,9) = 0 = fg(n) = sn(f,g) per ogni f,ge LX(S"). n

T continuo = 0 = T'(pn, qn) Mot

5.10 Lemma. Sia {0} £ V < L*(S') sottospazio chiuso con M, (V) <S V e QOM (V) =
{0}. Allora esiste u € L*(S') tale che

V = M,(H*(SY)) = {uf | fe H*(S")}, lu| =1 quasi ovunque.

DIMOSTRAZIONE. Scriviamo M, := M, per 'operatore di moltiplicazione per e,. Si noti che
tutti M, sono operatori unitari in L*(S') con M* = M_,, e My, M,, = M, 1y,

=V, := M, (V) sottospazio chiuso di L*(S).
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Vale Vyyr = My(V,) Vn,V2VioVa2...e NV, ={0}

n=1

Sia V =V, @ U, con U, := Vi+ (complementare in V).

Uy % {0} perché altrimenti V =V e quindi V,, =V Vn é
Step 1: Sia u € U; con |jul[z = 1.
=ueVeueV: Vn=1

=ul Mu=e,u VYn=l.
1 21

= 0= (u,e,u)rz = o
0

Lemma 5.8.b) = |u|? = cost q.o.

e_puudr = W(n) Vn=l.

|ullpe =1 = |u| =1 q.o.

Step 2: Mostriamo che U; = span{u}. Sia w € U; con u L w.

V=Viel

o } =V, =V 1 ®U,s1 con U,y := M, (Uy) = an+1 V n (complementare in V,,).
M, unitario

>0= Myul MweMueV,:, cV: Ym=n+1= Mul Myw Ym=>=n=0

Scambiare ruoli di u e w = M,u L M,,u VYn>=m=>=0.
1 2m P

= 0= (Myu, My,w)p> = o en-muwdr =vww(m—n) Ym,neN
T Jo

Lemma 5.8.a) = uw = 0 q.0.

lu| =1 q.0. = w=0q.o.

Step 3: U := L>Jl U @...®U, ¢ uno sottospazio di V.

SiazeVexeU.
=2eVnU =zeVit=V.
:>er1mUi=>erll Vs.

Iterazione = x € al V, = {0}

= Ut = {0} (complementare in V) = V = U.
Step 4: V = U = span{u, uey, uey, ...} = M,(span{eg, e, €9, ...}) = M, (H%(S')). n

5.11 Teorema (F. e M. Riesz). 0 + f € H*(S') = N; := {z € [0,27] | f(z) = 0} ha
MISUTA 2€70.

DIMOSTRAZIONE. V := {g€ H*(S') | g|n, = 0} & sottospazio di L*(S") con M, (V) c V e

M, (V)< M, (H*(S")) = span{e,, €ni1, €nia, ...}
Lemma 5.10 = V = M,(H*(S")) con |u| = 1 q.o.
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l=eye H*(S') = u= M,(eg) €V = u = 0su Ny.

= Ny ha misura zero. ]

5.12 Teorema (Coburn’s Lemma). Sia ¢ € €(S") senza zeri. Allora ker T,, = {0} oppure
ker 777 = {0}.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo il contrario.
=30+ f,ge H(S"): T,f =Tsg=0.

= P(of) = P(g) = 0

:@(n) —0eqg(—n) =Pg(n) =0 Vn=0.

Lemma 1 77— =

G =3(-n) =0 ¥n=1""2""0fHgn) =0 Yn=0.
F)=0 ¥n<—1""2*" Cg)f(n) =0 Yn<0
(09)f = (¢f)g = ofg(n) =0 VneZ
Lemma 2 = ¢gf = 0.

Teorema = ¢ = 0 quasi ovunque é (infatti, f,g + 0 q.0.). [ |

5.13 Teorema. Sia p € € (S'). Allora:

T, invertibile <= T, Fredholm e indT, = 0.

DIMOSTRAZIONE. “=": Ovvio.
“<": Teorema 5.6 = ¢ non ha zeri.
0 = ind 7, = dimker T, — dimker 77.
Teorema 5.12 = dimker T, = 0

Alternativa di Fredholm = T, biiettivo, cioe invertibile. [ ]

5.14 Corollario. Sia ¢ € € (S'). Allora:

o(T,) = (S) U A | T(A = ) + 0}.

DIMOSTRAZIONE. Teoremi 5.6, 5.7, 5.13 =

M — T, = Ti\_y) invertibile <= A—¢(z)+0 Yzer(p—A) =0
— A¢p(SYer(p—N) =0.

Quindi: A € o(T) <= X € p(S') oppure 7(¢ — ) =+ 0. n



