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« Toutefols je ne tardal pas & m’apsercevoir dans le silence
apparent de ces galeries qu'il y avait un mouvement, un
murmure qui n’était pas de la mort. Ces papiers, ces parche-
mins laissés 14 depuis longtemps e demandaijent pas mieux
que de revenir au jour. Ces papiers ne sont pas des papiers,
mais des vies d’hommes, de provinces, de peuples. D’abord
les familles et los fiefs, biasonnés dans leur poussiére, récla-
maient contre Uoubli. Les provinces se soulevaient, allé-
guant qu'a tort la centralisation avait cru les anéantir..,
Si on et voulu les écouter tous, comme disail ce fossoyeur
au champ de bataille, il n'y en auraif pas eu un de mort.
Tous vivaient et pariaient, ils entouraient Fauteur d’une
armée & cent langues, que faisait taire rudement la grande
veix de la République et de "Empire.

« Doucement, messieurs les morts, procédons par ordre,
g’il vous plaft. »

Jules Mrcaever,
Préface de 1833 de L'Histoire de France,



PREFACE

Malgré sa proximilé, le diz-neuviéme siécle mathémalique n'a
pas encore élé obfel de loules les vecherches approfondies que son
étude nécessilerail. La variélé, la lechnicilé, le nombre el ['élendue
des publicalions réalisées foul au long de ce siécle rebulenl en effel
beaucoup d’hisloriens. Quant aux mathémaliciens, déconcerlés par
les nolalions, le voecabulaire et Uorienation de cefte floraison de
fravauz, ils limilen leurs prospections aux grandes ceuvres ol
semblent s’amorcer cerlains couranls de lo maihémalique conlem-
poraine. Seules quelques excellenles mais rapides éludes de synihése
ecomme les Vorlesungen tber die Entwicklung der Mathematik
im 19. Jahrhundert, de Feliz Klein ou les Eléments d’histoire
des mathématiques, de Nicolus Bourbaki, ainsi que d’assez nom-
breuses monographies porlani sur ecuvre de cerfains mathémati-
clens ou sur Uévolulion de branches particulidres de la science
apporlent des coniribulions pariielles & une histoire dont beaucoup
d'élémenls resfent @ réunir el & analyser. Aussi foul-il savoir gré
g Jean-Claude Pont d'aveir enirepris le défrichage d’'un domaine
pratiquement inexploré, celul des origines el des premiers dévelop-
pemenis de lUanalysis situs, discipline qui, limilée toul d'abord
& une élude des relalions qualitatives de espace, s'est muée peu
& peu, au cours du diz-neuvitme siécle, el & la suile de plusieurs
changements successifs dans ses buls, dans ses mélhodes el duns son
langage, en une branche vériluble des malthémaliques.

Celle discipline nouvelle, en pleine expansion el en perpéluelle
mulation, la lopologie algébrigue, est un des secleurs les plus
vivanis el les plus féconds de la mathémalique conlemporaine, Deuw
grandes dales jalonneni celle hisloire, celle de lo naissance de
Panalysis situs, en 1750, avec l'exposé, par Leonhard Euler, de
son célebre théoréme sur les polyédres (*) el celle du passage — au

(1} Ce théoréme d’Euler se irouve énoncé, sous forme d'ailleurs incor-
recte, dans un mémeire présenté le 26 novembre 1750 devant P'Académie
de Berlin et pubtié en 1758 dans le tome IV des Novi Commentarii Academiae
seienfiarum Pelropoli. Sa premiére démonsiration, malheureusement insuf-
fisante, fut préseniée devani ’Académic de Berlin le 9 septembre 1751 et
publide & la suite du mémoire précédent.
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langage prés — de I'analysis situs ¢ la topologie algébrique, en 1895,
avec la publication, dans le volume du centenaire du Journal de
I'Ecole polytechnique, du premier grand mémoire de Henri
Poincaré sur I'Analysis situs (}).

Afin de pouveir approfondir son analyse, J.-C. Ponl a limité
son élude a la période d'un siécle ef demi qui sépare ces deux élapes
décisives de la genése de la lopologie algébrique. Choix judicieux
il apparail en effet que dans celle voie Euler n'eul que des pseudo-
précurseurs ; el, par ailleurs, lo période confemporaine ouverle
par Poincaré o 6ié Pobjel & efudcs récentes de H. Hopf, J. Dieu-
donné, 8. Lefschetz, M. Bollinger, elc. Il est a remarquer de plus
qi’en dehors de Pappor! d’Euler qui se situe entre 1736 e 1751 ef
d'une bréve contribulion de Legendre (dans ses Elémens de géo-
métrie de 1794}, tous les aulfres malériaur recensés el analysés par
J~Co Pont eoncerneni le diz-neaviéme siéele, depuis la premiére
démonstration de nalure lppologique du théoréme fondamenlal de
Palgtbre par Gauss (1799) jusqu'd la publicalion par Walther
vor' Dyck de ses seconds « Beilrdge zur Analysis silus » dans les
Mathematische Annalen (18949). Par U'importance de ces documents
ainsi prospeciés, par la clarté ef la rigueur de leur inferprélalion,
celle premiére éhude de caraclire historigue d’un jeune mathématicien
suisse apporle une contribution ausst riche qu'originale & nolre
connaissance de Uévolution des molhémaliques ou diz-neuvidme
stéele.

Le résumé imagé « de cetle pelile enfance de la lopologie » el
Putile ehronologie que donne J.-C. Pont en guise de conclusion
a son élude nous dispensenl d’en sttuer les grandes lignes. Quelques
points caraciéristiques nous paraisseni cependant mériter d'élre
mis en lumidre:

Le premier concerne le rile fondamental joué dans les premiéres
éfapes de cetle histoire par la mise au point progressive de I'énoncé
el de la démonsiralion du « théoréme d' Fuler ». Si Euler, avee sa
perspicacilé habituelle, réussil dés Pabord ¢ allirer Uallention sur
un probléme lypique el & iniroduire le thésréme élémenlaire le
plus célébre de la théorie des polyédres, par conlre sa conceplion
traditionnelle el restrictive Uempéche de donner a4 son énoncé la
précision nécessaire ef a sa démonsiration la rigueur indispensable,
Plus d’un demi-siécle plus ltard, Couchy, au débul de sa carriére,

{1} Les différentes contributions de Poincaré & Vanalysis silus se trouvent
commodément regroupées au tome VI de ses (Wuvres (R, GaARNIER el
J. Leray, &d., Paris, 1953, p. 183-5638). L’essentiel en est constitué par ce
grand mémoire-de 1595 (dont la premiére idée remonte & 1892) el par les
cing Compiéments successifs que Poincard lui apporta entre 1899 ef 1904,
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commetlra, au sujet du théoréme d’Euler, des erreurs similaires qui
¢ repercuieront sur son euvre ullérieure el Uempécheront de saisir
le réle fondamenial de I'analysis situs en mathémaliques, el de jeter
les bases de la théorie moderne des fonclions anelyliques. (Juant
au théoréme lui-méme, de remarquables fravaux de S. Lhuilier
(1813), K. von Slaudt (1847) et L. Schlifli (1850 permeliront
de le plucer sous des hypofhéses convenables el de Uélendre aux
espaces @ © dimensions, loul en précisant le concept de polyédre
el en explicitant les premiéres idées topologiques.

Mais [hisloire évoquée ne se limile pas ¢ celle du théoréme
d'Euler el Peeuvre de J. B. Lisling ouvre la voie & la naissance
d’une science nouvelle que Smeolise le lerme de lopologie iniroduil
par lui en 1836. Dans la premidre moitié du diz-neupiéme siéele
c’est probablement Gawss qui eul la vision la plus profonde du
réle de cefle science, mais ses derils sur ce sujel sonl peu nombreux
el ¢'est de fagon indirecle, par son influence sur Listing, Mébius
el d’aulres jeunes savanls, que son apport apparail esseniiel. Mais
en 1851, la « Dissertalion inaugurale » de Bernhard Riemann
marque un vérilable tournant duns le développement de I"analysis
situs. Sans lui consacrer d'élude systémalique, Riemann a ras-
semblé d’imporianis résullals nouvequx concernant la lopologie :
ransformations topologiques, erdre de connexion, classificalion
des surfaces suivani les principes de U'analysis sibus, propriéiés
des pariélés a n dimensions, efe. — el fail de celle discipline un
précieux awxiliaire pour Véfude de la théorie des fonclions analy-
tiques. D’une imporiance capilale bien qu’inachevée, celle cdore
ful iransmise, précisée el développée par des disciples lels que
Durdge, Neumann el Belli. D'une inspiralion bequecup plus gio-
mélrigue, Uefforl contemporain de A. F. MGbius, remarquablemeni
analysé par J.-C. Poni, esl également essenfiel, bien que ses réper-
cussions aient élé plus limilées, Viennent ensuile les iravanz,
confemporains el complémenitaires, de C. Jordan, premier auleur
frangais ¢ réaliser une ceuvre marquante dans ce domaine, de
I Allemand Feliz Klein el du Suisse L, Schidfli, puis les premiéres
conséquences de la théorie des ensembles de G. Canlor, el enfin les
éludes de W. von Dyck qui vont euvrir la voie & Henri Poincaré.
Dés ses premiers grands iravaux, ce dernier resseni I'impérieus
besoin de disposer d'une mélhode qui « ferail connaitre les relalions
qualilatives de U'espace & plus de frois dimensions », d'une exlension
de I'analysis situs g ces espaces (1} ef, pour fonder cefle discipline

(1) « Quani a moi, toutes les voies diverses ol je m’éiais engagé succes-
sivement me conduisirent, & V' Analgsis sifus. J'avais besoin des données
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nouvelle, il écrira bientdt sa série de mémoires sur Panalysis situs,
point de déparl de la topologie algébrique moderne.

C'est a siluer les grandes élapes, les lignes direclrices el les
détours de celle hisloive passionnante que Jean-Claude Pont a
consacré cel ouvrage qui élend considérablement el renouvelle en
partie nos connaissances sur ce sujel. On ne peul que féliciter ce
jeune malhématicien, éleve du grand spécialisle de -la lopologie
algébrique que ful le regretlé Heinz Hopf, de s'élre consacré avec
méthode el passion a ceife élude, el d’apporler ainsi une contri-
bulion dé valeur ¢ U'hisioire de celle malhémalique du diz-neuviéme
siecle, si proche de nous dans le femps. el déja si loinlaine par son
langage, ses conceplions el son sens inecerlain de la rigueur. Je
souhatle ‘que ce jeune chercheur ail la possibililé de poursuivre son
efford i fructueux en éludiant Uhisloive d’une auire grande conquéle
de la mathémalique de cefle époque, lu création des géoméiries non-
euclidiennes.

René Taron.

de cefie science pour poursuivre mes études sur les courbes définies par des
équations différentielles et pour les éiendre aux équations différentielles
- d'ordfe supérieur et, en particulier, & celles du probléme des trois corps.
J’en avais besoin pour 'étude des fonctions non uniformes de deux variables,
J’en avais besoin pour I’étude des péricdes des intégrales multiples ef pour
P'application de cette &tude au développement de la fonction perturbatrice.
Enfin, j'entrevoyais dans "Analgsis sifus unr moyen d’aborder un probléme
important de la théorie des groupes, ia recherche des groupes discrels ou
des groupes finis contenus dans un groupe continu dorné » (Analyse des fra-
vauz scientifiques de Henri Poincans, rédigée en 18901, publiés en 1921 dans
les Acla Malhemalica ot citée d'aprésle t. VI des (Euvres, p. 183).

Avant-propos

Dans les pages qui suivent, I'auteur se propese de décrire la
naissance et la petite enfance de la topologie algébrique, celle
province des mathématiques 4 qui la science du nombre et de
P'espace doit tant. On trouvera dans 'avant-propos des consi-
dérations élémentaires sur la topologie, accompagnées de quelques
précisions sur Ja nature, les Hmites et la réalisation de cette
histoire. -

Intuitivement, une transformation topologique d'une figure
est. une transformation qui se fait sans déchirure ni recouvre-
ment, Ainsi, gonfler une chambre & air ¢’est la déformer topolo-
giguement, au moins dans la période qui précéde Péclatement.
De méme lorsqu'on tire sur un fil élastique, quelle que soit
d’ailienrs sa forme finale, Deux figures, images 'une de l'autre
par une telle transformation, sont homéomorphes ou topeologi-
quement équivalentes. Aussi a-t-on pu dire, non sans humeur,
qu'un topelogiste est un mathématicien qui ne sait pas distinguer
une bouée de sauvetage d'une tasse de café.

En libérant notre définition de son aspect intuitif, on obtient
ceci : une transformation itopologique, ou homéomeorphie, est
une bijection continue dans les deux sens, Quant & la topologie,
elle est cette partie des mathématiques qui fraite des propriétés
des figures se conservant par des transformations topologiques.
Ainsi, le fait d’étre close pour une ligne est une propriété topolo-
gique, ce qui n’est pas le cas de sa longueur. Un probléme fonda-
mental de la topologie consiste alors 4 déterminer si deux figures
sont homéomorphes ou non, ¢’est-a-dire & répertorier et & dénom-
brer les classes induites par I'homéomorphisme.

Pour les besoins de notre histoire, on doit préciser quelque
peu ce mot « figure » qui apparait dans Ia définition. Bien qu’on
ne le trouve nulle part écrit, les figures étudiées par les mathé-
maticiens de la période qui nous occupe sont toujours supposées
triangulables, ¢’'est-a-dire qu’on peut les recouvrir par un nombre
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fini ou infini dénombrable de segments, de triangles, de tétra-
gdres, ete. Ces figures se prétent done par nature & une décompo-
sition polyédrale, qui & son tour est représentable par un schéma,
donf I'étude combinatoire permet d'analyser, au point de vue
topologique, Ia figure qui le définit,

Cette attitude est assez restrictive pour éliminer les ensembles
dont I'étude topologique entraine des difficultés ensemblistes,
tout en étant suffisamment large pour englober presque toutes
Ies figures intéressantes, Le propre de la topologie combinatoire
est donc de substituer des schémas aux ensembles de points
considérés. Or I'étude de ces schémas reléve de Palgébre linéaire
et de la théorie des groupes. L’algébre prend ainsi possession
de la topologie combinatoire. Cela explique pourguoi 'expression
tepologie combinatoire fut remplacée, vers 1940, par la dénomi-
nation topologie algébrique, mieux adaptée aux méthodes de
cette science. Il serait done vain de chercher une solution de
continuité entre la fepologie combinatoire des origines et la
topologie algébrique,

D’aprés notre définition, la notion de fonction continue est
centrale en topologie ; les propriétés que lon établit dans cette
discipline sont- donc intimement lides 4 celles des fonctions
continues. Or, & nul endroit Ia fonction continue n’est davantage
chez elle qu’en analyse. De 12 & concevoir une étroite corrélation
entre ces deux disciplines, il n'y a qu'un petit pas, alldgrement
franchi par les mathématiciens du xx® sidcle. Prenant pour
réflexion ia fonction continue, qu'elle rapporte aux concepts de
voisinages ouverts el fermés, Ia topolegie générale prend rapide-
ment ses distances 4 Pégard du modéle que lui fournif Tespace
euclidien, pour s'élever & un haut degré de généralité en raison-
nant sur des ensembles guelcongues, dont des parties convena-
blement cheisies sont considérées a priori comme des ensembles
ouverts. La fonetion continue se définit ipso faclo et avec clle
apparait le probleme de la caractérisation topologique de ces
ensembies. Ce point de vue s’est développé 4 partir des notions
d’espace métrique (M. Fréchet, 1906) et d’espace topologique
(¥, Hausdorft, 1914). :

Au commencement de nos recherches, la matiére qui constitue
Phistoire de la topologie algébrique des origines aux travaux de
Poincaré nous semblait assez restreinte pour se préter & une
étude guasiment exhaustive. Trés vite toubelois, il est apparu
que les documents étaient plus riches que prévu. Aussi avons-
neus ébé contraints de sacrifier quelques sujels pourtant en rap-
port avec le développement de la topologie, {lest ainsi que nous
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avons ignoré les problémes qui concernent les neeuds, les graphes
et le coloriage des cartes, 4 'exception de la question des ponts
de Keenigsberg et du travail de Kirchhofl sur les circuits élec-
triques. Nous avions auparavant acquis la conviction que ces
matisres n'eurent guére d'influence sur U'évolution de la topo-
logie. L origine de la topologie et Tes travaux de Poincaré sont les
limites naturelles de celle histoire. Avee les recherches du grand
savant francais — qui écrivit & lui seul & peu prés autant de
pages sur la topologie que tous les auteurs rencontrés dans notre
histoire — Ia topologie gagne en effef ses lettres de noblesse el
devient une discipline autonome des mathématiques.

Le présent ouvrage fut rendu possible grace & Pappui et au
dévouement de nombreuses personnes. DFabord MM. Heinz
Hopf de Zirich et René Taton de Paris. Leur gentiilesse, les
encouragements constants qu’ils nous ont prodigués furent le
ciment de ce travail : sans eux il n’aurait vraisemblablement
jamais vu le jour. Ensuite, M. B. EHckmann, qui accepta de
prendre la direction de mobre thése, puis MM. A. Pfluger el
G, de Bham ; finalement, MM. P. O. (Genoud et M. A. Pichard
pour fe soin qu’ils ont apporté respectivement 4 I'exéeution des
figures et & la correction des épreuves, el Mme Christine Pont
pour le réconfort que sa présence nous apporta aux heures diffi-
ciles, Que toules ces personnes trouvent ici I'expression de notre
profonde gratitude. Nos remerciements vonl encore & la Société
helvétique de sciences, & fa Fondation pour l'avancement des
mathématiques en Suisse, ainsi qu'anx éditions P.U.F. et au
personnel de la Bibliothéque cantonale du Valais.

Note : Pour la période qui fait suite 4 celie envisagée dans cet ouvrage,
on peut consulter :
— Maja BorLINGER, Geschichiliche Entwicklung des Homologiebegriffs,
Archive for history of Ewvact Sclences, vol. 9, number 2, 1972, p. 94-166.
— Heinz Horpr, Bin Abschnitt aus der Entwicldung der Topologie, Jahres-
berichi der Deutschen Mathemaliker-Vereinigung, Bd. 68, 1966, p. 182-192,
w Bolomon Lerscmarz, The early development of algebraic topology,
= Boletim da Sociedade Brasileira de Malemalicq, vol, 1, n° 1, 1970, p, 1-43.
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Cuaprrre PREMIER
LES PSEUDO-PRECURSEURS

Comme bien des histoires, celle de la topologie commence
par des légendes, auxquelles est consacré ce chapitre. Dans Ia
premictre partie, nous verrons que Leibniz n'est pas le créateur
de V'analgsis sifus {1}, tandis que dans la seconde, nous examine-
rons ce qu’il faut penser d'unre opinion assez répandue attribuant
4 Descartes la paternité d'une proposition connue généralement
sous la dénomination de théeréme d'Euler, et qui est d’une
grande importance pour notre science.

§ 1. LEIBNIZ BT L' « ANALYSIS SITUS »

Bien des auteurs ont fait remonter a Leibniz l'origine de la
discipiine qui nous occupe (?); ils ¢’appuyaient sur une leitre
de Lieibniz & Huygens du 8 seplembre 1679, dont voici Uessentie}

« Mais aprés tous ies progres que j’ai fails en ces matiéres, je ne
suis pas encore content de Palgébre, en ¢e qu'elle ne donne ni les plus
courtes voies, ni les plus belles constructions de géométrie ; ¢’est pour-
quoi, forsqu’il s’agit de cela, je crois qu’il nous faut encore une autre
analyse proprement géomélrique ou linéaire, qui ncus exprime direc-
" tement sttum, comme 'algébre exprime magnitudinem. Bt je crois d’en
voir 1l moyen, et qu'on pourrait représenter des figures et méme des
machines eb mouvements en caractéres, comme 'algébre représente les
nombres ou grandenrs : et je vous envoie un essai qui me parait consi-
dérable » [46, no 2192].

(*} Le mot topologie, créé en 1836 par Listing (voir p. 41}, n'a guére
été utilisé avant 1920, Précédernment, on lui préférait Vexpression analysis
situg.- Nous econsidérerons ces deux dénominations cormme synonymes,

{(* Voir [30¢]; {61 al, p. 8156; [63], p. 1x; [291; 155 b]; [48], p. 236.
Les numéros en italique correspondent aux cuvrages et études cités dans la
biblicgraphie, en fin d'ouvrage.

Foe0. PONT 2
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Les termes un peu vagues quo'il utilise pour définir sa nouvelle
algébre, qu'il appelle ailleurs analysis situs [87, p. 172-178],
penvent bien siir s’appliquer a la topologie, du moins en partie.

Cependant, nous savons maintenant de fagon certaine  que
le but de Leibniz était toutl aulre. Dans un travail publié en 1846,
Grassmann montre qu'en développant les idées de Leibniz on
débouche sur le calcul vectoriel et non sur la topologic [38¢
ou 38 b, p. 34].

Voicil'origine de ce travail de Grassmann. Au printemps 1844,
la « Farstliche Jablonowski'schen Gescllachaft zu Leipzig » met
au concours pour 'année 1845 le probléme suivant :

« On posséde encore guelques restes d’une caractéristique géomé-
trigue découverte par Leibniz, dans laguelle la situation réciproque
des lieux est déferminée par de simples symboles ainsi que par leurs
relations, sans prendre en considération les notions de valsur d’un
angle ou de grandeur d’un segment ; elle doit étre par 14 méme compls-
tement différente de notre géoméirie analytique, aussi bien gue de
notre geométrie algébrique. On demande de reconstituer et d’étendre
ce calcul, ce qui ne parait pas du tout impoessible, »

Grassmann fut le seul participant. Par la suite, ¢’est Listing
(voir p. 43) qui, le premier, a exprimé un doute sur la paterniteé
de Leibniz en matiére de topologie ; plus tard, chez M. Dehn
et P. Heegaard, le doute ge transforme en certitude [20, p. 154].
On doit encore citer H. Lebesgue qui, dans une lettre & J. Itard
datée da 14 février 1939, montre clairement que le propos de
Leibniz n’avaib aucun rapport avec nofre science [45 ¢, p. 1111L
Pour terminer, disons que deux articles & earactére historique
ont été consacrés au sujel de ce paragraphe [32 et 74].

Ainsi, par un curieux hasard, Leibniz a forgé le nom d'une
science, dont il n'a probablement jamais eu conuaissance. (est
toutefois ce texte qui mettra Euler, soixante ans pius tard, sur
la piste de Vanalysis sifus.

§ 2. DESCARTES BT LE THEOREME D’EULER

Au milieu du xixe siécle, le combe Foucher de Careil découvre
parmi les papiers de Leibniz déposés 4 la Bibliothéque royals de
Hanovre, la cople que celui-ci avaif faite, lors d'un séjour a
Paris (1672-1676), d'un travail de Descartes intitulé De Soli-
dorum Hlemenits et dont Poriginal a été perdu; il le publie
en 1859 [23, p. 214 sq.}, avec d'aubres inédits.

En 1860, ce texte, gu'une mauvaise lesture avait renda inin-
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telligible (), est traduit correctement par E. Prouhet [75, p. 484],
Sen principal intérét réside dans le fait qu’il contient une pro-
position dont le théoréme d’Euler sur les polyédres (voir p. 16sq.)
est-une conséquence presque immédiate. Deux interprétations
radicalement opposées sont alors possibles, Fune attribuant &
Descartes le théoréme d’Euler, Pautre affirmant qu’il ne I'a pas
vu. Le présent paragraphe a pour objet I'étude de ces deux
appréciations,

Le théoréme fondamental de Descartes s’énonce : « Dans tout
polyédre, la somme des angles solides est égale 4 huit angles
golides droits. »

A propos de ce théoréme, J. Bertrand fait remarquer que :

« La somme des angles extérieurs d'un polyédre, considérée par
Descartes, devient, lorsque le polyédre est remplacé par une surface, un
élément qui joue un grand role dans les travaux récents des géomelres,
et auguel Gauss a donné le nom de courbure totale. Le théordme de
Descaries appliqué & une surface convexe s’énoncerait : la courbure
totale dune surface convexe est égale 4 &m » [5].

51 on appelle « la somme de tous les angles plans, ¢ le nombre
des sommets, k le nombre des arétes et fle nombre des faces, cette

proposition s'écrit :
Ame — 3 = 4x
oun, en prenant 'angle droit comme unité :
© = 4{e — 2) {1}

Le théoréme d’Euler s’obtient alors sams difficultd si on
rapproche de la relation {1) les deux relations quise trowvent plus
bas dans le texte, savoir :
dftw
R
et w =2k {3)

ol w est le nombre de tous les angles plans.
En effet, les expressions (1), (2), (3} entrainent :
At 4 4 4le—2)

2 5 5

w (2)

cest-a-dire

4f == 4Af f4le—2) ou e—k 4 f= 2

1y Plusieurs signesen caractéres cossiques, en usage & ta fin du xviesidele,
avaient 6té pris pour de simples chiffres et imprimés comme {els par ie
comte Foucher de Careil.
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Examinons maintenant les différentes « preuves » que I'amiral
E. de Jonquiéres a données de la priorité de Descartes ; on peut
les répartir en deux groupes :

L a) Il remarque que les trois relations que nous avons
citées ci-dessus figurent expressément dans le texte de Descartes
et que la premiére, rapprochée des deux dernitres, « donne
immédiatement sans caleuls ni transformations

S4F=4420;

c'est la relation d'Buler. Descartes, qui selon son habitude
descend rarement dans les détails, ne fait pas ressortir explici-
tement cette relation, du moins dans ce qui nous a été conservé
du Mémoire » [47]. A

1 b) Dans une infervention suivante, du 17 février 1890, il
revient, sur cetbe question [47, p. 315]

« A Pappui de la priorité effective de Descartes dans la découvorte
de ia relation S 4+ F =4 | 2, Papporte unz nouvelle preuve, tirée
ds sen éorit posthume et plus décisive encore que la premidre que j'en
ai donnée ; car elle démontre que Descartes, non seulement a connu et
employé cette formule, comme je 1'ai dit, mais de plus qu'il la énoncée
explicitement ; ce que je n'avais pas d'abord remargué... Desecartes
ajoute (1. 14, p. 18) (*) : le nombre B des angles plans effestifs ost égal &
2{F + § -2}, nombre qui ne saurait excéder 6s — 19,

« Descartes ayant prouvé (p. 217} que B = 24, la proposition
précédente se traduit immédiatement pariaformule 24 = 9(F 4 52}
c'est la relation d’Fuler, explicitement exprimée. »

Il est bien clair que ces considérations ne prouvent pas que
Descartes ail eu connaissance de la relation d'Euler : elles mon-
trent tout au plus qu’il était en possession des éléments néces-
saires 4 la mise sur pied de ce théoréme. Nous ne souscrirons pas
non plus & Pautre raison invoquée par de Jonquidres suggérant
que Descartes n'a peut-étre pas énoncé celte proposition « parce
qu’il ne descend que rarement dans les détaiis » ; il est en effet
difficile de considérer 1'énoncé de Descartes comme primordial
et de faire jouer & celui d’Ruler le role d’un détail. En outre, on
peut appliquer la méme argumentation & Pappui de la thése
contraire : c’est peut-&tre précisément parce qu’il descend rare-
ment dans les détails que Descartes n'a pas cherché rappro-
cher les différentes expressions citées plus haut, afin d’établir
une relation entre ¢, f e f.

(*) C’est la notation d'Euler : § == nombre des angles au scmmet,
A == nombre des arétes el F = nombre des faces,
(®) B. de Fonquitres s¢ référe iei & 'ouvrage de FOUCHER DE CAREIL [23).

-
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Dans cette méme nole, de Jonquiéres avance deux nouvelles

€ Preuves » : o
2 a) Voici le texte de Descartes qu'il cite :

« Connaissant le nombre des angles plans (B) et' eelui des f:%ces_ {F_‘}
d’un polyédre, si I'on avait égard & ces seules données, on en déduirait
aisément les modes possibles de répartition de ces angles entre les faces_:
par exemple, si les données sont 5 faces ef 18 angles pi:%ns, on pourrait
avoir deux faces triangulaires et t{reis quadrangulaires, ou b1er§...
fsuivent deux autres combinaisons]. Mais comme ce méme solide posséde
nécessairement § sommets, la premiére combinaison est seulement compa-
tible avee existence du polyédre »,

et de Jonquiéres de conclure :

« 11 est clair, d’aprés le membre ds phrase souligné par moi dans Ia
traduction {aussi bien dans la forme que dans le fond}, que Descartes

introduit Ie nombre 6 comme étant la conséguence nécessaire d'un

principe connu, et non comme ¢tant le resuliat foﬂrtait des données
numériques gqui se présentent ; et ce principe ne peut étre que la relﬁatwn
F 4+ 8= 4 42, qui donne effectivement ici § = 6, puisque F =15
ot 24 =18 » [47 b, p. 316]. :

La derniére partic de la phrase de Jonquitres est entachée
d’erreur, car ce résultat peut &tre obtenu par di?S relations qui
figurent dans le texte de Descartes, sans qu'il soit nécessaire de
faire appel 4 Uénoncé d’Euler ; én offet, on a f =05, w =18 ce
qui doune, en utilisant les expressions (1) et (2) :

20 4+ w 1648

‘ot = = 8.
18ﬂmm§-m d'ot © 16 ek i

2 4) Dans la méme note, de Jonquidres éerit :

« Bnfin, & la page 215, on il s’agit de montrer qw’il ne peut ex_is.ter

que 5 polyedres réguliers convexes, Descartes donne comme gond}ktlon
s 25—

a remplir par les nombres F et § que les deux divisions i ef

2F

() puissent se faire exactement, Or, il est aisé de voir que ces

deux conditions symétriques dédoulent de la double égalité qui se pré-
serte dans les polyedres réguliers, 24 = nF = nij {* (n et m entiers),
si l'on y fait usage, pour éliminer A4 de la relation F 4§ =4 4+ 2.»

(iecl est ecorreet, mais on arrive ay méme résultat sans utii'iser
la relation d’Euler; il suffit d’appliquer certaines relations

2e—4 2 —4

(%) et - dans notie nofation.
{8} 2k = nf = me dans notre notatiod.




12 ' LA TOPOLOGIE ALGEBRIQUE

qui se trouvent dans le texte de Descartes : comme % o= Qe e 4

et comme la somme des angles doit étre un multiple entier du
nombre de faces (polyddre régulier), on peut écrire :

m:(2e—4)2mmf$2(26— ) Ze —4

— T = = = m’,
f
m et m’ étant des entiers, P
On obtient tout aussi lacilement la relation oz 1
avec n entier.
En effet :
Af = 2w —w = 4f + de = 8§ L Uy = e
e de e 4 —; §
oM Ade—8 o RA2w-4
4 €
f —4 2f — 4
- f?, + 2 =01 = f o= " (n" entier)

A bien considérer les choses, o constate que tant le premier
groupe de « preuves » que le second s’appuient implicitement sur
idée suivante : il suflit de rapprocher trois relations du texte
de Descartes pour parvenir & "énoncé d’Euler, ce qui n'aurait
su échapper 4 Vauteur du Disconrs de la méthode. A eet argument
d’ordre psychologique on peut répondre par un exemple véen,
que Jacques Hadamard retrace dans I'un de ses ouvrages [39 a,
p. 54] :

« Mon ftravail suivant fut ma thése. Deux théordmes imporiants
pour ie sujet élaiont des conséguences si évidentes et immédiates des
iddes qui y étaient contenues que, des années plus tard, d’autres auteurs
me les attribuérent et je fus obligé d’avouer que, si évidents fussent-ils,
je ne les avais pas vus. »

Puis & la page 56 :

« 11 est probable que beaucoup de chercheurs, sinon tous, peuvent
se rappeler des épreuves similajres. Il est réconfortant de penser que
la méme chose peut arriver aux pius grands. Dans son At de persuader,
Pascal a posé un principe qui est fondamental pour la méthode, non
sealement en mathématiques, mais aussi pour tout sujet déduetif ou
toute question de raisenmement, 4 savoir : il faut substituer la définibion
au défini,

« D’auntre part, plus loin il remarque le fait évident que, de méme
qu'ii n'es! pas possible de tout démontrer, i est également impossible
de Lout définir, el cela pour 1a méme raison. Il existe des idées primitives
qu’il est impossible de définir. $1] avait seulement penseé 4 juxtaposer
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: éelarations, il se serait trouvé devant une contradiqtmn
;gidii?gltgle et par c:mséquent devant le grand probléme de Logique
qui méne & la nécessité des définitions axmma‘t.;ques (ce ‘qmvdor,me sa
vraie signification au célébre postulat d’BEuclide)... Mais il n’a pas
rapproché ces denx idées. »

Notens encore que Leibniz non plus n’a Fpas.tsoupgonlné le
théorsme d'Euler, quand bien méme il avait étudié minuaticuse-
ment les manuscrits de Descartes.

Notre conclusion sera donc celle de Lebesgue :

« Je ne suis pas du toui d’ascord avee coux gul préten@ent at;tripuez'
& Descartes le théorome d'Eunler, Descartes n'a pas énoncé le théoréme,
il ne I'a pas vu » [4§ &, p. B15]

Voici encore deux textes de Lebesgue @

a) « Que Descartes soil passé si prés du théoréme sans le voir, Tie
parait au contraire souligner le mérite d’Euler, ¥ncore peut-on dire
que Descartes élait jeune quand il s’occupait de ces guestlons, mais
Leibniz, qui a trouvé le cahier de Descaries assez mteress_a}nt pour }{'e
recopier, qui a reconnu qus la géomélrie de Descgu‘te_s ne s apph_cp;mt
pas aux questions ol interviennent des relatmn‘s d ordr'e! et de posu’mn“,‘
qui a révé de construire Talgdbre de ces relations et Pa dénommeg a
Pavance Analysis situs, N’ pas apercu, dans '19 qahler de Descarteg,
le théoréme &’Euler si fondamental en Analysis s7tus » .[55 b, p- 32‘_0j.

b) « Les premi¢res notions importantes de géoméirie de situation
ont &6 acqguises au cours de Iétude des p-elyérirejs:... En 1890, de.Jon—
quiéres, dans une série de notes de C. R., a créé la 1egende que ce
théoréme était db & Descartes... Descartes n’a pas énoncé le t.heorema
d’Buler ; quant & la géométrie de situation, 1@ ne I'a nuEIemept soup-
gonnée ; sans quol, il efit eu plus de scrupules a affirmer plus tard qlll‘e
sa méthode algébrique réglait toutes les questions de géoméirie » (F).

Enfin, nous profitons de cette occasion pour ?ectiﬁer une
erreur qu’on rencontre dans deux ouvrages [rangais [31, p. 25
et 21, p. 991; on y trouve la phrase suivante :

« Ce théordme souvent atiribué & Buler est dfl en réalité & Descartes
comme le montrent D. Hithert et 8. Cohn-Vossen [42, p. 2547 »,

alors que ces deux auteurs attribuent & Huler le théoréme en
question.

{1 Texte tiré des cahiers de LEsmscur {voir n. 2, p. 19).
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L'histoire de la topologie commence peut-tre en 1738, quand

Euler reconnaib un aspect particulier dans un probléme que Tien,
de prime abord, ne distingue de ses homologues de la géométrie
élémentaire, Bn 1760-1751, le mathématicien balois rédige deux
articles, 1'un affecté au théoréme d"Huler sur les polyédres, autre
& sa démonstration. Leur importance pour notre sujet apparait
-clairement si 'on songe que Dhistoire de Vanalysis sifus jus-
qu’en 1851 se confond, 4 de rares exceptions prés, avec Vhistoire
du théoréme. Nous consacrerons & ces questions les deux premiers
paragraphes de ce chapitre; nous verrons ensuite, au para-
graphe 3, ce que noire science doit & Gauss.

§ I. LE PROBLEME DES PONTS DE KENIGSBERG

Le probléme des ponts de Keenigsberg, sur lequel Euler a
publié une étude en 1736 (1), concerne un domaine de la topo-

logie qui sort du cadre de notre travail comme nous avons -

indiqué dans I'avant-propos ; cependant, ¢’est probablement &
cetle occasion que pour la premiére fois un mathématicien est
amené & soccuper consciemrment d'analysis sifus; aussi nous
a-t-il semblé naturel de réserver quelques lignes & ce travail,
Voici les principaux passages du texte d’Euler [30 a’l:

« Qutre oette partie de la géométrie qui traite des grandeurs ot qui
a eté de tout temps cultivée avec heaucoup de zéle, il en est une autre,
Jusqu’a nos jours complétement inconnue, dont Leibniz a fait le premier
mention et qu’il appela géométrie de position. D'aprés Iui, cette partie
de la géométrie s’ocoupe de déterminer seulement la position et de

(*} Ce travail a été présents le 26 aoOt 1735 & I'Académie de Saint-
Pétersbourg,
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chercher les propriétés qui résultent de cette position ; dfms ce tz‘-avail, il
west besoin ni d'avoir égard awx grandeurs elle?s-memes, ni de les
cafculer ; mais il n’est pas encore assez bien établi quel's’sont les pro-
blémes de ce genre appartenant & la géométrie de position, .et quelle
méthode il faut employer pour les résoudre; c’est pourquoi ’lqr§que
récemment 11 ful question d'un probléme qui semblait, 4 la ver}te, se
rattacher 4 la géométrie ordinaire, mais dont cepe;:ldant la solution ne
dépendant, ni de la délermination de grandeurs, B dl} c;dcul de quan-
é‘ités,fje n’ai point balancé 4 Ie rapporter a .la géométrie de position,
d’autant plus que les considérations de position .entrent seulf_es d:&tns la
sojution, fandis que le calcul 0’y est pour rien. {’5}1 done cru utile d eXpo-
ser Iei, comme un exemple de géométrie de position, la méthode que jai
trouvée pour résoudre les problémes de ce genre. ) .

« Or ce probléme qu’on me disait 8fre assez connu ét:lﬂt le suivant :
4 Koenigsberg, en Prusse, il y a une fle A appelée le Kneiphof, entlourée
d'un flenve qui se partage en deux bras, comiImne or peut le voir sur
Ia figure 1, mais les bras de ce fleuve sont garnis de sept ponts a, b, ¢, d,
e, f, g, et on proposait cette question sur cos pon‘t_s ! Une pergonne
peut-elle s’arranger de maniére a passer une fois sur chaque poni, mais

Fic. 1

. une fois seulement 7 Les uns affirmaient que cela était possible ; d'autres

niaient ; d’autres en doutaient; mals personne ne pouvait prouver.
Quant & moi, j’ai fait de ce probléme e suw&pt hgaucoup plus général :
quelies gue soient la figure du fleuve et sa distribution en bras, el quel que
soit aussi le nombre des ponts, trowver sl une personne peut traverserle
fleuve en passant une seule fois sur chaque pont. »

Puis Euler montre, entre autres, que ce probléme n'a pas de
solutions dans le cas des ponts de Koenigsberg.
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§ 2. L'HISTOIRE DU THEOREME D EULER
DANS LA PERSPECTIVE TOPOLOGIQUE

2.1, Généralilés

Dans cette histoire, le concept de peolyédre (polygone) est
fondamental ; aussi est-il peut-étre utile d’en dire quelques
mots. Dés Paube de la pensée géométrique et jusqu'au début
du xrx¢ siccle, on considére le polyddre comme un corps solide,
convexe ou non selon les besoins, compris entre des faces pla-
nes (3). Tant que I'mstrument d’observation a un pouvoir de
séparation faible, cette définition parait suffisante. Aussitot que,
en revanche, celui-ci s’affine, comime c'est le cas lors du passage
de la géomsétrie classique & la topologie, notre définition devient
‘grosgiere et inadéquate, Faute de I'avoir remarqué, Buler, Cauchy
et bien d'autres vont se fourvoyer dans Pénoncé et la démons-
tration du théoréme qui fait 'objet de ce chapitre. Cette legon
est longue A se faire entendre ; c’est ainsi que, cinquante ans
aprés la mésaventure de’Cauchy et les mises en garde de Lhui-
lier, on trouve encore des aufeurs qui s’abstiennent de toute
définition et de toute préeision & caractére topologique ; & tel
point gqu'en 1869 J. K. Becker consacre un article 4 dénoncer les
erreurs engendrées par cette mauvaise hebitude [4).

(uatre grandes dates dans D'histoire du théoréme d'Euler :

a) 1750, année de sa découverte ;

bj 1813, ol l'on s'apergoit qu’il ne s'applique pas indifférem-
ment & tous les polyddres ;

¢} 1847, qui voit von Staudt le placer enfin sous des hypothéses
convenabies ;

d} 1850 finalement, oh Schlifli en obtient la premitre générali-

sation pour ies espaces & n dimensions.

A part ces travaux, il existe une foule de mémoires qui traitent,
du théoréme d’Euler. La suite de ce paragraphe est réservée a
Uessentiel de cette histoire,

2.2, Les deuz mémoires &’ Euler

Dans un travail datant de 1750 [30 8], Euler se propose
d’établir une classification des polyédres. If remarque d’abord
que on peut ranger les solides, comme on l'avait fait jusqu’alors,

(1} Ainsi, par exemple, Klagel parle de ¢ corps convexe compris entre des
faces planes » [41, p. 8181
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d’aprés le nombre des faces {Létraddre, hexaedre...). Cependant,
cette clagsification se révile assez tOt insuifisante :

« il suffit, pour désigner une catégorie de figures planes gﬁc‘tiﬁgnes,
de rappeler le nombre des cotés qui la limitent (étant donné quil ¥y a
le méme nombre d’angles que de cotés), dans les solides, en revanche,
le nombre des angles solides peut a ce point différer du nombre de {aces,
qu'it faut les indiquer tous deux » [30 b, n® 12}

11 obtient alors ane classification du type « pentagdre hexa-
gone, tétraddre hexagone... » qui n'est malheureusement — oun
plutdt heurcusement, si l'on envisage le développement de Ia
topologie — pas satisfaisante. 11 n'est en effet que de considérer
les deux figures suivantes, tirées d'un cuvrage de Steinitz
[87 a, p. 3], pour le voir :

Frg. 2 I ' Fic. 3

11 était dés lors naturel de faire appel au troisiéme nombre
caractéristique : le nombre d’arétes ; toutefois, comme le montre
encore I'exemple qui précéde, & est le méme pour les ,deux
polyédres. Ceci améne Euler & penser qu'il peul exister une dépen-
dance entre ces trois nombres ; ¢’est sans doute de cette censta-
tation que devait sortir I8 célébre relation e~ - f = 2 dont
il est ict question. .

Ce travail a été présenté & V' Académie des Sciences de Berlin
le 26 riovembre 1750 [28]. Mais ¢'est dans une letire & Goldbach,
datée du 14 novembre 1750 [30 ¢, p. 332], qu'Buler mentionne
pour la premiére fois ce théoréme ; il y précise que .'c’esf(,.« Pautre
jour » qu'il en eut Pintuition. Quant au second mémoire [30 d},
il a-été lun & la séance du 9 septembre 1751 [30 ¢]. Bn ce qui
concerne la démonstration, Euler écrib :

« T me faul bien avouer gue je w'ai pas encore pu trouver de ce
théoreme uwne démonstration valable; towjours est-il que sa valeur
peut faciterent 8tre reconnue pour tous les genres de solides que Uon
veut bien examiner » {26 b, n® 331
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Finalement, il réussit 4 en donner une démonstration dans
le second mémoire [30 d]. Celle-ci, bien qu’erronée, est intéres-
sante & divers titres ; aussi en dirons-nous quelques mots. Anpa-
ravant signalons, c’est fondamental pour notre histoire, que

I'énoncé d’Euler est incorrect, ee théoréme s'adressant & une

catégorie beaucoup moins étendue de solides. Huler commence par
indigquer comment, 4 P'aide de différentes coupures, il-obtient un
polyédre ayant un sommet de moins que le polyédre denné. il
poursuit la destruction du polyidre jusqu'é ce qu’il aboutisse &
une pyramide. Il montre enfin qu'au cours de ces différentes
coupures 'expression ¢ = ¢~k - f demeure la méme ; comme
d’autre part ¢ (pyramide) = 2, le théoréme est démontré,

Voici les critiques que on peut adresser 4 ce raisonnement, :

1) Euler est obligé de supposer la convexité du solide consi- -

déré, car sans cela il n’est plus certain de pouvoeir en détacher une
partie ; en outre, aprés la premiére opération consistant & enlever
un sommet au selide de départ, il arrive que le corps qui en résulte
ne soit plus convexe, ce qui empéche de continuer la désagré-
gation du polyédre. '

Ce n’est pas nécessairement une erreur ; car le lemme suivant,
'l est correct, remet les choses en ordre ; étant donné un sommet
quelcongue d'un polyddre convexe, il existe toujours au moins
une coupure felle qus 'ensemble résultant soit encore convexe.

2) Comme Lebesgue I'a démontré [55 &, p. 329], on n’aboutit
pas forcément 4 un polyédre.

3} Aprés un certain nombre d’opérations, on n’a pas toujours
affaire 4 un polyddre, mais & plusievrs polyédres réunis par une
seule ardte ou par un seul sommet. Dans ce cas, la destruction
de 'une des parties ne laisse pas invariant e nombre c.

Lebesgue est parvenu, en ne modiflant que peu le raisonne-
ment, ’Euler, & démontrer rigoureusement le théoréme d’'Euler,
ce qul lul & fait dire :

« La démonstration qui nous y conduit (1) différe & peine de certaines
de celles que I’'on émploie maintenant ; aussi fait-elle bien veir, il me
sembla, combied nos proeédés sont proches des considérations qui se
sont préseniées 4 Huler quand, le premier, il s’occupa de ces guestions»
[55 B, p. 335). :

Euler ne parait pas avoir reconnu que sa proposition relevait
de 'analysis sifus, gu’il avait entrevue dans son mémoire de 1736.

(3) 11 @'agit de la relation F + S— A =3—B, ot B est le nombre
de Betiti,
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Aussi ne rejoindrons-nous pas Lebesgue lorsqu’il écrit [55 b,

p. 319-320] :

« Buler I’a (1) apercu et en a bien compris le caractére. Pour Ruler,
la deseription de la forme d'un polytdre doit précéder Putilisation des

_mnesuras de ses ¢léments et ¢’est pourquoi il a pose son théoréme comme

théaréme fondamental. (Cest, pour lul comme pour nous, un théoréme
&’ Analysis gitus énumérative ; aussi a-t-il cherché 4 le démonirer par
des considérations indépendantes de foute propriété métrique, appar-
tenant bien & ce que nows appelons le domaine de PAralysis situs...

Aucun de ceux qui ont quelque pen lu Buler, et qui ont été stupéfaits de
sa predigieuse virtuosité technigue, ne doutera un seul instant que si
Huler avait pensé & faire passer son théoréme au second plan et & le
déduire @’un de ses corollaires métriques, il n'y et facilement réussi. »

Lebesgue lui-méme a d’ailleurs écrit dans I'un deses cahiers (%) :

« Pourtant Kuler ne comprit pas le véritable intérét de la propo-
sitien, lequel ne pouvait élre mis en évidence que par celui qui, au lieu
de démontrer la. formule d’Fuler, montrerait qu’elle n'est pas toujours
vraie comme devait e faire Lhuilier en 1843. »

2.3. La démaonsiration de Legendre

Legendre publie en 1794 [56, p. 228-229] une irés ingénieuse
démonstration de notre proposition, dont voici Pidée principale :
on choisit & P'intérieur da polyédre convexe un point quelconque
et une sphére de rayon 1, centrée en ce point ; puis on projette
le polyédre sur cette sphere chaque face se transEormant en un
polygone sphérique ; on sait que I'aire d’une telle figure s’exprime
par la relation :

A== 2 954.3 w“T{:(n T 2) (3)
i=1.

Diaprés les hypothéses faites sur le polyedre, la surface est
recouverte sans duplicature, ni lacune, et, comme Paire de la
réunion des polygones sphériques est égale & celle de la sphére,
01 & !

f
4= 2 ( 2 oy — m{n; — 2)) = 2me — 2k - 2mf,

F=1 i=1

d’ott on tire la relation d'Euler.

() Tl g’agit bien entendu du théorbme d'Euler.
%) Le Pr Francois Chatelet, qui s'occupe de la publication des ceuvres
de Lebesgue, nous a obhﬂ“camment prété des cahiers ayant appartenu 4
Piilustre mathématicien.
{*) o == angle n° i du polygone sphérique ne J.
n; nombre de ediés du polygone n° i,

I!i
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On pent formuler différentes remarques sur cette démons-
tration :

1) Bien que rigoureuse, elle ne s'applique pas aux polyadres
non convexes ; Legendre Pindique d’ailleurs 4 la suite des défi-
nitions du Livre VI de ges Elémenls de géomélrie ; il n'a done pas
démontré le théoréme d’Euler, mais I'un de ses cas particulers.

1!l serait cependant faux de croire, avec Ernest de Jonquiéres,
[47, p. 315}, gue « son principe s'oppose & ce qu'elle regoive
Pextension que rendrait néecessaire son application A Pénoncé
complet d'Huler », car, ainsi gue I'a démoniré Lebesgue [45 b,
p. 326}, une légére modification du raisonnement de Legendre
permel d'obtenir V'énoncé d’Buler dans toute sa généralits.

Lebesgue a encore établi (1) que celte démonstration peut
s'étendre au cas de 'hyperespace, ¢'est-d-dire 4 celte généralisa-
tion du théoréme d'Huler qui porte le nom de Poincaré.

2) Ne miettant en jeu que des élémentis étrangers au théo-
réme, la démonstration de Legendre est artificielle ; elle est
comme due au bhasard. A ce propos voicl une remarque de
Lebesgue [55 b, p. 319] :

« Legendre ne s’est jamals proposé de démontrer le théoréme
d’Euler, mais ayant béti & une occasion quelconque des considérations
veisines de celles qui figurent dans sa démonstration, il s’est apercu
quit avait les éléments nécessaires & cette démonstration. »

Une démonstration en tout point analogue 4 celie de Legendre
se trouve chez Meyer Hirsch [43] ; il semble cepeandant que celui-ci
alt simplement tradait le texte de celui-la.

2.4. Poinsol, le théoréme d’Euler,
la géoméirie de situation

Le 24 juillet 1809, Poinsot lit & I Institut un mémoire intituié”

Sur les polygones el les polyédres (73 a] (?) dont Fintérét pour
notre sujet réside :

1) Dang Pintroduction, oit il retrace les quelques points
connus de I'histoire de la géométrie de siluation, qu'il caractérise
comme s’occupant « moing de la grandeur et de la proportion des
figures, que de 'ordre et de la situation des divers éléments qui
les composent » 1l y indique aussi qu’il faut distinguer soigneu-

(*} II a indiqué cetle démonstration dans un cours inédit donné au
Coilége de France en 1922-1923. On en retrouve la trace daus les cahiers
dont nous avons parié &4 la note 2, p. 19.

{3) 11 y tirsite essentiellement des polyddres de l'espéce supérieure,
qu'on nomme aussi polyédres éloiléa.
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sement cette « géométrie de situation » de la « géomeétrie de
position » de Carnot.

2) Dans UAddition & Particle des polyédres {73 a, p. 46], ou
il cite le théoréme d'Buler et la démonstration de Legendre.
A cette occasion, il écrit :

« Je ferai d’abord observer que DPéquation précédente n’a pas
seulement leu pour les solides convexes ordinaires, ¢’est-A-dire pour
ceux dont la surface ne peut étre coupée par une droile en plus de deux
points : elle subsiste encore pour tout poiyédre qui a des angles solides
rentrants, pourvu quon pusse trouver, dans Uintérieur du solide, un
point qui soit Ie centre d’une sphére telle que, les faces du solide y étant
projelées par des lignes menées au centre, il v’y alt sur la sphére aucuns
duplicature de ces prcqectmns Ce qui convient, comme on voit, &
une infinité de polyddres & angles solides rentrants... » |

« Dans les nouveaux solides que nous avons considérés, les projec-
tions sur Ia sphére s’y recouvrent mutuellement plusieurs fols; mais
comume cela est uniforme dans toute I'étendue de la surface, il en résulle
¢galement une équation générale entre les trois nombres §, I ot 4. »

Pour ces polyédres, Poinsot obtient : 28 - H = A + 3.2.
Curieusement, Poinsot n'a pas regardé le théoréme d'Euler
comme une proposition ressorlissant a la géométrie de situation,
alors qu'il y a rattaché le probléme des ponts de Keam%berg

(73 a, p. 17].

2.5, La généralisation de Cauchy

Au point de vue qui nous intéresse ici, le mémoire de Cau-
chy, intitulé Recherches sur les polyidres et lu & I'Institat en
février 1811 [16], s'articule selon Ie plan suivant :

1) Deux démonsbrations de la relation e—hk -+ f=1 (}
pour un réseau de polygones.

2) Application de celle-ci & la démonstration du théoréme
d'Euler.

3) Démonstration de e-—k + f—r =1, oi r est le nombre
d'espaces.

A) Premitre démonstration de e —Fk 4 f = 1.

« Décomposons chacun des polygones en triangles... 8oit n le nombre
des diagonales tracées dans les différents polygones, f + n sera le
nombre des triangles résultant de la décomposition des polygenes, el
k o n sera le nombre des cotés de ces triangles. Bupposons maintenant
que I'on enldve successivement les différents triangles, de maniére &

{4y Nous utilisons la notation introduite 4 la p. 9.
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n'en laisser subsister qu'un seul, en commencant par ceux gui avoi-
sinent le contour extérienr, soient A" le nombre des triangles qui ont un
¢Oté compris dans le contour extérieur et A" le nombre des triangles qui
ont alors deux cdtés compris dans le méme contour. »

On a:

Nombre de triangles restants @ f +n— (K + B 1 n
-— ootés — bt n—{(h' 4 2R == 3 (2)
— sommets -~ e-—n =3 (3)

et (1) +(2)—@3) : e—k+f=1

La faiblesse de ce raisonnement se situe aux niveanx suivants :

1} Cauchy admet gue chaque diagonale donne naissance &
une nouvelle région du plan, assertion fausse lorsque Vensemble
n'est pas 4 connexion simple.

2} Cauchy élimine les différents triangles « de maniére &
n'en laisser subsister qu'un geul »; or, la situation illustrée par
la figure 4 enseigne gqu'une telle élimination peut conduire a
plusieurs triangles : .

4
3
0] 5 2
7 & 1
8
g
- Fuo, 4

sl on enléve les triangles dans l'ordre indiqué, il reste, aprés
Pablation du n® 8, deux triangles n'ayant aucun élément commun ;
il faundrait done monbrer qu'il existe foujours un ordre de
décomposition aboutissant & un seul triangle.

B) Deuxiéme démonstration de e -k 4 f = 1. La deuxidme
démonstration est suiette aux mémes critiques ; nous la laisserons
de coOté. —

C) Démonstration du théoréme d Euler. A partir de la relation
précédente, Gauclryy démontre le théoréme d’Euler comme suit :
si de la surface du polyédre on supprime une des faces, les faces
restantes, dont le nombre est f — 1, forment une suite de poly-
gones renfermés dans le contour de la face enlevée, et par suite
les nombres e, I, f — I doivent satisfaire & la formule de Cauchy.

On objectera & cette démonstration que tout polyédre ne

1;.,,
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peut pas étre envisagé comme formé par une suite de polygones
renfermés dans le contour d'une face librement choisie, ainsi
gque Gauchy Uadmet.

Nous ne voudrions pas quitter le domaine des critiques dont
ce taisonnement est passible sans citer ces quelques lignes de
J. Hadamard {39 b, p. 317 :

« Je congidére comme un des faits les plus remarquables de Phistoire
de la science, Perreur qu’a eommise Cauchy en croyant démontrer le
théoréme d’Euler sans introduire aucuns hypothése sur la nature du
polyédre étudié. Clest en effet un principe d’une importance primordiale
oui lui a ainsi échappé et qu'il 4 Iaissé 4 Riemann le soin de découvrir ;
le role fondamental de Panalysis situs en mathémaligues » (¥).

D} Démonslration de e—Fk + f—r = 1.

« Bupposons les divers polyddres réunis successivement autour de
l'un d’eux pris & volents, soient &', f, ¢, le nombre d’arétes, de faces et
de sommels de ce premier polyédre ; k", ¢, §, les nombres d’arétes, de
sommets et de faces du 2¢ pelysdre qui ne sont pas communs an pre-
mier... Vous aurez, en vertu du théoréme d’Euler :

e f =k 42 : {
elf + f” — k/! + 1 (2)
e JEr2 Ly

AR S S A | {

«En ajountant ces dquations, qui sont au nombre de 7, ef observant que :

& e .. =
e+ =
ok 4=k

onavrae -+ f=k+r-+1.»

Fic. 5

{1} Voir aussi p. 65.

Jo-Co PONT

=)
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Les équations (2), (3} ebe., indiquent que l'expression
¢ - Ik - f — r reste constante lors de I'adjonetion d'un nouveau
polyédre. Or ceci n'est pas toujours vrai; ainsi, dans la figure
suivante (fig. 5), la mise en place du polyédre n® 4 doane : varia-
tion de k == 4, variation de e =0, variation de f=12 et
variation de r = 1, d’ou V'on tire :

variation de e—k - f—pr=—1.

Le nombre d'équations est égal & », mais la variation de
e~k -+ f—r mest pas nulle, ce qui empéche de conclure.

2.6. Lhuilier et les solides palhologiques

Le mémoire qui va nous occuper est di au mathématicien
genevois Simon Lhuilier (1750-1840) et a été publié dans les
Annales de Mathématiques {59 o} en 1813 (1); son rédacteur et fon-
dateur, Gergonne, avait la détestable habitude de publier, des
travaux qu’on Ini soumettait, les seules parties qui Vintéressaient.
il mélait en outre au texte original des commentaires de son cru,
sans toujours indiquer ; aussine s’étonnera-i-on pas de rencontrer
dans ce paragraphe les noms de Gergonne et Lhuilier.

2.6.1. Ce mémoire comprend deux parties distinctes et d’iné-
gale importance pour I'histoire de I'analysis sifus.

« Dans une premiére, auteur ge propose de démontrer le théoréme
d"Fuler, d’une maniére qui lui est propre ; son but, dans ta geconde, est
d’indiguer les diverses sortes d’exceptions auxquelles ce théoréme est
sujot » [69 a, p. 172].

Nous commencerons par esguisser cetbe démonstration, qui
s'appligue d'ailleurs exclusivement aux polyédres convexes
Lhuilier établit en premier Hen que Pénoncé d’Euler est vérifié
pour toute pyramide ; il montre ensuile que :

« 8i deux polyédres sont tels gue, dans chacun, le nombre de faces,
plus lo nombre des angles solides surpasge de deux unités la nombre
des ardtes ; et si, en méme temps, ces deux polyddres ont une face egale
par laguelle ils puissent dtre appliqués I'vn & P'awlre ; dans le polyédre
résultant de leur réunion, la somme du nombre des faces el du nombre
des angles solides surpassera ainsi de deux unités le nombre des avéies»
(68 a, p. 172].

11 suffit alors de décomposer chaque polyédre en pyramides,
4 partir d’'un peint quelconque de son intérieur.

{(*} Voir aussi [59 b].

LES PRECURSEURS 95

L’intérét de cette démonstration réside dans l'application
faite par Gergonne au cas de deux dimensions. Le méme raison-
nement lui permet en effet de montrer que la somme des angles
d'un polygone, comvexe ou non, vaut « deux angles droits pris
autant de fois moins deux que le polygone a de cotés » Il remarque
encore que nuile part en géométrie plane on n’a donné une démons-
tration correcte de cette proposition,

A ce propos Gergonne écrit :

« T démonsiration qu'on en donne commuonément suppose que le
polyvgone est convese ou gue du moins il existe quelque point, dans son
intéricur, par lequel il est impossible de faire passer une droife qui
renconktre son périmétre en plus de deux points » [§8 ¢, p. 174].

Il note ensuite, et ceci est intéressant :

« Cette conséquence, et le principe d’ol elle dérive, ne sonl vrais,
au surplus, gu'autant que le polygone est terminé par une seule ligne
continue. On ne pourrait Pappliquer, par exemple, au polygone annu-
laire ou couronne polygonale, c’est-a-dire & Pespace plan compris entre
deux polygones décrits Pun dans Pautre » [59 a, p. 176].

Cette constatation 'améne 4 la proposition

« Eu général, un espace plan peut étre compris entre n polygones,
extérieurs Ies uns aux aufres, et un polygone qui les renferme fous.
8i M est le nombre total des lignes droites qui terminent cet espace, Ia
somme de ses angles intérieurs sera 2[4 + 2{n ~— 1} 90}. »

Gergonne introduit ici un type de polygones gui n'étaient
pas considérés par les géomdires classiques, et que la topologie
va metire 4 la mode. De plus, il explicite Vinfluence du nombre de
frontiéres sur la somme des angles du polygone, et suggére, gu’a
nombre égal de cobés, elle sert de critére de classification. Ce
principe de classification est, & Lout prendre, Uanalogue bidimen-
sionnel de celui déduit de la formule de Gauss-Bonnet, et dont
Pexpression mathématique est :

If, &40 = ax1—p)

ot F est une surface fermée orientable de genre p et K la cour-
bure de Gauss.

‘26‘2 Venons-en & la partie essentielle du mémoire de
Lhuilier ; il se propose d'établir
¢ que la @hé(}z‘én’;e d’Euler souffre des exceptions nombreuses, et qi'il
n’gst vrad, d’}me maniére générale, que pour les polyédres qui n'ont
peint de parties rentrantes, soit quant avx angles plans qui forment les
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angles solides, soit quant aux angles diédres ou aux inclinaisons de leurs
faces... Ces polyédres sont, & la veérité, ceux gu'on a coutume de consi-
dérer principalement dans les éléments. Cependant la définition des
polyédres, suivant laquelle ils sont des solides terminés de toutes parts,
par des figures planes n’exclut point les polyedres a partles rentrantes.
A moins donc qu’on avertisse {ainsi que le fait Legendre}, qu’on 8’occupe
exclusivement des premiers polyédres, on s’expose & donner comme
générales des conclusions qui ne sont applicables qu’au point de vue
particufier sous lequel on a envisagé le sujet dont on s’occupe » [64 4,
p. 172}

Lhuilier répartit les exceptions en trois classes .

1) Le polyedre posséde une cavité, dont il admet implicite-
ment qu'elle vérifie [a relation d'Euler ; il montre que dans ce
cas e—k 4 f =4

Plus généralement, un corps peut étre compris entre n sur-
faces fermées, extérieures les unes aux autres, et une surface
polysdre fermée qui les renferme toutes. Il obtient alors
¢k -t f = 2(n 41} (6% a, p. 184].

2} « La seconde sorte d’exception a lieu, lorsque le polyédre est
annulaire ; ¢’est-a-dire lorsque, étant d’ailleurs compris sous une surface
unique, il a une ouverture qui le traverse de part en part.

« Coneevant que Pon fasse & un tel anneau une section plane, en
supposant les deux faces de la section separées, qui la fasse rentrer dans
la classe des polyédres ordinaires... »

Lhuilier aboutit finalement & e— %k 4 f =0, ot & :
ek 4 f=—2n—1),

si le corps a n ouvertures,

Ces quelques lignes appellent deux remarques :

a) Le nombre n n'est autre que le demi-nombre de Betfi &
une dimension de la surface donnée (%), c¢’est-d-dire son genre.

bj Le procédé utilisé par Lhuilier pour faire entrer Ie polyédre
« dans la classe des polyddres ordinaires » est analogue & celui
qu'emploiecra Riemann quelque quarante ans plus tard sous le
nom de « Querschnitt » {voir p. 61).

3) Gergonne, qui commente le travail de Lhuilier, poursuit :

« J'avais depuis longtemps remarqué ces deux premidres sortes
d’exceptions ; mais M. Lhuilier est, je crois, le premier gqui ait fait
attention 4 la troisidme ; et elle devait d’autant pius facilement échapper
4 Pobservation des géométres, que les polyédres auxquels elle est rela-

(!} En effet, ¢ — & 4 f= —p' + 2 [82, p. 134 el 144}, C’est-A-dire
—Zn— 1) = - pt + 2= 2 = pl,
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tive ne paraissent pas différer essentiellement de ceux que I'on est dans
Iusage de considérer. Cette troisitme sorte d’exception a lieu, lorsque
guelgues-unes des faces du polyédre sont des polygones compris dans
Pexception qui a été développée plus haut ; comme, par excmple I'une
des faces du polyédre est une couronne polygonale ainsi qu’il arrive
lorsque le polyédre résulie de Uunion de deux autres polyédres, par deux
faces indgales, dont la plus pefite se frouve entiérement comprise dans
la pius grande. »

Dans le cas le plus général, ot I'une des faces du polyddre
est, comprise entre n polygones extérieurs les uns aux autres, et
ur: polygone qui les renferme tous, Lhuilier obtient Ia relation
e—k+f=n-+2

Il termine son mémoire en observant qu’on peut rencontrer
les trois sortes d’exceptions dans le méme polyédre :

« 8i i représente Ie nombre des ouvertures qui y sont pratiquées, de
part en part, et quenfin plusieurs faces soient bornées par des polygones
intérieurs au nombre de p, p’, p”... pour chacune d’elles, on aura :

e—k=—f+20—04+1 = +p +p"+ ...

et conséguemment la condition nécessaire et suffisante pour que le
pelyédre ne fasse pas exception au théoréme d’Fuler sera :

Wetp+p +p7+ .0 =205
[59 a, p. 188-189].

2.6.3. Nous avons laissé entendre, & la fin du paragra-
phe 2.2, que le théoréme d’Euler était pour son promoteur une
simple proposition de stéréométrie ; et, hien qu'il énoncét une
propriété fondamentale pour Pétude des polyédres, son incidence
sur Porientation de la pensée mathématique était quasi nulle,
En revanche, le mémoire de Lhuilier constitue, sous le double
aspect suivant, un événement important dans histoire des
mathématiques, D’abord, il sort la notion de corps solide du
cadre trop restreint dans lequel l'avait enfermé Ia gdométrie
classique ; de nouvelles formes, possédant des propriétés inconnues,
sont ainsi livrées & la réflexion mathemamque Ensuite, et c¢'est
peut-étre D'essentiel, avec la prise de conscience de l'erreur
contenue dans l'énoncé d’Euler, le mémoire en question apporte
les éléments « sans lesquels aucune démoustration véritable nefit
été possible. CVest 14, en effet, que Lhuilier montre qu’il convient
de préciser & quelles'associations de polygones on donne le nom
de polyédre et surtout c¢’est l& qu’est introduite la notion de
genre d'un polyédre » [55 a, p. 320-321].

Il convient de joindre 4 ¢e mémoire un iravail publié par
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Hessel 141 en 1832 et dont la portée est analogue & celle de la
publication de Lhuilier. Il y étudie la variation de l'expression
e —k - f, et montre qu'elle prend différentes valeurs suivant
le type de solide considéré.

Cest dans ce mémoire qu'apparait I'adjectif « eulérien » pour
les polyédres dont les éléments vérifient la relation d'Euler.

2.7. Le théoréme d'Euler d'aprés von Staud?

Lhuilier est dont le premier & observer que I'énoncé d'Huler
souffre de nombreuses exceptions. Il doit cependant se contenter
de décrire certatns cas « pathologiques », sans étre 4 méme de les
caractériser par une propriété 4 proprement parler géométrique.
Il faut attendre 1847 pour que toute la lumiére soit faite sur les
différences essentielles entre les polyédres eulériens et les autres.
Dans sa célébre Geomelfrie der Lage [86], Ch. von Staudi (1798-
1867) présente enfin le théoréme d’Euler muni d’hypothéses
correctes, De plus, ce texte contient une démonstration élégante

Fie. 6

et rigoureuse de la proposition qui nous occupe et que von Staudt
énonce comme suib : :

« Lorsgue 'on peut joindre chague sommel d’in polyédre & tout
autre par une ligne formée d’arétes, et lorsque sa surface est partagée
cn deux parties par toute ligne fermée composée d’arétes passant an
plus une fois par un méme sommet, e nombre ¢ des sommets plus lo
nombre f des faces est égal au nombre k des arétes moins 2.»

En langage moderne — et sans modifier la pensée de I'au-
teur — on peut présenter’la démonstration de von Staudt de la
maniére suivante : considérons le complexe K formé par'ensemble

HOopTaRrT
ELUI‘:.LJ i
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des & arétes, e sommets et f faces d'un polyédre. Ii est Loujours
possible de trouver un sous-complexe Ble', k') tel que B est un
arbre eb e =¢. On a ¢ —k == 1 (1). Construisons ensuite un
complexe analogue B’(e”’, k') ne eoupant pas le complexe B et
dent les sommels sont, des points pris arbitrairement dans chaque
face. On a done e == § et €’ K" = [ k" == 1 (2). D'autre
parb, k' - k&' =k (3). En additionnant {1) et 2} et en faisant
usage de (3), il vient e — (k' + K )+ f=e—k+f=2

Pour terminer ce paragraphe disons que la démonstration de
von Staudt, qui appartient 4 la théorie des graphes, utilise sans
justification les propositions : a) tout graphe simplement
connexe contient un arbre qui a pour sommets tous les sommets
du graphe (1}; et b) dans chaque arbre, le nombre des sommets
surpasse d'une unité le nombre des arétes. Dans la scconde
hypothése, von Staudt définit pratiquement la notion de polyédre
4 connexion simple.

2.8. La généralisalion de Schldfl

On ne saurait clore ce chapitre sans parler dan mémoire
dont l'intérét pour les mathématiques est exceptionnel, et qui
aurait di valoir & son auteur, Ludwig Schlafli {1814-1895), une
des toutes premitres places dans le monde mabthématique de
T'époque. )

Le jugement de P. H. Schoule en dit assez sur ce sujet
113, p. 121 :

¢ Ce mémoire dépasse, en valeur scientifique, une bonne partie de
ce qui & paru jusqu'a présent dans le domaine de la géométrie multi-
dimensionnelle. »

Puis il déplore le destin de Schlafli :

« Ainsi, il éprouvale profond chagrin de ne pas peuvoir faire connaitre
au monde le fruit de ses études les plus profondes, Iut qui était en avance
sur son lemps. »

4

Malheureusement, seuls certains extraits en ont pu 8fre
publiés du vivant de son auteur {80 a et 80&].

Avant de dire quelques mots de ce travail, indiquons-en les
tribulations : écrit en 1850-1861, il est envoyé a 1'Académie
impériale des Sciences de Vienne afin d'y étre imprimé ; cepen-
dant, cette institution renonce & prendre en charge cet ouvrage,

‘eu égard aux dimensions inusitées du mémoire. Devant ce refus,

Steiner insiste auprés de Schlifli pour qu'il tente d’en faire

{1} Voir aussi p. 165,
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paraitre au moins des fragments (1. Enfin Schlifli se décide 2
envoyer son travail au Journal de Crelle, ot il semble recevoir
un acoueil favorable ; toutefois, alors que U'affaire parail en bonne
voie, on change d'avis & Berlin, et le mémoire retourne 4 Berne.
Ce n'est qu’en 1901, soit six ans aprés la mort de son auteur,
que Vielfache Confinuildf est éditée sous Ies auspices de la Société
helvétique des Sciences naturelles [80 ¢].

Dans une lettre au secrétaire de 'Académie des Sciences de
Vienne [37, p. 83, lettre de décembre 18517, Schlafli présente son
travail comme suit :

« Le mémoire, que j’ai 'honneur de soumetifre & I’Académie impsé-
riale des Scisnces, contient une tentative visant 4 fonder et 4 développer
un nouvean ramean de I"analyse, qui soit en méme temps une géomeétrie
analytigque & n dimensions, contenant comme cas particulier la géométrie
analytique 4 2 et 3 dimensions... Comme 1a géométrie ordinaire peut
étre nommeée théorie d'un continu trois fois étendu, j’ai nommé ma
théorie, théorie d’un continu multiplement étendu. »

Dans ce volumineux article, un passage nous intéresse spéeia-
fement ; il concerne une proposition que Schlafli démontre, ot
qui egt une généralisation du théoréme d'Huler. Nous citerons
directement la traduction dennée par 'avteur en 1855 (80 ] :

« Dans eette partie générale, je ne ferai qu’énoncer ici un théoréme
semblable & celui d’BEuler sur les polyédres dans Pespace.

« Boient a4, 4y, ..., @,_y respectivernent les nombres des sommets,
des ebtés et arétes des polygones plans, etc., des derniers périchémes
du polychéme linéaire en question, et enfin soit a,, ou Punité qui eonvient
an véritable polychéme, tel que je Yai défini, ou zéro qui marque la
non-existence d’wn parsil polychéme, lorsque les derniers périchémes
ne faerment pas 1’éiendue d’ordre », mais bien constituent, pour ainsi
dire, une calotte ouverte par une seule lacune dont le bord est repré-
senté moyennant une intégrale brisée et continue d’ordre n — 2. Alors
on aura :

g~ &y -+ Gy —ay + a3 — ... | (;1)”“1&“*14— (— 1 ah = 1.

« La démonstration de ce théoréme général ne présente point de
difficultés. Je présume méme que M. Cauchy Pa déja donnée dans le
Journal de UEcole polytechnique, t. 9, cah. 16, p. 80 2 [16].

Nous ne nous attarderons pas sur la démonstration de
Schlifli ; bornons-nous & signaler qu’elle se batit selon le schéma
suivant :

Moyen : raizonnement par induction compléte.

(} ¢ ... aus der weltiiberstiirmenden erdewilzenden Abhandiung einen
Auszug zu machen » [37, p. 41, lettre du 15 octobre 1853].
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Premiére hypolhése de récurrence : le théoréme d'Huler est
¢tabli pour R, _,. _

Conclusion : le théordme est vrai pour R,.

Démonstration : selon le procédé de Cauchy {voir p. 22,
alinéa G),

Deuxiéme hypothése de récurrence : le théoréme est vrai
pour une association de & polytopes de R,.

Conclusion : le théoréme est vrai pour une association de
k 41 polytopes de R,.

Le travail de Schlafli fut ignoré durant fort longtemps;
aussi est-ce parfois & Stringham [88] que 'on {faif remonter cette
généralisation du théoréme d’Euler. Dans la période qui nous
occupe, on peut encore citer un travail de V. Eberhard intitulé
t7n théoréme de lopologie 1277 et dont Vessentiel traite du théo-
réme d'Buler dans le cas des variétés 4 n dimensions.

Remarque finale

Nous n'avions pas pour bui, en rédigeant ce chapitre, d’écrire
une histoire exhaustive du théoréme d'HEuler ; nous nous placions
plutdt dans ka perspective d’une histeire de la topologie.

Le lecteur désireux d'approfondir cette question trouvera
dans [12] et [20, p. B8 sq.] des renseignements bibliographiques
complémentaires.

§ 3. LB ROLE DU PRINCE DES MATHEMATICIENS

Gauss n’a pas consacré depublication & la topologie. Point
de formule, point de théoréme qui rappelie I'illustre nom. Gauss
eut pourtant sur le développement de cette diseipline une influence
congidérable, qui se manifeste sous diverses formes. Nous les
examinerons stceessivement au cours de ce paragraphe.

3.1. L'influence directe

Gauss est né en 1777. Eu égard 4 son comportement, on peut
ie rattacher aux savants du xvire siécle : il ne publie presque
pas, communique ses découvertes — quand il les communique —
par ses conversations et sa volumineuse correspondance. Il n’a
guere d’éléeves, tout au plus quelques disciples et collégues,
Lexamen de ses archives montre que c¢’est en 1794, soit au début
de ga carriére scientifique, que Gauss se lia d’amitié avec l'analysis
sifus. 11 'utilise pratiquement et sciemment quand, en 1799, il
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démontre le théoréme fondamental de I'algébre. On trouve dans
cette longue démonstration la phrase suivante :

« Dea plus, il déconle de ce raisonnement, qui appartient & la géomé-
trie de situation {*) dont les principes ne sont pas moins valables que
ceux de la géométrie des grandeurs... » (%),

il faut lire la démonstration originale de (auss pour se rendre
compte & quel degré de perfection il avait amené la théorie des
nombres complexes. Constamment guidé par elle, il ne lui a
cependant pas fait un appel direct, « car & cette époque il fallait
éviter toule ingérence des grandeurs imaginaires » (*). De natu-
relle et simple qu’elle est lorsgue Ton g’appuie sur la théorie des
nombres complexes [68, p. 69], cette démonstration devient
mystérieuse el compliquée aussitét que 'on prétend 4 n’en point
faire usage.

Conscient de ce que toute une science se cache derriére la
vague définition d'Buler, il ne se fit pas faute de mentionner
son existence dans ses conversations et dans sa correspondance.
Alnsi :

a) Dans une lettre & Olbers, datée du 21 novembre 1802,
Gauss écrit {33 d, p. 103, ou 10D, p. 67] (*) :

« ... il va sortir prochairement un ouvrage de Carnot, Gdométrie de
posttion (%), (ue j'attends avec une extréme curiosité. Ce sujet, pen
cultivé jusqu’ici — nous en devons les quelques rares esquisses & Buler
et 4 Vandermonde (%), un géoméire que jestime beauncenp — doit
ouvrir un champ nouveau et former un rameau trés intéressant de la
théorie des grandeurs. »

b) Dans une lettre du 30 octobre 1825 [33 6, p. 400, ou
10 b, p. 68}, Gauss renseigne son ami Schumacher sur les résultats
qu’il a obtenus en théorie des surfaces courbes, sujet qu'il tra-
vaillait depuis plusieurs années déja. On y trouve Uintéressante
observation suivante, qui révéls & quel point son auteur awvait

{1) Geomeirie der Lage dans le iexte.

. (*) Le raisonnement dont il est gquestion n’offre pas d’intérét par lui-
méme.

(®) Relevons a ce propoes que Gauss, corame il V'indique par ailieurs,
n'avait pas encore résolu le « probldme métaphysique » posé par la théorie
des nombres complexes.

(%) Presque tous les renseignements d’ordre bibliographique de ce chapitre
sont tirés de Pouvrage de Sticker {10 b]. Signalons en passant que celui-¢i
se trompe sur la date de eette letire ; elle ne date en effet pas du 12-10-1802
mais du 21-11-1802.

(3 Ce livre, paru en 1803, n’a pas de rapport avec la topologie,

(8} Les Remargues sur, les problémes de sifualion {1771) de VANDER-
MonDE [91] traitent du probléme de la marche du cavalier aux échecs qui
avait &ié résolu par Euler en 1759, ‘
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saigl 'utilité de la topologie pour 1'étude des surfaces, et aussi
que fe génie est une longue patience :

« On doit suivre l’arbre jusque dans ses derniéres racines, et la
plupart d’entre elles me cotitent de pénibles efforts, qui parfols s”élendent
sur des semaines. Ceriaines appartiennent d’ailleurs & 1a geometria situs,
un domaine presqgue cemplétement inexploré. »

¢} Dans l'excellente biographie de Gauss, que I'on doit &
Sartorius von Waltershausen, on frouve ce passage [93, p. 881 :

v 11 {Gauss] plagait une espérance exiraordinaire dans le dévelop-
pement de la geometria situs, un domaine encore complétement inexploré
que notre caloul actnel est inapte & gouverner. »

d) Cest A linstigation de Gauss que Listing éecrit ses deux
premiers mémoires qui, sans renfermer de découvertes capitales,
n’en sont pas moins d’'une grande kpportance pour enalysis
situs. On peul conjecturer que c’est aussi par lintermédiaire de
Gauss que Mobius aborde Uétude de la topologie, bien qu'il soit
difficile de Taffirmer de fagon péremptoire. Nous reviendrons
plus tard sur cette question.

3.2, L'influence indirecle

Plus implicite, mais non moins efficace, fut 'mfluence de
certains écrits de Gauss. Sans s'occuper & proprement parler de
topologie, ceux-ci contiennent des idées générales nécessaires A
son développement.

A cet égard, on doit avant toutes choses citer les célébres
Disquisitiones de 1827 (33 f ou 33 ], '

a) « De méme qu’en imaginant par le centre de notre sphére auxi-
liaire des droites respectivement paralléles A chacune des normales d’une
surface courbe, & chaque point déterminé de la deuxiéme surface vient
correspondre un point déterminé de la premiére ; de la méme maniére,
toute ligne ou toute figure tracée sur la surface sera représentée par une
ligne ou par une figure tracée sur la surface sphérigue. Dans la compa-
raison des deux figures qui se ¢orrespondent ainsi, et dont T'une sera
comme 'image de Pautre, on paut se plagser & deux points de vue : on
peut avoir égard seulement aux quantités; ou bien ne s’occuper que
des relations de position, abstraction faite des relations de guantité »
{art. B).

b} Dans le méme article, Gauss introduit la curvalura inlegra,
Aont on sait intérét pour notre science. Nous en reparlerons au
chapitre consacré & W. Dyck (voir p. 151). -




34 LA TOPOLOGIE ALGEBRIQUE

¢) Htermine cet article par la remarque suivante, & laquelle
la traduction allemande a attribué une portée qu’elle ne semble
pas aveir dans le texte original :

« Au surplus, nous croyons devoir réserver pour une aubre occasion
des.exphcahons plus amplement développées, concernant les figures
envisagées au point de vue le plus général. »

Du texte latin original :

« Attamen uberiorem hujus argumenii de figuris peneralissime
conceplis expositionem ad aliam occeasionem nobis reservare debe-
mus » {33 f1.

A. Wangerin donne la traduction suivante ;

« Indessen miissen wir die weitere Erdrierung dieses Gegenstandes,
der die allgemeinste Auffassung von Figuren heirifft, uns eine andere
Gelegenheit vorbehalten » [33 F7],

¢’est-b-dire : « Nous croyons devolr réserver pour une autre oceasion
des explications plus amplement développées sur cette matidre qui
{¢’est-a-dire lagquelle matiére} concerne la fagon la plus générale d’envi-
sager les figures, »

Cette version fait done dire & Gauss que la curvatura inlegra
et les considérations qui s’y rapportent contiennent des propriétés
beaucoup plus générales que celles habituellement étudiées en
géométrie différentielle. Il ne semble pas que cette prophétie se
trouve dans la version originale.

d) « Les considérations que nous venons d’exposer se lient & un
mode particulier d’envisager les surfaces, qui nous parail digne au
plus haut point d’occuper les géométres. En effet, si 'on considére la
surface non comme la limite d’an solide, mais bien comme un solide
flexible et inextensible, dent une dimension est censée §’6vanouir, les
propriétés de la surface dépendent en partie de la forme particuliére
gu’elle peut prendre, par suite d’une flexion telle qu'on voudra, ei
seront en partie absolues et invariables, quelle que soit cetie forme.
('est & cette derniére sorte de propriété, dont Pétude ouvre 4 la géoms-
trie un champ nouveau et trds vaste, que se rapportent la mesure de
la courbure et la courbure totale, dans le sens que nous donnons 4 ces
expressions... » {art. 13).

A la fin de larticle 12, Gauss énonce son célébre fheorema
egregium :

« Si une surface courbe est appliguée sur une autre surface courbe
quelconque, la mesure de la courbure en chague point reste invariable,

« Par suite, la courbure intégrale d’une portion finie quelconque
de la surface ne ¢hangera pas. » :
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Jointes au texte précédent, ces derniéres lignes attirent
I'attention sur les déformations isométriques et leurs invariants.
Cette étape nécessaire préfigure et annonce 1'ébude plus générale
des déformations topologiques. Le probléme mis 4 Ia mode par
ce travail de Gauss va intéresser de nombreux chercheurs (1).
(’est assurément en voulant le généraliser que Jordan a éerit
le premier de ses mémoires topologiques de 1866 (voir p. 112).

De plus, Yusage assez fréquent qu'il fait de l'idée d’appli-
cation d'une surface sur une autre, telle que « & tout point de la
prermiére corresponde un point bien déterminé de la seconde »
(art, 12), allait contribuer 4 faire de ce concept I'une des clels de
la mathématique contemporaine {voir ia remarque de Clifford,
p. 121). Gauss a réussi & s'élever bien au-dessus du cas parti-
culier que constitue Papplication isométrique qui est au centre
du mémoire dont nous venons de parler. Ainsi, dans une lettre
4 Hansen {10 b, p. 110] datée du 11 décembre 1825, on trouve ces
lignes remarquables :

« Vous avez entidrement raison de prétendre que dans toutes les
constructions de caries, la similitude dans les plus petites parties
constitue la condition essentielle, que Pon ne peut négliger que dans des
circonstances tout & fait spéciales. Il serait d’ailleurs utile de créer une
dénomination propre awx représentations qui remplissent cette condi-
tion. Hn outre, dlles ne sont que des cas particuliers de la représentation
la plus générale d'une surface sur une autre qui & chague point de Uune
fait correspondre un point de Pautre, et coel d’une facon continue » (%)

Toujours dans le domaine des idées générales, il faul men-
tionner le concept d’espace & n dimensions, que Gauss est assu-
rément le premier 4 définir et & utiliser (*), Nous citerons un texte
tiré d'un cours de Gauss sur les moindres carrés [33 ¢, p. 469]
et retrouvé dans les notes de A. Ritter (#) :

« Les choses se passent différemuent lorsque certaines contraintes
e peuvent s’exprimer que par des inéquations de la forme f{&,n,¢) 2 0...
Avec Paide de chacune des équations de contrainte, on peut éliminer
une variable de la fonction Z. 8i nous appelons « espace analytique & NV
dimensions » Pensemble de foutes les valeurs de celle-ci, alors chaque
&quation aura pour effet de diminuer d’une unité la dimension de Iespace

{*) Ce probléms, qui a servi de théme au Grand Prix de PAcadémie des
Sciences de Paris pour Pannée 1859, a 6t¢ notamment traité par Bour,
Bonuet, Codazzi.

(%) {'est nous qui soulignons.

(3 On peut affirmer gue Gauss était en possession de ce econcept
avani 1816 [332 ¢, p. 481].

{4) Ce texte a 6té repris dans la dissertation qu’il a effectude sous la
direclion de Gauss, et gu'il & publiée en 1853 [79].
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analytique de Ia fonction Z. Chague inéquation, en revanche, restreint
le demaine de variation, sans dimdinuer le nombre de dimensions ; elle
partage tout I'espace analytique de la fonetion en deux parties, dont
T'une est & considérer comme possible et lautre comme impossible. »

3.3. Les découverles de Gauss

L’étude des manuscrits de Gauss témoigne qu’il a lui-méme
traité de sujets topologiques.

Il s’agit d’abord du probléme des nceuds, qu'il a envisagé 3
plusieurs reprises au cours de sa carriére. On trouve dans ses
papiers, outre quelques dessins de nceuds datant de 1794 ot portant
le titre A collection of knots, deux études intitulées Zur Geomelria
situs et Zur Geomelrie der Lage fiir zwei Raumdimensionen consa-
crées exclusivement & ce genre de questions [33 b, p. 268),

Ensuite, on doit signaler un texte du 22 janvier 1833 retrouvé
dans I'un de ses cahiers d’électrodynamique et souvent cité depuis
que Maxwell 'a publié [65 b, p. 43 ou 65 &', p. 47] :

« De la geometria situs, que Leibniz a pressentie, et dang laquelle
seuls quelques géomeétres (Buler, Vandermonds] ont jeté un faible
regard, nous ne savons, aprés cent cinquante ans, guére plus que rien.

« Un probléme fondamental se situant & Ia limite de la geometria
situs et de la geometric magnitudinis consiste 4 déterminer 1o nombre
d’enlacements de deux courbes fermées ou infinies.

« Bolent z, y, z, respectivement «/, v, 2, les coordonnées d’un point
appartenant A la premiére, respectivement 4 la deuxidme courbe, of

(o' — ) (dy d2’ —ds dy'} + (' —y) {dzs de’ —dz dz’)

J:{ G (g —z} (de dy —dy da) {

[ —2)® - ly" —y)? + (&7 — g2 Pin '
alors cette intégrale étendue aux deux lignes est égale & 4mm ot m
représente le nombre d’enlacements, On obtient la méme valeur lorsque
Ies deux lignes sont interchangées. »

’

(2

On reconnait dans ces lignes I'embryon de la théorie de la
caractéristique de Kronecker, dont nous aurons a reparier au
chapibre consacré & Dyck (voir p. 151).

Le passage suivant d’une lettre de Mobius 4 Gauss 110 b,
p. 69], datée du 2 février 1847, fait voir que le Prince des Mathé-
maticiens était allé fort loin dans cette étude :

« IV’aprés ce que m’a dit W. Weber, vous envisagez depuis plusieurs
années un ouvrage traiant de tous les enlacements possibles d’un 3,
cecl comme infroduction ou comme préparation & la théorie deg courants
dlectriques et magnétiques. Ne peut-on pas espérer la parution prochaine
de ce traité ? L’accomplissement de ce veeu me comblerait, comme
d’ailleurs il comblerait d’autres persenues. »
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‘Nous examinerons, pour {erminer, un intéressant texte écrit
par Gauss aux environs de 1840 [33d, p. 4:07-4'10]' {13, e,t que
on peuf, considérer comme une ébauche de la théorie de-l'ordre
de connexion. Gauss commence par quelques définitions : il
nomme zug une suite continue de nombres complexes, et sc’ht‘chf
un enzemble de nembres complexes contenus dans une région
limitée par un ou plusieurs zug fermés. « Dans ce dernier cas,
I'un des zug forme la séparation d’avec le domaine infini, les
autres servant & exclure de U'intérieur un ou plusieurs schicht. »
Puis les deux sens de parcours d'une figure sont définis 'un
comme laissant la surface constamment & gauche, laubre la
iaissant constamment A droite, Ainsi, dans la figure suivante
« Z et z forment la frontiére compléte du schichl connexe (3} X, »

-

Tic. 7

Ensuite il énonce le théoréme :

« Un schicht & limité par 2 ou plusieurs {n) zug fermés peut étre
partagé en antant de sehicht parliels, chacun ayant un seul zug pour
frontiére. »

La démonstration qui suit cet énoncé, outre son _inté_rét topo-
logique, donne une idée de la rigucur que Gauss exigeait. A'un‘e
époque ot Pon ne parlait pas encore d’axiomatique, il étail
difficile d’étre plus préeis.

Voici cette démonstration :

« Il suffira, pour démeontrer ce théoréme, d'établir que Z est déeﬁ,z.n—
posalble en deux nouveaux schicht X' et X7, de telle fagon qu’ils

(*} Pour plus de précision sur cette date, voir [1€ a, p. 89].
(%) Zusammenhdngend.
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sotent limités respectivement par 41 et par n -1 zug. Sotent Z ot z
2 zug frontitres différents, §" = C"¢" et § = Ce 2 autres zug tels que (1) :
WG, eZete,dez; 2N =, 8)leschicht dont CC ¢ cC
est frontiére appartient complétement 4 Z. On se persuadera de la
possibilité de réaliser ces différentes conditions en observant que, par
suite de la continuité de =, Z ot z peuvent étre reliés par un zug Ce
entiérement situé dans =, et qu'en cas de bescin il est possible de
ehelsir € ¢ aussi prés que l'on voudra de Ce. Lie schickt dont CC7 ¢ eC
est la frontiére peut jouer le role choisi powr &7 ; si on appelle ensuite
X" le schicht obtenu en retranchant £’ de X, on peut écrire (%) :

RAS” = RA% — (7 + 2 + Cec”’ ¢ €' € ¢,

ot ¢ et ¢ sont des points appartenant respectivement & 5-— cc¢” et
aZ—CC.

« On peut encore montrer que T forme bien un sehicht continu
ot d'un seul tenant ; je ne le ferai pas, en partie parce gue cela exigerait
quelques autres considérations, et en partie parce que, pour notre but
actuel, il est suffisant de savoir que B est un schicht d’un seul tenant,
dont e nombre de frontiéres est n —1.

« On remarguera, de plus, gue la somme des zug frontiéres de ¢
et de X" se compose des sug de X ainsi que des zug € ot ', chacun par-
couru deux fois. On voit cspendant que { & Rd X’ et { & Rd T seront
de sens contraire, ce qui vaul aussi pour ¢’ {3}. Lorsqu’un méme zug
est parcouru une fois dans un sens et une fois dans Pautre, on peut
regarder ces deux parcours comme s8 défruisant mutuellement of
considérer gue :

RBIZ =RdYE + RAZ". »

En topologie, comme ailleurs, Gauss a été bien en avanece sur
son temps ; malheureusement, fidéle & sa devise Paueca sed
malura (%}, il n'a rien publié sur le sujef.

(!} Nous neous sommes psrmis, afin de soulager un peu I'écriture, d'uti-
liger quelques notations modernes.

(*1" Rd pour ¢ frontiére de ».

(%) Gauss s’appuie icf sur des argurpents analytiques qui sont développés
aux pages 409 et 410 de 'opuscule cité.

{#) « Peu mais mur. »

J~Co PONT

DEUXIEME PARTIE

LES JEUNES ANNEES



CuAPITRE PREMIER

LES PREMIERS PAS
DANS LE MONDE :
I’(EUVRE DE J. B. LISTING

Ce chapitre est réservé & 'étude des travaux topologiques de
Johann Benediki Listing (1808-1882) intitulés Vorsfudien zur
Topologie {1847} [61 a] et Census rdumlicher Complexe oder Verall-
gemeinerung des FEuler’schen Salzes von den Polyedern (1861) [61 b].
L'entorse faite & 'ordre chronolegique — les travaux de Riemann
sont antérieurs au deuxiéme ouvrage de Listing — provient de
ce que le Census ... se rattache d'une fagon naturelle au dévelop-
pement du théoréme d’Euler. Cela est si vrai que nous avons
hésité & le placer & la fin du paragraphe 2 de la premiére partie.
Cependant, par I'esprit nouveau qui y régne, nous avons opté
pour le présent choix.

§ 1. FORMATION ET INFLUENCES

J. B. Listing arrive &4 Gotlingen en 1829, A partir de
Fhiver 1832, il devient Péléve assidu de Gauss. Durant cetie
période, ce dernisr entretient son jeune disciple de geomeiria silus,
comme le montre une lettre {*) que Listing écrit en avril 1836
4 'un de ses amis et ol apparait pour la premiére fois le mot
topologie. En voicl un extrait :

« Leibniz est probablement le premier 4 aveir pensé, mais seulement
4 avoir pensé, & son (?) développement théorique ; depuis cet auteur,
plus rien n’a été fait dans cetie direction. Le champ semblait trop vaste,
les difficultés trop grandes et la langue frop pauvre, Clest Gauss qui

1) Cette letlre se trouve parmi les papiers de Listing, conservés & la
Bibliothéque universitaire de Gittingen,
{(*) 1l s'agit bien entendu &analysis silus.
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m’incita & m'oceuper de ce domaine, lors de mes nombreux travaux
pratiques & I’observatoire de Gotiingen, Leibniz définissait cette science
comme ’étude de la connexion et des lois de la situation réciprogque des
corps dans V'espace, indépendamment des rapports de grandeur, qui
ressortissent & la géométrie ; il lui donna le nom d’enalysis situs. Comme
cependant le terme de géométrie ne peut décemment caractériser une
science d’out les notions de mesure et d’extension sont exclues, comme
en outre on a déja attribué la dénomination géométrie de position A
une autre discipline, et comme, finalement, nofre science n’existe pas
encore, je me servirai du nom, convenable me semble-t-il, de topelogie. »

Puis plus loin
« Une définition de la fopologie pourrait étre : étude des lois quali-

talives des relations de Heu. Cetfe science est susceptible, jen al la
conviction profonde, d’une méthode de recherche exacte, »

Voyons maintenant sous quelles influences Listing a donné
ses différents travaux. Ainsi que nous venons de le découvrir,
¢’est Gauss qui le fait nomuner, en 1839, professeur extraordinaire
de physique & Gottingen, Dés cette date, les deux homimes ont
de fréquents contacts, au cours desquels il leur arrive de parler
de topologie, comme le montre le journal de Listing (1). On est
en outre en droit de penser que Gauss eub 4 cceur de suivre,
sinon d’aider, le développement d'une science dont il est le par-
rain, si ce n'est le pére. Aussi, Uinfluence de Gauss sur le premier
travail topologique de Listing ne laisse-t-elle pas d'8tre impor-
tante. Il est en revanche difficile d’étre aussi catégorique dans le
cas de Census..., publié six ans aprés la mort de Gauss. Seul le texte
suivant pourrait nous le faire penser. Dans une courte auto-
biographie (#}, Listing écrit :

« La recherche des relations spatiales d’ordre medal (non guanti-
tatives), que Leibniz avait déjh définies, est depuis fort longtemps
Fobjet de mes préocoupations. J’ai publié, en partie a Vinstigation de
Causs, un essai sur cette discipline quasi mathématique ol tout resie
encore i faire, dans les Vorstudien sur Topologitll’espire pouvoir
publier prochainement d’antres études traitant de ces questions, »

Ce qui indique au moins que le projet de Census... était déja
élaboré du vivant de Gauss.

Le journal de Listing montre qu’il s’entretint de topologie
avec Dedekind (22 3ullleL 1856) et avec Dirichlet (25 juin 1858).
Une autre influence certaine est celle de Riemann. Il est en effet
gir que Listing eul connaissance des célébres mémoires de 1851

(1) Conservé & la Bibliothéque universitaire de Gétiingen.
{*) Nous avons retrouvé ce texte dans les paplers de Listing.
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et 1857 (voir p. 68 ff.}. Cest ainsi que 'on trouve dans les ébau-
ches du Census... les phrases :

« *) Vgl. Riemann : Lehrsatze aus der Analysis situs fiir die Theorie
der Integrale von zweigliedrigen vollstndigen Differentialen in Crelle’s
journal f.d.r.a. Math, Bd. 45 » et « die dortige dritte Figur als Beispiel
gegebene dreifachzusammenhingende d.h. zweifach cyclodische Figur »,

disposées comme si eIEes étaient destinées a servir de note au bas
d’une page.

D reste, il suffit de penser que Riemann travaillait, au
moment de la publication de sa thése, dans un séminaire dont
Listing ¢tait 'un des pairons.

Empressons-nous d’ajouter que ce qui précéde n’eniéve rien
4 loriginalité du travail de Listing. Nous pensons simplement
qu'il est toujours intéressant de connaitre le climat mathéma-
tique dans lequel une ceuvre voit le jour, étant bien entendu
que la vérité sort rarement tout armée de FPesprit d’un cher-
cheur ; bien au contraire, la pression du « courant de culture
mathématique » est prépondérante.

§ 2. LES ¢ VORSTUDIEN... »

Lintérét de cet ouvrage réside, en ce qui nous regarde, dans
le titre et dans lintroduction. Quant au développemen:, il
s’occupe de problémes de neeuds, sujel. que nous avons excla de
notre étude, ainsi que de questions rarement considérées aujour-
d’hui comme relevant de la topelogie.

Les Vorstudien... sont le premier ouvrage consacré nommé-
ment 4 la topologie ; ¢'est d’ailleurs ]& que ce terme fait son
apparition officielle. Dans les pages du début, Listing apporte
quelques précisions d’ordre historique sur Vandermonde ot
Leibniz. Il indique que Uenalysis situs, dont ce deranier avait
parlé, est fort d#érente de la science que lui, Listing, essaie de
définir et de caractériser aux pages 814-817 ; en voici U'essentiel .

« Lorsque Pon considére des formes spatiales, on peut se placer an
point de vue de la quantité ou & celui de la qualité (Modalitat), Aussi
variés que soient leurs méthodes et leur objet, les recherches de la
géométrie accordent, dans leurs déveleppements actuels, la priorité
4 la premidre catégorie ; aussi, la géométric a-t-elle de tout temps été
regardée comme une partie de la science des grandeurs, ainsi d’ailleurs
gque son nom indique. Le deuxiéme point de vue, celui de la qualité,
e’est-d-dire celut qui se rapporte aux guestions de position et d’ordre, ne
fut étudié en géomélrie que pour autant qu’il était possible de 'adapier
4 celui de la quantité, »
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Bt plus loin :

« 8i Pon fait abstraction des quelgues rares contributions dont nous
venons de parler (*), c’est de Pavenir que le ¢dté qualitatif de la géométrie
attendra son développement. L’étonnement que peut engendrer le fait
que rien ne s’est accompli dans ce domaine du saveir, depuis Vinstigation
de Leibniz, se tempérera peut-8tre si 'en songe aux roultiples difficultés
qus Uen rencontre lors de la mise sur pied de méthodes efficaces et
convenables permetfant de ramener Pintuition spatiale & des concepts,
et 4 Vinsuffisance de la langue. L'importance du sujet m’ayant eié
signalée A maintes occasions par le plus grand géometre de notre épogue,
je me snis essayé depuis longtemps a lanalyse de certainscas quirelédvent
de notre seience, '

« Qu'il me soit permis d’uiiliser pour ce genre de recherches sur
les complexes spatianx le mot topologie, en liou ef place de la dénomi-
“pation geometria situs proposée par Leibmiz, qui rappelle Uidée de
mesure et qui, en outre, se rapproche par trop de expressien « géométrie
de position » {8} qu’il est d’usage d’empleyer dans un domaine différent
de celni que nous considérons. Par topologie, nous entendrons done
P'étude des aspects qualitatifs des formes spatiales ou des lois de la
connexion, de la position mutuelle ot de Vordre des points, droites,
surfaces, corps ainsi que de leurs parties ou de leurs réunions, abstrac-
tion faite de leurs rapports de mesure et de grandeur.

« Pour sélever au rang d’une science exacte, vers lequel tout semble
I’appeler, la topologie doit chercher & ramener les faiis qui lui sont
suggérés par Uintuition spatiale & des concepls aussi simples «que
possible... »

En guise de commentaire, nous reléverons d’abord laspect
prophétique de certains passages de ce texte, ensuibe I'insistance
avec laquelle Listing se plait & décrive P'analysis silus cotnme une
géomeétrie gualitative,

§ 3. LE « CENSUS »
3.1. Géneralilés 3

Aprés eent années d'histoire (1750-1850}, le théoréme d’Euler
a parcouru les différents stades assignés 4 un honnéte théo-
réme : apparition empirique, énoncé approximatif, démonstra-
tion dans un eas particulier, énoncé exact, généralisation. On
deit cependant remarquer que, durant ce sidcle consacré au déve-
loppement du théoréme d'Euler, on n'a guére parlé d'analysis
situs ; ni Euler, ni Legendre, ni Poinsob, pas plus gque Cauchy,

{1 11 g’agit des travaux de Leibniz et Vandermonde.
{2} En frangeis dans Je texte,
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Lhuilier, von Staudt ou Schlifli n’ont reconnu — ou signalé —
le lien entre le théoréme d’'Euler et la topologle. II appartint
4 Listing de combler cette lacune. Dans son mémoire de 1861,
Listing concentre ses efforts sur 'extension du théoréme d'BEuler
au cas des complexes spatiaux les plus généranx (1). Pour cela
il détermine ¥influence de Ia nature topologique de chaque
constituant du complexe, en faisant sciemment usage de la topo-
logie. (est Id une innovation de taille.

Aprés quelques généralités, nous résumerons ce long mémoire
de 86 pages et b7 figures, afin d’en montrer la structure, d’en
éclaiver les idées direcirices et par la d’en saisir U'intérét pour le
développement de notre science.

Jusqu'aux environs de 1810, un polyédre est, 4 n’en pas
douter, « un corps convexe compris enfre des faces planes » [§7,
p. 816], bien que la convexité soit le plus souvent sous-entendus ;
Iapplication du théoreme d’Ealer n'oflre alors aucune difficulté.
La situation se comphun lorsqu’on étudie des polyddres parti-
culiers, 4 la maniére de ceux renconirés dans Uarticle de Lhuilier,
Pour déterminer la caractéristique d’BEuler ¢ — k& + f, il devient
nécessaire d'introduire des termes supplémentaires définis d’une
fagon trés intuitive eb qui sont parfols difficiles 4 obtenir. Quand
Listing empoigna la gueslion, on connaissait donc les solides
eulériens et les solides pathologieues de Lhuilier, eux-mémes
répartis en classe, selon les différents nombres £, 0, p, p', p”'. ...
Il 'y avait dés lors essentielloment deux abtitudes possibles. La
premiére consistail & refuser, avec E. de }‘onquwres [47a, p. 111],
r appellatlou de polyédres aux solides ne vérifiant pas la relation
d’Euler : ¢’étail Lourner la difficulté en supprimant le probléme.
Ensuite, on pouvait se placer 4 Pautre extréme el envisager des
« complexes spatiaux, par exemple des agrégats quelconques de
poirts, de lignes (droites ou non) et de surfaces (planes ou non)
par lesquels l'espace infini est ou n'est pas partagé » [67 b,
p. 99]. Cette conccptmn de beaucoup la plus construetive,
allait livrer ‘& la réflexion mathématique toule une catégorie
d8tres gdométriques nouveaux, que Listing est veaisemblable-
ment e premier & considérer, & tout le moins au point de vue
qui nous intéresse ici. A la page 111 du méme mémoire,
Listing éerit :

« Plus la généralite visée est grande et plus les concepts de départ
devront &ire rigoureusemnent définis, si Pon ne veut pas courir le risque
de perdre en précision ce gque I'on a gagné en généralité, »

{(*} Avec bien sfr toujours Phypothese de iriangualabilite {voir p. 1.
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Phrase remarquable, qui caractérise bien 'une des compo-
santes principales de I'état d’esprit qui se fait jour peu & peu
dans le continuum de la pensée mathématique au cours du
x1x® giécle : Ie besein de définitions précises comme base de toute
théorie.

Ayant donc opté pour cette voie, il se propose te but suivant :

¢« Les différents éléments, définis d'une manidre précise, ainsi que
les complexes qu’ils engendrent seront tout d’abord comptés comime
dans le théoreme d’Iuler, & ceci prés toutefois, quau nombre de som-
mets, d’arétes ot de faces, mous joindrons le nombre d’espaces. Ces
différents nombres seront liés entre eux par une certaine relation; il
apparaitra alors que la reiation existant entre ces divers éléments
eontient, outre ceux-ci, des termes supplémentaires pouvant étre consi-
dérés comme une meodification apportée & chaque élément... Celle-ci
se compose en quelque sorte d’un cens déterminé par 'appartenance
des éléments d’une méme catégorie & certaines classes. Ce point est
si important dans la généralisation que je me propoese d’obienir, que
je n’ai pas hésité & intituler men mémoire Cens des complexes spatiauz.

« L énoncé le plus général consistait & réunir les nombres de consti-
tuants respectifs en un agrégat algébrique, ceux correspondant aux
constituants de dimension paire étant comptés positivement, les autres
négativement... » [67 b, p. 99].

Clest, & notre connaissance, la premiére fois qu'un auteur
groupe les objets dont les nombres entrent damns le théoréme
d'Buler d'aprés la parité de leur dimension.

Omn simplifie 'analyse du Census... en répartissant ses 46 para-
graphes comme suit :

§ 1 & § 6 : Définition des complexes spatiaux et de leurs
constituants.

§ 7 & § 18 : Classification de ces complexes & partir de
critéres topologiques.

§ 19 4 § 37 : Théorémes préliminaires établissant des rela-
tions entre les différents nombres de constituants de certaing
complexes particuliers.

§ 38 4 § 46 : Le théoréme fondamental et sa généralisation.

3.2, Définition des complezes spaliaux

« Par complexe spatial, nous entendrons toute configuration de
points, lignes et surfaces dans Pespace ; les lignes o1 les surfaces pouvant
A volonté &tre droites ou courbes, ouvertes ou fermées, limitées ou itli-
mitées. On demandera toutefois qu’elles soient d’un seul fenant {1},

{*} « Nur dass alle Elemente unter sich zusammenhingen. »
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sans quoi on comptera autant de complexes qu’il y aura de confignra-
tions distinctes. Nous prendrons également en considération le complexe
ne contenant aucun élément. »

Puig, plus loin :

« Par constituant nous entendrons les trois sortes d’éléments qui
viennent d'8tre nommés, avec en plus I'espace infini (amplex) dans
laquel le complexe se trouve plongé, ainsi que les différents espaces qu’il
limite. »

Aprés avoir remarqué qu’il n’est pas pertinent, pour fa fin
poursuivie, de considérer la ligne comme agrégat de points en
nombre infini, et la surface comme agrégat de lignes en nomb‘re
infini, Listing introduit, pour chacune de ces quatre catégories
de constituants, le nom générique de curie (§ 1). ‘

Puis il passe en revue les constituants des quatre curies :

@) « Les poinis, qui sont les constituants de la premiére curie,
sont aussi bien les limites d’une ligne que d’une surface ou d’un corps
golide. »

Lalettre a représente le nombre d’éléments de cette curie (§ 2).

b) Les lignes, ou éléments de la deuxiérpe curie, sont limi-
tées soit par deux points, soit par un seul peint, soit encore elles
sont illimitées. Ceci précise les relations qui peuvent exister entre
les éléments des deux premiéres curies. On représenie par b le
nombre d'éléments de la 2°¢ curie (§ 3).

¢} « Nous complerons comme constituants de Ia troisiéme ‘cuz‘ie‘,
toutes les surfaces telles que l'on peut aller de chacun des points a
tous les autres, sans traverser la frontitre... Les frontiéres d’une surface
peuvent étre en nombre quelconque, 0y compris. »

Le nombre de constituants de cette curie est représenté
par ¢ (§ 4).

d) « Les corps solides engendrés par les différents complexes
forment les constituants & frois dimensions et seront comptés dans la
quatridme curie... Par espace nous comprendrons un ensemble de points
liés entre eux de fagon que P'on puisse aller de 'un d’eux & tous les autres,
sans rencontrer la frontiére... Les frontiéres d’un corps golide, formées
d’éléments appartenant aux curies inférieures, peuvent éire en nombre
quelcongaé, 0 y eompris... Le nombre d’espaces gst note par d; remar-
quons encore que I'on a toujours d > 1, co qui singularise cette curie »

(§5).

Au paragraphe 6, intitulé : « De la frontiére », I'auteur intro-
duit une éeriture symbolique permettant d'indiquer rapidement
le type de frontiére dont est muni un complexe. Pour ceia, il
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représe:_l‘te par 1 les éléments de la premiére curie, par 2 ceux de
la deuxiéme, .e'tc. Il écrit alors des suites ordonnées de nombres
t:io’nt le premier indique U'élément limité, et les suivants les
¢léments limitants. Ainsi par exemple, (2, 0) représente une
}}gne fermée’ sans p|0ints effectifs ; (4 000) I'espace entier ; (4 301)
pggg&gel%iegsﬁ;‘a un cone el (4 321) T'espace intérieur 4 un

3.3. Classification des complexes spafiagzcc

Au _dél?ut du paragraphe 7, Listing précise le role gue joue
la topologie dans son étude .

« On peut discernsr, parmi les constituants de ch i ifé

| G er, ml aque curie, giffé-
rentes gategorz’es, qui se distinguent uniquement par des propriétés
It(opologu;u’es,.c‘est-ad;re par des propriétés qui ne se rapportent ni &
a quantité ni 4 la mesure, mais 4 Pordre ot 4 Ja situation, »

' L'étude des complexes dans la perspective de cette définition
necessite des outils nouveaux que Listing déerit dans ce para-
graphe. En voici quelques-uns :

1) Le diaphragme : surface décrite par une courbe fermée
sans nosuds, ‘Iors de la déformation qui la réduit a un point. Cette
surfa)ce}ﬂ};;)ssede deux propriétés principales :

a) khie est complétement limitée par la 3 I
engadete p courbe qui Pa

_b) 81 on veut aller de I'un quelconque de ses points 4 son
antipode sans la percer, il faut traverser la frontiére,

. Ll_s?lpg p‘lace en cet endroll une observation dont I'importance
pour Thistoire de la topologie est manifeste

« 11 est peut-dire utile de profiter de cett i i

‘ _profite & 0ccasion pour préciser
gqu’une surface complétement limitée par une courbe fermélg sanspnoeu(;;
peut posseder des propriéteés tout & fait différentes de celles qui viennent

d’étre citées, comm
; 1ees, ¢ e le montrent, par exemple, } :
suivantes. » » B ple, les deux figures

Fic, 8
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La surface représentée sur la figure 8 a est Ie ruban de Mébius.
Son histoire sera relatée au chapitre 111 (§ 1.3).

Le diaphragme conduit encore a4 la définition suivante :
4 lignes g et g’ sont simplement enchainées, si chacune coupe un
diaphragme quelconque de Fautre en un seui point (§ 7 et 8).

2y Dialyse-¢lal de cyclodicité : soit K un constituant quelconque,
I Pensemble de ses frontigres et M Pespace restant ; K est cyclo-
dique si l'on peub construire deux courbes k et m de sorte que :
a) ke K, me M, et b) k ¢t m soient simplement enchainées.

Dans la sitaation contraive, K est acyclodique, Le diaphragme
de m, qui coupe K selon la frontiere additionnelle L', réalise
une dialyse de K. Si le complexe obtenu est encore cyclodique,
on recommence }a méme opération jusqu’d ce que 'on aboutisse
4 un complexe KW acyclodique. K est alors a-fois cyclodique.
Bien entendu, le nombre qui vient d’étre défini n’a de seng que
si « Ion peut établir son indépendance 4 I'égard du choix el de
lordre des dialyses successives ».

Une fois cette indépendance vérifide sur un exemple concret,
Listing éerit :

« On peut montrer que « ne dépend que des propriélés topologiques
des constituants, st non pas du choix et de Vordre des dialyses. »

Relevons que la dialyse de Listing ne différe pas essentielle-
ment des sections transverses de Riemann que nous ébudierons
au chapitre suivant (voir p. 61).

3) Diagramme, Tréma :

« Soit K uvn constifuant et I sa frontidre ; faisons subir & L une
variation continue, de maniére & ce qu’elle pénétre de plus en plus &
Pintérieur de K, afin que seul reste de celui-ci un complexe formé de
points et de lignes, On déduit ainsi de K un complexe linéaire que I'on
peut considérer comme le squelette du complexe donné. Lors @’une telle
contraction, les constifuanis acyclodiques se réduisent en un poind,
tandis que ceux munis de cycloses conservent ce caractére & fravers le
diagramme. »

La courbe représentée sur la figure 9 b est le diagramme de
la surface illustrée dans la figure 9 a.

Dans le cas spécial d’un complexe dont la frontiere est (300),
par exemple une sphére, la transformation nécessaire & P'obten-
tion d'un diagramme n’est pas possible; cette surface serait
elle-méme son propre diagramme, et ceci est en contradiction
avee le fait qu'un complexe acyclodique a un peint pour dia-
gramme. Listing tourne la difficulté en atiribuant & toute surface
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de ce type une frontitre « virtuelle » constituée par un pbint :

le tréma. La rétraction peut maintenant se faire 4 partir de ce
point {voir aussi p. 64) (§ 13-§ 15)

Fic. 9

4) Anathése :

« L’enlacement du bras ac par le bras «b {(voir fi i
: : g. 10), essentiel
dans cerfaines questions topologiques {1}, ne joue aucun rdle dans les
recherchgs concernant le cens. Cette configuration peut alors étre
demplacée par d’autres configurations plus simples, et qui lui sont équi-

ralentes, pour autant que 'on fasse abstraction de
s rapports de gran-
veur, de courbure et de position dans Iespace. » br &

E 2 a
o
Bi b o
L ‘
¢
c
a b ¢

Fic. 10

Listing nomme anatheése le procédé qui rend possible cette
transformation. :

a t(l}estgue!qut?s I:g:}eslintrod'uisent, d’une fagon assez claire, la
istinction, Eugourd.hul classaqu'e, entre propriétés relatives ou

propriétés d'immersion, et propriétés internes (voir aussi p. 123)

(*} Lisriva fait aliusion a des guestions itraitées dans ses Vorstudien..

#
i
i
i
1
B
\
|
{

t

I
S

N
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3.4. Thésrémes préliminaires

Le nombre x défini plus haut joue, pour le cens, un rdle
fondamental, comme nous le verrons par la suite. Il s’agit done
d’en examiner la structure afin de déterminer comment on peut
I'obtenir, notamment & partir du diagramme ; c’est le but de
cette troisiéme partie, qui contient, en outre, des théordémes
servant de lemmes au théoréme fondamental.

Voici d’abord, en résumé, quelques considérations prélimi-
naires préséntées par Listing au paragraphe 20 : la projection
d’'un diagramme sur un plan est formée de différents constituants,
SaVOIr

1} De points, en nombre infini, qui appartiennent & divers
types; on peut distinguer :

a) CGeux qui existent déja dans le diagramme ;

b) Ceux qui doivent leur présence & la projection, et que Listing
nomme traverses ;

e) Ceux qui sont frontiére commune & deux lignes ;

d} Ceux qui sont frontiére commune 4 plus de deux lignes et
que Listing appelle aqusgang d’ordre 3, 4..., selon le nombre
de lignes s’y croisant.

2} De lignes, que Y'on peut répartir comme suit :

a) Celles qui vont d’un ausgang & un autre, et qu'il nomme zug ;
b} Celles qui joignent deux traverses entre elles, ou un qusgang
4 une traverse et qu'il appelle sirecke.

3} De feld, ou portions du plan déterminées par la projection
du diagramrme.

Listing énonce alors le théoréme suivant : le rang cycloma-
tique @ d'un constituant K donné est égal & {— Xk -1, ol
[ et k représentent respectivement le nombre de zuy et d’ausgang
du diagramme de K.

Pour établir cette proposition, il indique que I'on peut faire
gubir au diagramme des transformations (« Variation ») qui vont
le changer en une complexion plus simple, mais dont I'état de
cyclodicité a conservé sa valeur initiale. Il considére & cet effet
un ausgang N dont il partage 'ordre n en deux nombres { et
u > 1. Ceci permet de décomposer N en deux ausgang T et U,
respectivemnent d'ordre {4+ 1 et u 4 1. En réitérant cette
opération autant de feis que nécessaire, on parvient i transformer
un diagramme quelcongue en un diagramme dont tous les
ausgang sont d'ordre 3 (les ausgang d’ordre 2 n'interviennent
pas lorsque 1'on considére seulement la différence entre le nombre
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de sommets et le nombre d’arétes). Inversement, deux ausgang
connexes P et O, d'ordre p et ¢, peuvent se transformer, par
la suppression du zug PQ, en un ausgang R d’ordre p+ag—=2
Au cours de cette transformation, le nombre d’ausgang et le
nombre de zug auront diminué chacun d’une unité. En répétant
4 volontéd cette opération, on parvient & transformer le diagramme
en une complexion monocentrique, dans laguelle chaque zug est
devenu cyclique, ¢’est-a-dire qu'il a dans Pausgang commun son
origine el son extrémité. 8i le diagramme avait, dans son état
imitial, k ausgang et [ zug, il aura visiblement, dans sa forme
monocentrique, 1 ausgang et I —Fk + 1 zug. 11 est évident que
l—1Fk 4 1 dialyses suffisent pour le rendre acyclodique, d'on
fa conclusion annoncée.

Au paragraphe 21, Pauteur détermine le-nombre z & partir
des sirecke et des feld, Par un raisonnement trs élégant, il obtient
la proposition : l

« Dans une complexion linéaire, portée par un plan ou par une

sphére, _le nombre de points augmenté du nombre de surfaces surpasse
de 2 unités te nombre d’arétes. »

Remarquons la tournure particuliére que Listing donne & cet
énoncé : qu'un complexe soit étendu sur un plan ou sur une
sphére, le nombre [-——k 4 f est le méme. Ce nombre semble
donc attaché autant & la surface porteuse qu'a la complexion
elle-méme,

Dans ce paragraphe Listing montre encore que :

1) @ = m—qg—1 ot .m est le nombre de surfaces et q le
nomhre de traverses ; et

; l—k+m—gqg
2 T e ———
i & 5 .

Les trois paragraphes suivants (23, 24 et 25) sont consacrés

& I'examen du caractére cyclodique de chaque curie, dont nous

retiendrons ceci :

a) a® =0 ;

by @' =0 ou 1 selon que la ligne est limitée ou non ;

¢} ' peut prendre toutes les valeurs entitres, 0 y compris. Dans
le cas ou l'on a affecté la surface d’'un tréma, on comptera,
outre le rang cyclomatique =/, un rang périphractique = de
valeur 1 ;

d} " peut prendre toutes les valeurs entisres, 0 y compris. On
obtient ces différents résultats soit par définition, soit par
application des relations citées ci-dessus.
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" Ces mémes relations permettent d’établir les théorémes sui-
vants, classés dans Pordre de généralité croissante :

THEorEME 1. — Pourun arbreona t =k —{ =1, f portant
le nom de diacrise. Démonstration : ce complexe ne contient pas
de cyeles el on peut le considérer comme diagramme d'un complexe
acyclodique, c’est-d-dire x =0, dolt -k 41 =0,

Trionkme 2. — Dans un complexe linéaire, dont les consti-
tuants acyclodiques sont formeés de points et de lignes en nombre
quelconque, avec toutelols une seule surface, on & pour la dia-
erise " == k — | == 0. La démonstration est analogue & celle de
la preposition précédente.

THEoREME 3. — Dans un complexe dont les constituants,
tous acyclodigues, sonb formés de points, de lignes et de surfaces
en nombre quelconque, avec toutefois un seul espace, Pamplex,
ona ek —10 4 m==1. Démonstration : les constituants
communs & deux ou plusieurs des m parties sont régis par le
théoréme 1, alors qu'en revanche, chacune des parties est soumise
au théoréeme 2. Finalement, le nombre de constituants du
complexe s'obtient en additionnant le nombre de constituants
de toutes les parties, et en retranchant les nombres des éléments
COTIFAUNS. .

Gomme le note Lisling, les théorémes de Cauchy et d’Huler
sont des cas particuliers du théoréme 3.

TuEorEME 4. — Dans un complexe dont les constituants,
tous acyeclodigues, sont formés de points, de lignes et de surfaces
en nombre gueleonque, et de deux espaces (dont 'amplex),
ona:t" =k-—{ 4+ m=12 On établit ie théoréme 4 en enle-
vant une surface au complexe donné {méthode de Cauchy, voir
p. 22).

Au paragraphe 32, Listing précise que ses deux démonstra-
tions du théoréme d'Buler « n'ont nécessité que des arguments de
nature topologigue, ce qui n’est pas le cas de bien des démons-
trations contemporaines ». CGecl montre combien il avait conscience
de travailler dans un domaine nouveau, et quelle indépendance
il réclamait pour la topologie, par rapport aux aubres disciplines
géométriques.

Turorime b. —~ Dans an complexe dont tous les constituants
sonl acyclodigues, le nombre de poinis ¢, augmenté du nombre
de surfaces ¢, est égal au nombre de lignes b, augmenté du nombre
d’espaces d, cest-d-dire : a— b+ e—d =10
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THEOREME 6. — Si p complexes, dont tous les constituants
sont acyclodiques, contiennent @ points, b lignes, ¢ surfaces et
d espaces,ona:q—>b - ¢c—d =p—1

3.5. Le théoréme fondamental

Listing présente la quatriéme partie du mémoire en ces termes ;

« Maintenant que nous avons oblenu la relation la plus générale
pour le cens des complexes dont tous les constitnants sont acyelodiques,
it faut étudier I'influence de la cyclose de chague constitdant sur la
relation générale, afin de déterminer le cems pour un complexe quel-
conque, » .

La méthode suivante s’impose tout naturellement : on fait
subir au complexe les dialyses nécessaires pour rendre ses cons-
tituants acyclodiques ; ces opérations augmentent le nombre des
différents constituants : @, b, ¢, d deviennent respectivement
a-+ o, b-B, ¢4y, d+3;le complexe ainsi transformé étant
acyclodique, le théoréme 5 permet d’écrire :

(a4 a)—(b+B8) +(c4vy) —(d+8 =0

De plus, les nombres «, B, v et 8, que Listing nomme attri-
buts, sont de nature topologique ; ils sont donc Hés aux ordres
cyclomatiques des curies respectives. Le paragraphe 38 établit
ces différentes relations, lesquelles nous aménent au premier
théoréme fondamental :

o, = — a3, By = —u,, Ye = — 4w, 81' = — g,
(Iindice r se rapporte au numéro du constituant considéré), ou
aussi (Y}

(@ — ) — (b— ') + (¢ —a" 4+ m) — (d— ") =0 (1)

aver xf = Xzl La démonstration de cette proposition
s'appuie sur un dénombrement direct des constituants introduits
par les dialyses.

Au paragraphe 39, Listing démontre une relation analogue
pour les complexes formés de p parties distinctes :

(a—a% —(b—a) + e—2" +m)—([d—a") = p—1 (2
La trés grande variété d’exemples qu'il étudie au para-
graphe 40 souligne toute la généralité du résultat obtenu.

Le mémoire se poursuit par une interprétation de la diacrise,
qui va conduire le théoréme & sa forme finale. Listing commence

(1) « Equstion Census »,
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par remarguer que, dans les théorémes préliminaires, la diacrise
représente uniquement la partie de I'équation du théoréme fonda-
mental, changée de signe, exclue du caloul d’une fagon quelque
peu artificielle.

Alunsi

Dans le théoréme 1...... 6—d=0—1=—1
— 2 ...... C“—*d“w—“"l--ml:—-i’
e 3...... el = ] o= e
e 4...... iy, RS R

Un raisonnement analogue s'applique au théoréme d'Euler
et 4 celui de Cauchy. En effet, les termes 2 eb P - 1, qui v appa-
raissent, correspondent aux différents nombres d’espaces non
encore comptdés parmi les constituants de la quatriéme curie.

A la suite de ces considéralions, Listing note que :

« I’équation census établit une sorte de bilan enire Papport des
éléments des diverses curies. La diacrise apparait alors comme un
deficit, ¢’est-i-dire comme Ja quantité qui rompt Péquilibre entre les
différents apports. »

Listing se demande ensuite ¢i le membre de droite de I'équa-
tion (2), en I'occurrence p — 1, ne pourrait pas 8tre considéré
comime une diacrise, de sorte gu'un équilibre équivalent a celui
de Péquation (1) soit rendu possible.

« Cos idées, que nous allons poursuivre dans les prochaing para-
graphes, peuvent apparaitre comme un simple jeu ne touchant que
la forme du cens. Cependant, la nouvelle formulation du théoréme
fondamental nous permettra de jeter un regard sur Is c6té en quelque
sorte métaphysique du cens, et de I'appliquer aux complexes dont
certains constituanis s’é¢tendent a Vinfini. »

Listing part d’on complexe formé de p complexes distincts
(§ 42} ; il les réunit au moyen de p—1 lignes, de maniére 4
n'avoir qu'un seul complexe. [l tient ces lignes pour des tréma de
la quatridme curie ; avant leur apparition, l'espace élail péri-
phractique. Dans cetie optique, il reste done 4 éliminer la péri-
phractie de Pamplex, Pour cela, on introduit une pé ligne tréma-
tique dont l'origine se trouve en un point quelconque du complexe,
et dont l'extrémité est & l'infini. Le nombre p du membre de
droite de I'équation (2) a ainsi trouvé une interpréiation géomé-
trique. Afin de Pindiquer clairement, on pose =" = p, et on
regarde cette grandeur comme un attribut de la troisiéme curie.
Notre égquation prend maintenant la forme :

(@ 2% e (b— ) + (e —a” -+ ) —(d — 2" ") = ]

d.-C, PONT 5
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« L'effel des p — 1 lignes de liaison entre les p complexions a déja
elé¢ indiqué au paragraphe 39. 11 faut encore établir Pinfluence de la
derniere des lignes trématiques, savoir cefle qui rend I'amplex apéri-
phractique... Gette ligne a son origine en un constituant quelconque de
I'une des trois premiéres curiss et son extrémité 4 Pinfini. »

Aprés un raisonnement simple, Listing aboutit 4 la conclusion :

« Dans tous les cas, le membre de gauche de la derniére expression
a subi une diminution d’une unite, et extrémité da tréma, qui se trouve
& l'infini, doit &tre complée dans cetie méme expression comme unité
positive, ce qui implique que Uinfini spatial joue le réle d’un point » {1).

Bt phis loin

« 11 découle de cette argumentation que nous devons considérer

Pespace infinl comme un point virtuel, qui exige d’étre compté parmi
les attributs du cens. »

Assez curieusement, Pauteur voit en ce point un attribut de
la quatrieme curie. 11 le symbolise par la lettre w, susceptible
de prendre la valeur 1 ou O, gelon que Pon se donne ou non un
espace illimité. L'équation devieni :

(a——$0)~w(1)‘-m’) —E—(C-—~$“"~I—‘j’€')'—'~*(dwm’”—]—'JT”*——LU)mO.

Ge théoréme apparait pour la premiére fois dans les papiers
de Listing 4 la date du 12 déeembre 1859, Sous le titre Découverte
du théoréme le plus général, Listing énonce In proposibion précé-
dente, quoique sous une forme légérement différente. A cet
endroit, il ne parle pas encore de cyelose, mais de Zusammen-
hangsgrad, expression qui a son origine dans les travaux de
Riemann.

Avant de conclure, signalons un article de Listing intitulé
Ueber einige Anwendungen des Census-Theorems (61 c], oti, comme
gon titre I'indique, il se conbtente d’appliquer les résultats du
Census & quelques exemples concrets.

3.6. Conclusions

.

Liceuvre que nous venons d’étudier est remarguable 4 bien
des égards. Bon auteur y définit une science, Iui donne un nom,
en étudie les objets fondamentaux et établit la rélation la plus
générale quiles lie Il a en outre une vision nette de I'autonomie
de ce nouveau domaine, & tel point qu'on lul voit réclamer pour
le théoréme d'Buler une démonstration purement topologique.

Cependant, cette ceuvre soignée, précise, méticuleuse, manque

3} C’est nous qui soalignons.
q g
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parfois de profondeur ; cerfains points essentiels ont échappé
4 son auteur. Il a remarqué que dans quelques complexes les
nombres des différents constituants convenablement combings
se font équilibre, ot c¢’est cel équilibre qu'il a cherché a établir
pour tous les complexes possibles, Il »’a pas vu — ou n'a pas
signalé — que la mesure de ce déséquilibre caractérise les différents
complexes du point de vue topologique, et permet d’en obtenir
une clagsification. Listing a ainsi passé de peu & ¢dté du probléme
fondamental de la topelogie. De plus, les critéres gu'il définit sont
quelquefois difficiles & appliquer. On a peine 4 comprendre pour-
quol 11 v'a pas tout bonnement utilisé les concepts d'erdre de
connexion et de section transverse iniroduitz par Riemann
{voir p. 61) et dont il avait connaissance (voir p. 42).

On peut faire griel & Listing de n’aveoir pas signalé, par
exerple dans le titre, la nature topologique du théoréme d’Huler
ot de sa généralisation, dont nous savons qu’il avait conscience ;
on trouve en effet, dans les ébauches du Census, différents titres,
entre lesquels Listing semble avoir hésité :

a) « Généralisation topologique du théoréme d'Huler sur les
polyédres »;

b) « Le principe de Pattribut. Une généralisation topologique du
théoréme d’Buler sur les polyédres»;

¢) « Sur un théoréme topologique général de Ia géoméirie »;

d} « Le principe topologique fondamental de la géométrie. » Ce
Litre est accompagné de I'équation 25 {— 1)° A% = 0

¢} « Le principe de Patfribut, Une recherche topologique-géomé-
trigque » ;

f) « Le principe de Pattribut. Exposé d'an théoréime fondamental
de topologie et do géométrie » (1),
Bur cette méme page, on voit Listing montrer qiie son théo-

réme n'est pas applicable aux figures 8 a et 8 b (voir p. 48).
Chacun de ces six titres renferme lz mot tepologie. Aussi

. curieux que cela puisse paraibre, Listing, qui est pourtant le pére

de ce mot, préféra intitulsr son mémoire Census...

L'eeuvre de Listing, fort connue des mathématiciens du
x1x® gidele, n'eut certainement pas l'influence gqu'on en pouvait
attendre. Ainsi, des quelque trente nouveaux vacables quen 'y
renconire, aucun ~— topologie mis & part — n’a 6té consacré
par Fusage. Quant au mot topologie, il faut attendre plus de

{4} Listing avait coromencé par écrire : « Exposé d'un théoréme fonda-
mental de géométrie et de topologie »
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soixante ans (*) pour voir les savants V'utiliser d’une fagon systé-
matique {ca. 1920). Seul, peut-étre, J. C. Maxwell s'est servi, dans
son célebre ouvrage sur I'électricité et le magnétisme [65] (2), de
certaing résultats tirés des Vorstudien... et du Census...

Il est temps de terminer ce chapitre ; auparavant relevons
encore que Listing est probablement le premier & avoir traité
de topologie au cours de séminaires et de conférences, comme
I'attestent certains passages de son journal :

a) 20 janvier 1864, « séminaire A’ Analysis silus » ;

b) 4 novembre 1848 et 2 février 1849, « conférence sur I’ Analysis
situs (chez Bergmann) »;

¢) 27 février 1863, « conférence sur le théoréme Census (chex

Wiescher) ».

*

{1) Outre Listing, LeerrarD [27], Stmony [84] et Dincenpey [24]
ont utilisé le mot topoiogie au cours de'la période qui ous oceups.
{2} Voir chap. V, § 2.

Cuarrrae [1

LA TOPOLOGIE
AU SERYICE DE I’ANALYSE

L’année 1851 marque un tournant dans le développement de
U'analysis situs. C'est en effet 4 cette date que notre science cesze
d’étre un simple jeu de I'esprit pour devenir, entre les mains de
Riemann, un auxiliaire précleux dans I'étude des fonctions ana-
Iytiques, & laquielle le xix® sidcle mathématique a consacré le
meilleur de ses forces. Durdge, Neumann et Betti eurent le mérite
de transmettre et de développer la pensée du maitre, tout au
moins au point de vue qui nous intéresse ici. Plus tard, nous
verrons Klein et ses éléves reprendre le f{lambeau et amener
I'analysis sifus au stade ot Poinearé devait la trouver au début
de ses recherches topologiques.

§ 1. LES TRAVAUX DE B. RIEMANN

1.1. Généralilés

Bernhard Riemann est né dans le Hanovre, le 17 septem-
bre 1826. A I'dge de 19 ans, il s’inscrit 4 la Faculté de Philologie ef
de Théologie de 'Université de Gottingen. Assez rapidement
toutefois, il se dirige vers les mathématiques qu’il étudie sous
la direction de Gauss, Stern et Goldschmidt. Aprés un- court
séjour & Berlin {1847-1849), ot Lejeune Dirichlet, Steiner, Jacobi
et Iisenstein brillaient de tout 'éclat de leur génie, Riemann
regagne Gitbingen avec Yintention de préparer sa thése de doe-
torat, qu’il soutient en 1851. Ddés ce moment vont se succéder
une vingtaine de mémoires, constituant I'une des ceuvres majeures
de la mathématique du x1x° siécle,

Piemann n'a jamais publié d’étude systématique sur la tope-
logie. Ayant besoin de certaines théories ressorbissant 4 cette
science, il en a dressé les principaux résultats, démontrant les
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uns, signalant les autres. Ses contributions les plus importantes
se trouvent dans deux grands mémoires, ainsi que dans des
manuscrits publiés seulement aprés sa mort ;

1) Principes fondamentaux pour une théorie générale des fonc-
tians d'une grandeur variable complexe (Disserfation inaugurale,
Gottingen, 1851 [78a] ; ou [78 ¢'], p. 1-60);

%) Théorie des fonctions abéliennes, 1857 ([78 b]; ou [V8 ¢,
p- 89-160) ;

3} Fragmenls d'analgsis situs ({78 ¢}; ou [78 ¢, p. 414-419).

Outre les paragraphes ot Riemann traite explicitement de
topologie, celle-ei est utilisée en bien des endroits de Peeuvre,
sans que Fauteur ne nous en avertisse.

1.2, La Dissertation inaugurale

La Disserlation inaugurale de Riemann contient deux idées
essentielles & la théorie des fonctions et qui, de plus, conduisent
cette sclence aux portez de la topologie. Une fois le contact
établi, ces deux disciplines vont se développer en parfaite
symbiose, pour former I'étonnant édifice qu’on peut admirer
aujourd’hui.

1.2.1. Alors que jusqu'a Riemann, les fonctions élaient étu-
dides directement & partir de Pexpression analytique liant entre
elles les différentes variables, cet illustre géométre reconnut
gu’il était, & bien des égards, plus avantageux de les définir &
I'aide d'un petit nombre de principes générauvx et simples. Bien
que celte idée ne soit pas complétement nouvelle {Gauss, Gauchy),
Riemann fut le premier & enbrevoir toute son importance (1),

Voyons maintenant comment cette conception méne naturel-
fement vers des notions fondamentales en topologie : soit f(z)
une fonction holomorphe {2) sur un domaine A. Riemann recherche
les influences que peuveni avoir des hypothéses aussi généraies
sur le comportement de la fonction § ; en partioulier, que peut-on

dire de Jz flz) dz (1} lorsque z, est un point fixe et z un point
mobile qutalconque? Il montre que f flz) de =0 (2} sur toute
[

courbe fermée ¢, pourvu que ¢ soit contour total d’une portion de
surface ; cela signifie que, moyennant cette hypothése, Pexpres-

(1} A ce propes, on lira [78 ¢/, p. 471

(%1 Un domaine D est un ensemble ouvert connexe. Une lonction est
dite helomorphe sur un domaine I? du plan, st elle satistai$ aux conditions
suivantes : a} f est uniforme dans D ; b) [ est eontinue dans I ; ¢} f admet
une dérivée unique en tout point de D.
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sion (1) est une fenction bien déterminée de la limite supérieure ().

Que se passe-t-il loreque ¢ ne remplit pas cefte condition?
Dans ce cas, qui en pratique se présente guand la fonetion possede
une singulariié en un point, et que l'on exclut & Vaide d'une
courhbe fermée, le théoréme conserve sa valeur grice & I'introdue-
tion d’'une ligne nouvelle (section transverse) qui, partant d'an
point de cette courbe, sectionne la surface d’une maniére simple
{ancun point n'étant traversé plusicurs fois) en rejoigmant un
point du contour.

On voit ainsi apparaitre en théorie des fonctions une classi-
fication des surfaces : celles auxquelles la relation (2) est appli-
cable sans modifications, et les autres. Riemann nomme simple-
ment connexes les premiéres [78 ¢, p. 9]. Les considérations de
Valinéa précédent suggérent la possibilité d'une classificafion
plus fine des surfaces, an moyen du nombre de sections trans-
verses qu’il faut pour les rendre simplement connexes. Aupara-
vant, on doit vérifier que ce nombre est, attaché spécifiquement
& la surface, c’est-di-dire qu’if ne dépend pas du choix des sections.
Cetle vérification fait Vobjet du théoréme foadamental, que Rie-
mann énence el démontre & la page 10

« Lorsquiune surface T est décomposée par ny sections lransverses ¢,
en un systéeme Ty de m; moreeaux de surface simplement connexes,
et par ny sections transverses g, en un systéme Ty do my morceaux de
surface, alors Pon ne peut avoir ry - mg > 7y — My, ¥

Ceci nous améne & Vimportant corellaire, seul considéré par
les saccesseurs de Riemann :

¢« 8 le nombre indéterminé d¢ sections transverses est désigné
par n, et celul des morceaux par m, le nombre n-—m sera constant
pour toutes les décompositions d’une surface en morecaux simpleraont
connexes,.. Ce nombre pourra & bon droit étre désigné sous le nom
d’ordre de connexion d'unse surface. 11 gera diminué de 1 par Veffef de
chaque section transverse, el cela par définition méme.

« 11 resters invariable par Peffet de toule coupure seclionnant
intérieur d’une maniére simple et partant d'un point intérieur el
aboutissant en un point du eontour, soit en un point antérieur situé
sur le cours méme de la section, ot il sera augmenté de 1 par Peffet d’une
coupure partout simple située d Vintérieur de la surface el ayant deux
extrémités » ) [78 ¢, p. 11-12].

{*} Co théoréme, attribué généralement a Cauchy (1825), était connu de
Gauss depuis fort longtemps, comme en témoigne une lettre de Gauss A
Bessel (letire du 12 janvier 1812; voir [33 af, p. 156}, )

{(*} En réalite, pour éviler toule ambiguité dans les termes, il faut
ajouler 2 au nombre ainsi <défini; sans cela la sphére, qui est une surface
stinplement connexe, aurait un ordre de conmexion égald —1
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Et plus loin :

« Dans la suite, nous nous en tiendrons surtout aux surfaces formées
d’un seul morceau, et pour leur connexion nous nous servirons de la
designation, qui n’a rien d’artificiel, de connexion simple, double,
triple, ete., et neous entendrons ainsi par surface r-uplement connexe
une surface qui est décomposable en une surface simplement connexe
par Ueffat de n -— 1 sections trangverses. » [Ibid., p. 12.]

Riemann poursuil en indiquant les relations qui existent entre
Pordre de connexion d'une surface el le nombre de lignes qui
forment sa frontidre :

1) « Le contour d'une surface simplement connexe est nécessai-
rement formé par une ligne fermée »;

2} « Chaque section transverse diminue ou bien angmente d’une
unité le nombre de lignes du contour. »

Pour démontrer cette proposition, Pauteur examine les trois
types de ssctions possibles : ‘

I Ir I
Fra, 11

Riemann énonce ensuite le remarquable corollaire ;

« Le nombre de lignes fermées dont est formé le confour d’un mor-
ceau de surface n-uplement connexe est ou bien égal 4 n ou bien égal
4 n diminué d’un nombre pair. » [Fbid., p. 18.]

Arrétons-nous un instant & ce théoréme ; il ne s’applique pas
au ruban de Mobius, surface doublement connexe possédant
un seul contour. Comment expliquer cette anomalie? Quelle
est la partie de la démonstration qui ne lui convient pas ? Bxn se
reportant aux trois sorfes de sections transverses, on constate
que, dans le cas du ruban de Mobius, le nombre de contours ne
diminue ni n’augmente d'une unité.

Nous reparlerons de cette question au chapitre ITI, § 1.3,

1.2.2. La deuxiéme idée fondamentale introduile par Rie-
mann en bthéorie des fonctions est, elle, complétement neuve, Pour
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éviter les difficultés propres aux fonctions multiformes, il attache
4 chacune d’elles une surface, connue aujourd’hui sous le nom
de surface de Riemann. Aux propriétés topologiques de la surface
de Riemann correspondent pour les fonctions des propriétés
intéressantes, Nous verrons au prochain paragraphe comment
cette notion méne vers des questions topologiques tmmportantes.

1.3. Le mémoire de 1857

Riemann consacre quelques pages de Pavant-propoes qui
précide I'étude des fonctions abéliennes & Panalysis situs [78 ¢/,
p. 92-100]. 1l commence par des généralités :

« Dans Pétude des fonctions qui proviennent de Pintégration de
différentislles totales, guelques théorémes appartenant & Panalysis
situs sont presgue indispensables. Sous cette désignation employée
par Leibniz, quoiqu’en un sens peut-&tre un peun différent, on .peu‘t
ranger uns partie de Pétude des grandeurs continues ol 'on ne considere
pas les grandeurs comme existani indépendamment de Ieur position
st comme masurables Ips unes par les autres, mais ou I'on étudie seule-
ment les rapports de situation des lisux et des régions, en faisant complé-
tement abstraction de tout rapport métrique. » [Ibid., p. 93.]

Puis il énonce, sans démonstration, le lemme suivant, sur
Jequel reposent toutes les considérations topologiques dont il
use dang sa théorie des fonctions abéliennes :

« Lorsque sur une surface F deux systémes de courbes a et & réunis
forment le contour d’encadrement complet d’une partie de cetie surface,
tout autre systéme de courbes qui, réuni avec g, forme le contour
d’encadrement complet d’une partie de F, forme aussi, lorsquil est
réuni avec &, le contour d’encadremeni d'une partie de surface, qui se
compese alors des deux premiérey parties de surlaces sibuées le lopg
de a sl cela par addition ou par soustraction, selon que ces deux parties
ne sont pas situées du méme c6té de @ ou bien le sont). » [Ibid., p. 94-95.]

It ajoute :

« Los deux systémes de courbes jouent le méme réle refativement
3 Tencadrement complet d’une partie de F, et peuvent se remplacer
I'un 'autre dans ce but. »

Cette proposition, que Riemann admet intuitivement, néces-
site des restrictions ; nous le verrons au paragraphe réservé aux
travaux topologiques de Betti {p. 89 sq.}.

Riemann définit ensuite Vordre de connexion d'une surface :

« Quand sur une surfase F Pon peut mener n courbes fermées
@y, Ga, o0 ey O Gui, ot gu'on les considére séparément, soit qu'on les
considdre réunies, ne forment pas un contour d’encadrement complet
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d‘ung pariie de ceile surface, mais qui, joinles 4 toute autre courbe
fermée, forment alors le contour @’encadrement complet d’une partie
de la surface, la surface sera dite (n + 1) fois connexe. » [Fdid., p. 95.]

Il faut alors montrer, et ¢'est le point crucial, que : « Ce
caractére de la surface est indépendant du systéme de courbes
Gy, ooy Oy ’

Hiemann procéde comme suif

« ... puisque n autres courbes fermées b, , by, ..., b, gui ne suffisent
pas pour former le confour d’encadrement compict dune partie de la
surface, encadreront aussi totalement, si on les réunit avee toute autre
courbe, une parfie de F.

« En effet, puisque &, réunie avec les lignes «, encadre complé-
tement une partie ds F, une de ces courbes a peut étre remph;eée
par b, et les courbes @ restantes. Par conséquent, la réunion de &, ot de
ces n— 1 courbes a avec toute autre courbe, par exemple b,, suffira
pour formesr 'encadrernent complet d'une partie de 7, et wne de ces
n— 1 courbes ¢ peut éire remplacée par by, &, ef les w-— 2 courbes a
restantes, Lorsque, ainsi qu’il est supposé ici, les courbes b ne suffisent
pas pour former le contour d’encadrement complet d'une partie de la
surface F, ce procédé peut évidemment étre continué jus&u’é ce que
toutes les courhes « soient remplacées par les b. » [1did., p. 95.]

1.4. Remarques sur les deux définitions de Uordre de connexion

1} La deuxitme définition que Riemann donne de l'ordre
fle connex.iﬂn d’une surface, et qu’il étendra plus tard {voir § 1.5)
& des variétés & un nombre quelconque de dimensions, contient
en germe la notion de base d’homologie. Nous aurous 4 reparler
de ce concepl qui ne prendra toute sa valeur que moyennant des
modifications Introduites par Poincaré, )

2} Cette deuxiéme définition s'applique telle quelle aux sur-
faces fermées ; elle évite la trés artificielle ponctuation (1),

3) Bien que le concept d'ordre de conmexion d'une surface
apparaizsse déjd dans le mémoire de Lhuilier et dans celui de
Hessel, ¢’est assurément & Riemann qu'il faut en attribuer la
paternité. Non seulement ce grand géométre en a étudié les
principales propriétés, mais encore et surtout ill'a caractérisé par
un nom, chose importante que Lhuilier n’avait pas su faire. Nous
rejoignons ici un aspect magistralement exposé par Poincaré

« Un mot bier choisi suffit le plus souvent pour faire disparattre les
efccepmo_ns que comportaient les régles énoncées dans Pancien langage ;
c’est pour cela qu'on a imaging les quantités négatives, les quantités
imaginaires, les points 4 Vinfind, que sais-je encore ? Bt les exceptions,

{1} Voir aussi le tréma de Listing, p. 50.
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ne loublions pas, sont pernicicuses, parce qu’elles cachent tes lois.
« Th bien, ¢'est I'on des caractéres auxquels on reconnait les faiis &
grand rendement, ce sent ceux qui permetient ces heurenses innovations

de langage. Le fait brat est alors quelquefois sdns grand intérét, on a

pu le signaler hien des fois sans avoir rendu grand service a la science ;
it ne prend de valeur que le jour o un penseur mienx avisé apergoit le
rapprochement qu'il met en évidence of le symbelise par un mol »
[72 a, p. 29-30],

4) Dans la perspective du probléme fondamental de la topo-
logie des surfaces, savoir la recherche des conditions nécessaires
et suflisantes d’homéomorphisme entre deux surfaces, les défi-
nitions de lordre de commexion données psr Riemann ne sont
pas totalement satisfaisantes. Car, si ce nombre suffit 4 caracté-
riser les surfaces fermées, il n'en va plus de méme lorsqu’on
considére des surfaces munies de r contours. Ainsi par exemple,
le tore & deux trous et une surface plane & trois trous, qui ont tous
deux 4 commeé ordre de connexion, ne sont pas homéomorphes.
Dans le cas des surfaces ouvertes, il est plus avantageux de
congidérer séparément le nombre de contours r et le genre p,
nombre maximal de lignes fermées disjointes que l'on peut
tracer sur une surface sans la morceler ; nous verrons en effel
que ces deux nombres caractérisent parfaitement les surfaces
(orientables) du point de vue qui nous intéresse. L’ordre de
connexion défini par Riemann est alers égal & r - 2p.

5} Pour clore ces considérations sur l'ordre de connexion,
nous citerons un remarquable texte de J. Hadamard :

« Malgré tont cela, ia théoric des fonetions de Cauchy ne donne pas
cur la nature des foncilons algtbrigues la lumiére qu’on devait en
atiendre et que, par la suite, elle se montra effectivement capable de
fournir, Un élément essentiel sembla lui échapper, gu'il est nécessaire
de considérer dans tous les problémes importanis que Pon a & se poser
sur les fonctions ef sur les courbes algébriques. Gue Ion étudie la géomeé-
s1ie sur une de ces courbes, ou Uexpression dés coordonnées en fonction
de variables auxiliaires, partout un méme nombre entier s’introduit, le
genre de la courbe ; et 1a théorie 4 laguelle nous venons de faire allusion
pe permet pas d’en préveir Pintroduction... Non seulement, comme on
le voit, Cauchy s'était laissé égarver par Dexemple d'Buler; mais la
lacune qu’il laissait subsister tenait & la méme cause gui devait arréter
sous sa pluma le développement de la théorie des fonctions algébriques
a tel point que Fon peut se demander si, metrait par une vue plus
complate d’une simple question de gbométrie &lémentaire, il aurait
laissd A4 son continuateur {1) la gloire de jeter les fondements définitifs
de ceite théorie » {39 ¢, p. 431

(1) Clest bien entendu de Rmmann quil s’agit.
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Le mémoire de Riemann se poursuit par I'étude des fonctions
abéliennes ; et, hien que I'auteur ne parle plus explicitement
d’analysis situs, elle y tient un grand rdle. Au lieu de classer les
courbes algébriques (1) d'aprés leur degré, Riemann eut Fidée
de considérer comme appartenant 4 la méme classe deux fone-
tions qui peuvent se transformer 'une dans I'autre d'une maniére
birationnelle {*). Ces transformations conservent la nature ana-
Iytique profonde des fonctions auxquelles elles sont appliquées,
alors qu’en revanche leur nature géométrique subit des modi-
fications, qui peuvent simplifier 'étude des fonctions algébriques
et de lours intégrales. Ainsi par exemple, on a montré (M, Noe-
ther} qu'a toute courbe algébrique plane, il est possible de {aire
correspondre, par une transformafion birationnelle, une autre
courbe algébrique plane, n’ayant pour points multiples que des
points doubles & tangentes distinctes; on pourra donc, dans
Pétude d'une intégrale abélienne relative 4 une conrbe f(s, z) = 0,
se limiter au eas oi1 la courbe a comme uniques points singuliers
des points doubles & tangentes distinctes. Soit alors f et f deux
courbes appartenant 4 la méme classe, § et S leurs surfaces
de Riemann respectives ; comme f et f présentent les mémes
caractéristiques de continuité et duniformité, § et & qui
les caractérisent complétement a ces deux points de vue,
doivent se correspondre biunivoquement. Dés ce moment, la
classification des courbes algébriques revient & la classifica-
tion des surfaces & partir des transformations biunivogues
et bicontinues ; aux invariants d'une telle transformation corres-
pondent des invariants pour les transformations birationnelles
{le genre p).

Liimportance de ces considérations pour I'analysis sifus appa-
rait aussitot. Elles conduisent, natureliement et d'un seul coup,
vers trois des conceptions les plus fondamentales pour cebte
science : étude des transformations topologiques, recherche des
invariants topologiques, classification des surfaces selon les
principes de Panalysis sifus.

Précisons que Riemann n'a pas traité ces questions d'une
maniére aussi explicite, mais qu'elles aflleurent en plusieurs
points de ce travail. Seuls les sujets indispensables 4 sa theéorie
des fonctions abéliennes sont mentionnés, et encore dune fagon

(1} s == f(z) est une fonction algébrique si s et z sont lides entre elles
par une equation algébrique Fis,z) = 0, de degré r en s et m en z.

(*) fls, z) et F(S, Z) se correspondent birationnellement s'il existe des
fonctions rationnelles g, h, G, H ieles gue s == g(8, Z), §= Gis,z),
z = h{S, Z) et Z = His, z).
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lapidaire (1). Quant au reste, il s’est probablement proposé c,if:
I’étudier plus spécialement dans un mémoire ultérieur, ainsi qu’il
le laisse entendre & la page 93 :

« Comme j’al Vintention, dans une autre cccasion, d'e tz'ait'er ce
sujet qui fait complétement abstraction des relations métriques, je me

contenterai d’exposer sous forme géoméirique quelques théordmes
néceszaires pour Uintégration des différentielles totales & deux termes. »

Signalons encore le paragraphe 19 de cette étude, ott Riemann
montre comment on peut rendre une surface simplement connexe
par des couples de sections {deux courbes d’'un méme couple
ayant un seul point commun} effectuées le long de courbes
fermées.

"Fre, 12. — On rend la surface simplement connexs
en coupant le long de ay, by; @a, ba; ¢

1.5, Les Fragments

On a trouvé dans les papiers de Riemann une ébauche non
datée intitulée Fragment sur 'analysis situs. Ce court texte a été
publi¢ en annexe aux (Fuvres de Riemann [7§ c’z p. 414—4.19!}.
Lorsque Uon connalt la difficulté qu'il y a & lire ses écrits destinés
& la publication, on ne g’étonnera pas d’apprendre que ces frag-
menis sont laconiques, abscons eb inecomplets. On nous parc{on—
nera done de ne pas citer in exlenso ces quelques pages, ni méme
d’en faire une critique, que U'insuffisance des définitions rendrait
d’ailleurs itlusoire. _ )

Ces fragments prouvent que Riemann avait absolument pris
conscience de ce que les problémes posés par U'analysis silus des

(1} Ainsi par exempie, Rismann &crit [7§¢, p. 130] : ¢ L’équation
F(g 7) =0 peut done, 4 Paide d’une transformation rationnelle, 8ire
§ x
transformée en F(';;” "2;) = 0 el vice versa. Le_s dom?me?l des grande?rs
{2, z) ot {8y, 2,) ont donc méme ordre de eonnexion, puisqu’d chague peint
de I'un eorrespond un point unigue de Vautre. »
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surfaces sont susceptibles, moyennant des définitions adéquates,

A . - oy <y or N . . !
d.etre geénéralizés au cas des variétés & n-dimensions (n-Strecke).
Alnsi, 1l écrit :

« Lorsqu’d Dintérieur d’une multiplicité dtendue d'une maniére
continue, chaque variété fermée 4 n dimensions forme frontitrs 4 I’aide
de la réunion de m morceaux fixes de variétés 4 a dimensions, ces
OYCERX pris séparément ne formant pas frontiere, alors cette multi-
plicité a la connexion {m + 1} dans la n® dimension » [78 ¢/, p. 4157

Ou plus loin :

L On nomme section transverse d'une multiplicité A fermée, étendue
ct"une maniére continue, chaque multiplicité B 2 ur nombre de dimen-
gions moindre, connexe, comprise & Uintérieur de 4, et dont la frontidre
est tout entitre située sur la frontidre de 4.

“ La connexion d’une variété & n dimensions, par Peffet de chague
section fransverse simplement connexe qui est elle-méme une variété
af{n — m) dimensions, sera ou bien diminuée de 1 dans la m® dimension,
ou bien augmentée de 1 dansla (m — 1)@ dimension » [78 ¢', p. 415].

1.6. Conclusions

Les contributions de Riemann & la topologie — transforma-
tions topelogiques, ordre de connexion, premiére esquisse d’une
classification des surfaces d’aprés ces Lransformations, variétés &
n-dimensions, invariants topologiques de ces varidtés — sont
gx:and'es. [W’oublions cependant pas que la plupart de ces consi-
dérations se trouvent déji, au moins & l'état embryonnaire,
dans les fravaux étudiés plus haut. N'oublions pas non plus
que U'idée de la topologie comme diseipline mathématique indé-
pendante apparait chex Gauss et Listing, ef 4 un degré moindre
chez Huler et Vandermonde.

Quant 4 U'influence des écrits de Riemann sur 'essor de notre
science, elle est immense ; « accueillis comme événement le
plus considérable de l'analyse de notre temps » {3, p. b], les
travaux de Riemann se répandent rapidement et entratnent
une foule de recherches, dont certaines concernent la topologie,
qui devient la servante de 'analtyse, un maitre connu et estims.
On: ne peut réver plus belle vibrine pour l'enalysis silus, alors
naissante. ’

A son habitude, Riemann est, allé droit au bub convoité, sans
chercher & s’assurer de tous les ennemis qui se Lrouvent encore
dgns la place ; aussi, celui qui veut apprendre « & connaitre ces
développements a devant lui un chemin raide et pénible... »
[69 a, p. v1. Cest vraisemblablement ce qui a incité certains de

AU SERVICE DE LANALYSE 69

ses succesgeurs i commenter et A expliquer ses travaux. Ainsl
sont nés les ouvrages de Durage et de Neumann, dans lesquels
toute une génération de mathématiciens s'est familiarisée avec
la théorie de Riemann et avee les idées topologiques de Pépoque.

§ 2. LES COMMENTATEURS

2.1. Carl Neumann

« Lorsque Pon veut doterminer Papport de Neuwmann & la théorie
des fonctions, il faut nécessairement commencer par son COUrs sur la
théorie des foncéions absliennes... Cest grace & ce livre que la plupart
des mafhématiciens purent comprendre Ia pensée de Riemann dans le
domaina de 1a théorie des fonctions, d’of: son énorme intérdt » [44]

2.1.1. I'édition de 1865. — Publié an début de 1865, ce
livre [69 a] est tiré d’un cours donné par Neumann en 1863 4
V'Universite de Falle. Les passages qui nous concernent sont
a la sixidéme legon (§ 1) et 4 la huitiéme legon (§ [-§ 4). En voicl
les idées essentielles : dans la théorie de Riemann, on considére
les valeurs d'une fonction comme réparties d'une fagon uniforime
sur une surface nommée surface de Riemann ; pour étudier ces
surfaces, el par voie de conséquence les fonctions qu'elles défi-
nissent, dans les meilleures conditions, il est utile de leur donner
la forme la plus simple en leur faisant subir certaines transfor-
mations. On définit ces transformations en remarquand que, pour
conserver les caractiros d'uniformité et de continuité de la
fonction, il est indispensable, comme nous Favons d’ailleurs dit
plus haut, quil existe entre lo surface de départ et lIa surface
d’arrivée une correspondance « univoque et continue » (*).

(Vest sur le théoréme suivant, énoncé par Neumann & la
page 209, que repose toute Vimpertance des transformations
continues pour la théorie des fonctions :

« 8 tes valeurs d'une fonction sont étalées sur une surface quel.
congue, aucun changement nintervient en ce qui concerne les points de
continuité, les zéros et les pdles, lorsqu’on fait subir & la surface une
transformation continws. En chague point de la surface nouvelle, la
fonction se comporte exacterngnt comme au point correspondant de la
surface initiale. Les mémes considérations sont valables pour les carac-
téristiques de multifermité de la fonction » (3},

(3} C'est 14 un résumé de la p. 208
(3 Traduction libre du texte de Neumanmn.
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Dés lors, I'idée de transformation continue s’introduit natu-
rellement dans la théorie des fonctions. Neumann en donme
d’abord la définition concréte que voici :

« Par {ransformation continue d’une surface, on enfendra une
transformation composée uniguement de flexions et de dilatalions, sans
déchirure ni réunion » (p. 206).

Il présente, sitdt aprés, la définition suivante :

« Pour transformer deux surfaces quelconques 'une dans D'autre
(pour autant que cela soit possible), il suffit de trouver une loi faisant
correspondre & chaque point de la premiére un peint bien déterming de
ta seconde, do telle fagon qu’a deux points voising de Pune correspondent
deux points voisins de Fautre » {1,

Plus loin il observe que :

¢« Quelles que sofent les flexions et les dilatations gu'il a falln faire
subir 4 une surface 4 pour obfenir une surface 4°, une certaine concor-
dance existe toujours entre les deux surfaces. Ainsi par exemple, une
courbe fermée ¢ de 4 ne se recoupant pas elle-méme, se transforme en
une courbe fermée ¢ de A’ ne se recoupant pas slie-méme, et tout point
intérieur a4 la région limitée par ¢ se transforme en un point situé i
Pintérieur de la région limitée par ¢’. De méme, si une section partage 4
en deux parties complétement séparées, ia transformée de cetle section
partagera 4 en deux parties complétement séparées. Finalement, A
et 4 ont le méme nombre de Irontidres » (p. 206} (7).

Les premiéres lignes de cette citation nous aménent aux
portes des idées maitresses du fameux Programme o Erlangen,
dont nous aurons & reparler (p. 120).

Dans Ie méme paragraphe, Neumann écrit ;

« Alnsi, lorsqu'une surface est donnée, on peut toujours en indiquer
plusieurs, ot fort différentes les unes des aufres, qui puissent s’obtenir
a partir de la surface initiale par une transformation continue ; cependant,
on ne peut pas envisager une surface donnée comme la transformée
d’une surface quelconque. En effet, pour que deux surfaces puissent
éire envisagées de cotte fagon, il faut d’abord qu'elles posseédent le
méme nombre de courbes Ironticres. Cela n’est toutefois pas suffisant.
Ainsi, la sphére et le tore ont le méme nombre de courbes frontiares,
sans que I'on puisse pour autant passer de I'une 4 Pautre par une trans-
formation continue, comme on le voit aisément » {p. 207}

{1} Cette définilion se rapproche beaucoup de celle donnée peu de
temps auparavant par Mobius. I} est loisible de penser que ces deux hommes
aient été en relafion, Halle étani situé a uns trentsine de kilométres de
Leipzig onl Mobius enseignait.

{8} Traduction libre du texte de Neumann.
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Ces considérations montrent que l'idée de transformation
continue conduit i une classification des surfaces. Neumann
réserve 4 cette question les quatre premiers paragraphes de la
huitieme lecon :

« Nous nous occuperons ici de surfaces quelcongues. Nous appe}}e-
rons surface élémentaire une surface plane a un feuillet, dont Ia _frontzere
sst constituée par une seule courbe fermée, et dont tous les peints sont
dans le finl, Une surface quelcongue sera, d’aprés sa structure, en rela-
tion plus ou raoins simple avee la surface élémente‘me ; car, suivant sa
constitution, des opérations plus ou moins compliquées seront néces-
saires pour la ramener 4 une surface élémentaire » (p. 291).

Aprés avoir examiné quelques exemples, il conclut :

« Ces exemples nous montrent qu’il est pos‘sibie de clfisser toutes
les surfaces imaginables, selon les relations qui les hen‘P A }a sur,face
élémentaire ; on peut, en effet, les classer & pax:tu- des opeltathns néces-
saires pour les ramener 4 la surface élémentaire. (;es opérations sont
constituées de transformations continues et de sections » (p. 292}

11 poursuit en définigsant les sections et les rétr?sections ()
eb en analysant les différents cas qui peuvent se présenter. Puis
plus lein :

« Une surface sera dite & connexion simple si elle est transformable
en une surface élémentaire par le moyen de transformations continues: ;
en revanehe, si, 4 part ces transformations, il faut introduire_ un certain
nombre de coupures, Ia surface sera dite & connexion multiple. »

Neumann établit encore des propriétés relatives aux surfaces ;
elles sont basées sur ceite constatation :

« Une surface élémentaire est partagée par chaqg;e sectim} trans-
verse, aingi gue par chague rétrosection, en deux parties cqmpletemenh
distinctes. 8i 1a coupure est une section transverse, respect}vement une
rétrosection, les deux parties, respectivement 'une au moins, sont des
surfaces élémentaires » {p. 294).

1 démontre alors facilement les trois propositions :
1) « Une surface & connexion simple est partagée par une section
transverse en deux parties distinctes, dont chacune est simplement

connexe »j ] ; )
2) « v sections transverses successives partagent une surface a

connexion simple en v -+ 1 parties, donl chacune est a4 son four a
connexion simple »;

1) « Une rétrosection est une section fermée, sans point de eontact avee
la fi‘czngiére et sans point muliiple » {p. 294}, En allemand Raekkehrschnitt,

8
Fool, PONT
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8) « Une surface A connexion simple est partagée par toute réiro-
section en deux parties distinctes ; l'une d’elles est simplement
connexe. »

Au paragraphe 2 de cette huitiéme le¢on, Neumann démontre
un cas particulier du théoréme fondamental de Riemann, en
ge servant d'un raisonnement qui s'apparente 4 celul utilisé par
Riemann. Sa conclusion est coatenue dans le théoréme de la
page 298 :

¢« 8i un systéme quelcongue de surfaces, considéré aux divers
moments de sa transformation, est partage, dans chacun de ses élals,
en un ceriain nombre de surfaces simplement connexes par différents
systémes de sections transverses, la différence v — «, entre le nombre
de sections trangverses et le nombre de surfaces obtenues, est constante ;
cette différence est alors une grandeur caractéristique attachée au
systéme de surfaces envisagé. Il en ira donc de méme du nombre
v—a 4 2, ¢que nous appellerons dorénavant le nombre fondamental
du systéme de surfaces. »

Neumann ¢tablit ensuite les deux propositions classiques
(voir supra, p. 6D) :
« L nombre fondamental d’une surface diminue d'une unité lorsque

celle-ci subit une scclion ftransverse » et : « Le nombre fondamental ne
change pas lorsque la surface subli une réiroseciion. »

(ies considérations conduisent & limportante définition de
la page 302, dont voici un extrait :

« Une surface est de connexion n lorsque, culre la transformation
continue, n — 1 sections fransverses sont nécessaires pour en faire une
surface elémentaire... Le nombre fondamental d’une surface n-fois
connexe est égal A n. »

A la page 30D, i applique ces résultats :

1) au cas de systémes de surfaces simplement connexes; le
nombre fondamental est alors 2 — & ;

2) au cas de systémes de surfaces, dont U'erdre de connexion vaut
respectivement N, N, ..., N, ; ici, le nombre fondamental
est donné par :

o
N, — 2 2,
=1
Ax paragraphe 3, Neumann ébudie les relalions qui existent

entre le nombre fondamental d'une suriace et le nombre de ses
frontiéres. Cetle question avalt déjh été traitée par Riemann
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qui g'stait contenté d’en indiquer les prineipaux résuitats. Le
seul point nouveau est le suivant : « Une surface fermée est une
fois connexe, 3 fois connexe..., ou 2n 4 1 fois connexe. »

2.1.92. L’édition de 1884. — En 1884, Neumann donne une
édition completement revue [69 b] de Youvrage que nous venons
d’examicer. Dans la partie nous concernant, il faut relever cecl.
L'auteur remarque qu’il est difficile d’énoncer des théorémes
généraux tant que le concopt de surface n'est pas défini avec
précision, et cela mon pas par des propriétés négatives, comme
o’6tait le cas chez Riemann (la surface ne deif pas présenter de
« fourche » (1)), mais par des propriétés positives {p. 146). 1l pose
alors les deux conditions :

1} « La surface doit étre telle que le voisinage de chacun de
ses points soit un domaine simplement connexe. »

On reconnait la condition d’homogénéité.

2) « La surface doit étre telle qu’il soit toujours possible de
trouver un systéme de sections transverses la rendant simplement
connexe » (p. 161) (2). Cest ce que I'on a appelé par la suite
laxiome de Neumann [20, p. 196].

Essavons d’analyser la gendse de ces deux conditions. Les
surfaces utilisées en théorie des fonctions doivent &tre transfor-
mables, au moyen d’un nombre fini de sections transverses, en
une surface élémentaire ; de plus, i est nécessaive qu’elles ne
solent pas de la forme illustrée par les figures sulvantes :

Fig, 13

11 s'agit donc de trouver un critére permettant d’éliminer
jes surfaces indésirables. La premiére idée qui vient & Desprit
est naturellement la condition b ; cependant, celle-ei ne suffit pas
3 exclure les surfaces de la figure de droite. On pallie cet inconvé-

alfung. .
gtte cogndition se trouve déjd chez Kimin {voir infra, p. 126).

Citn
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nient par. un deuxiéme critére ; c’est le but de la condition «,
qui est fort ingénieuse. Existe-t-il une relation entre ces deux
conditions ¢ L’une d’elles est-elle réductible & 'autre 7 DVabord,
b n’implique pas a, car « élimine la figure de droite, sans que b
ne le fasse. Quant 4 D'éventualité que a eniraine b, Neumann
écrit :

« 11 est probable gue toute surface vérifiant la premiére condition
vérifie également la seconde »,

mais il s’abstient de conclure. Cetle attitude est révélatrice du
changement qui s’est fail jour dans le cours de Ia pensée mathé-
matique, depuis le temps ot U'on fravaillait avec des séries sans
g'inguiéter de leur convergence. A 'appul de ceci, on peut encore
citer une remarque de la page 167 :

« Dans ce paragraphe, traitant de surfaces quelconques, nous avons
fait confiance & Pintuition géomeétrique ; und das dirfte weniger sicher
getn (1) ; 11 existe en effet des surfaces pour lesquelies les régultats de
ce paragraphe sont faux. »

fl le montire & ['aide du ruban de Mobius, sur lequel la présence
d’une section transverse ne change pas le nombre de courbes
frontitres, désaccord flagrant avec une proposition gu’il avail
établie plus haut.

Nous conclurons en disand qu’on peul voir en cet ouvrage,
écrit avec la « clarté neumannienne », proverbiale auprés des
étudiants de Leipzig [62, p. 543], le premier manuel de topologie.

2.2. L'ouvrage de H. Durége {1864; 18582)

Dans zon livre [25], Heinrich Durdge consacre la neuviéme
section aux questions topologiques; il reprend l'étude de la
classification des surfaces, en clarifiant et en précisant certains
points & peine effleurés par Riemann. De la seconde définition
de Riemann {voir supra, p. 64}, il tire le critére :

« Toute courbe fermée de la surface # forme frontidre compléte,

si tous les points de son contour se trouventi d'un seul et méme coté
de cette courbe fermée. »

Puis, aprés avoir examiné jusque dans le détail la notion de
section Cransverse, il présente ses principales propriétés qu'il
ordonne en une longue suite de propoesitions s’enchainant d'une
fagon fort logique. Au paragraphe 49, Durége étudie le théoréme

(*) « Bt elle n'esi pas si sOre, »
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fondamental de Riemann (voir supra, 61) ; il rappelle la démons-
tration de Riemann, éclairant les points obscurs par de nombreux
exemples, Plus loin (p. 190}, il expose une nouvelle démonstration
de cette proposition, que Lippich avait publide en 1874 [66].

2.3, Diffusion des idées de Riemann

2.3.1. En Angleterre : dans ce pays, le premier iravail
consacré aux idées topologiques de Riemann est, & notre connais-
sance, celul de W. K. Clifford [18 5, p. 24] (1877} H appelle
circuit toute courbe fermée tracée sur une surface. Un circuit est
dit réducible #'1l est possible de le réduire A un point sans quitter
la surface, irréducible dans le cas contraire.

« Bn général, it existe sur une surface un nombre fini de eircuits
irréducibles indépendants, ¢’est-d-dire tels qu’ils ne soient ni réducibles,
ni réducibles entre eux par ua mouvement continu, Tous les aulres
circuits peuvent alors g’exprimer par Pintermédiaire de ces circuils
indépendants... De la méme fagon, on voit que sur la surface d'un corps
4 p trous il existe 2 p circuits irréducibles indépendants. »

L.a canonical dissection, que nous avons déja rencontrée {p. 67),
est envisagée ici de telle maniére gu’ « il ne soit plus possible de
construire sur la surface ainsi coupée de circuits irréducibles » ().

2.3.2. En France : les idées de Riemann et les commentaires
profonds de Neumann sont présentés aux savants de langue
francaise dans un livre de J. Hotel [45 b] publié en 1874. Cet
ouvrage napporte pas d'éléments nouveaux 4 analysis silus.
il s’agit vraisemblablement, au moins dans la partie qui nous
concerne, d’ une traduction du livre de Neumann. On ¢'en apergoit
lorsqu’on compare les notations utilisées. Cest dans le livre de
Hoilel qu'apparaissent les termes connexion simple, conmexion
multiple [45 b, p. 82], déformation continue [45 b, p. 239], section
transverse [45 b, p. 248] et section rentrante [45 6, p. 2507 (%).

2.3.3. En ltalie : ¢’est d'abord Betti {1859) qui transmet
les idées de Riemann dans ce pays, par la traduction qu’il donne
[6 ¢] de la Disserialion inaugurale. Puis, en 1868, F. Casorati
publie un ouvrage dans lequel il passe en revue les différents
fravaux que la premiére moitié du x1x® siécle a consacrés 4 la
théorie des fonctions [I5]. Il montre notamment Vavaniage
présenté par la méthode de Riemann.

1) Jorpaw avait Géja abordé ce probléme en 1866 (voir infra, p. 114 sq.}.
{3} Quw'on appelle aujourd’hui réiresection.
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§ 3. UN DISCIPLE AVERTI @ E. BETTI

3.1, Linfluence de Riemonn

{Vest essentiellement sous I'influence de Riemann que Beti
éerit son célébre mémoire de 1871 [§ 5], Aussi commencerons-nous
ce paragraphe par des considérations sur les relations, fort
étroites, qui unissaient les deux hommes,

En 1858, Brioschi, Casorati et Betti accomplissent un périple
en Europe, afin de prendre contact aver les diverses écoles qui
snimaient la mathématique d'alors. Au cours de ce voyage,
auquel Volterra atbachera une si grande importance (1), Betti
se lie d’amitié avec Riemann, son cadel de trois ans, Bn 1862,
ce dernier subit les premiéres attaques de la maladie gui 'empor-
tera quatre ans plus tard. La Faculté lui conseille I'ftalie et la
douceur de son climat comme lien de cure. En novembre 1862,
ie jeune couple - Riemann avait convolé au début de Pannée —
débarque en Bicile, ot il passe I'hiver. Lors du voyage de retour,
gqui Uaménera & Gittingen en juin 18563, Rismann, presque
rétabli, s’arréte quelques jours & Pise, auprés de Betti. Mais le
climat du Nord ne convient décidément pas 4 notre jeune génie :
en aofit, c’est un mouveau départ vers I'Italie. Les Riemann
oplent cetbe fois-ci pour Pise; ilg v habiteront jusqu’en 1865,
Duarant ce long séjour, Riemann entretient son ami de ses tra-
vaux, de ses idées. Il lui parle notamment de la question de
P'ordre de connexion des dimensions I et 2, dans son rapport avec
la théorie des fonclions analybigues (voir § 3.2). Il est haute-
ment probable gue Riemann lui signale aussi Pextension de
cetle notion aux variétés & n dimensions. Batti devient le meilleur
connaisseur des idées de Riemann, au meins dans ie domaine de
la théorie des fonctions. Cest aingi que, lors de la publication des
ceuvres de Riemann, H. A, Schwarz demande A Betti {lettre
du 27 novembre 1875) (2) de « vérifier 8l a bien réussi & recons-
tituer la pensée de Riemann »

3.2, Les deux lellres ¢ Tardy

Dans deux letbres, adreszées & P. Tardy les 6 et 16 octo-
bre 1863 [6 ¢}, Belti exprime pour la premiére fois « sa » théorie

[ ](1) « L’existence de 1'Italic comme nation scientifique date de ce voyage»
82].
(2} Cette lettre se trouve parmi les papiers de Belii, obligeamment mis &
notre disposition par la Bibliothéque de "Ecole Normale Supérieure de Piss.
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de la connexion. Elles révélent combien grande est l'influence
de Riemann sur les travaux topologiques de Betti.

Ces missives contiennent deux définitions de Pordre de
connexien, et, partant, deux fagons de le déterminer. De plus,
on y trouve lessentiel des idées qu'il développera dans sa publi-
cation de 1871,

Dans la premiére letire, Betti commence par écrire :

« Jai parlé dernitrement avec Riemann de la connexion des espaces
et je m’en suis fait une idée exacte. »

Cest une preuve indiscutable de Vinfluence de Riemann,
dont nous avons parlé ci-dessus.
II passe ensuite 4 Fordre de connexion :

« Un ¢space sera dif simplement connexe lorsgue chaque surface
fermée qu’il contient limite complétement, et & elle seule, une portion
d’espace, et si chaque ligne fermée confenue dans cet espace forme 4
elle seule le eontour complet d'une surface entiérement contenue dans
cef espace. »

Il ¢’agit 14 de Papplicalion aux espaces & trois dimensions
d'une notion que Riemann avait déja introduite pour le cas des
espaces & deux dimensions dans le mémoire de 1857 {voir p. 64)
et, pour les espaces & n dimensions dans le Fragmeni (1)
{veoir p. 68).

Betti poursuit avec I’étude de différents exemples :

a} L'espace intérieur & un ellipsoide est simplement connexe ;

b) Pour rendre I'espace compris entre deux sphdres concen-
triques simplement connexe, Il faut construire une section
linéaire allant d'un point de la surface extérieure & un point de
la surface intérieurs ;

¢) L’espaceintérieur 4 un tore « est rendu simplement connexe
an moven d'une seclion superficielle (*) simplement connexe »
Notons bien la restriction qu'il impose aux sections superficielles :
elles doivent é&tre simplemeni connexes. Sans cette condition,
on pourrait construire une infinité de sections superficielles ne
rendant pas le tore simplement connexe ;

d) L’espace compris entre deux tores intérieurs I'un & autre « est
rendu simplement conrexe au moyen d’une section linéaire qui va d’un

(Y II ne nous a pas &té possible de déterminer Ia date & laguelle le
Fragment a &té rédigé.

(2} -Une section superiicielie est uno section effectude ke long d'une surface
dont la frontisre est entidrement située sur ia frontiére de la variété consi-
dérée,
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point de la surface externe & un point de la surface interne, et au moyen
d'une sectlon superficielle simplement connexe unissant enrtre elles la
surface inferne et la surface externe »

Ici, Betti commet une légére erreur car il faut deux sections
superficielles et une section linéaire. En effet (cf. fig. 14), soit T,
et T, les deux tores. Une section linéaire telle que L, est d’abord
nécessaire pour que chaque surface fermée forme 4 elle seule
frontiére (car un tore T, dans lequel T, serait entidrement contenu

ne forme pas frontiére & lui seul ; grice & L,, T, est ouveri et

n’entre par conséquent plus en question). Ensuife, une ligne telle

gque L, ne forme pas frontiére compléte ; pour Péliminer, on

construif la coupure superficielle 5,. Ii reste & supprimer les lignes

du type L,. On construit pour cela la coupure superficielle S,.
La lettre de Betti se termine ainsi :

« Lies trois espaces que j'al considérés ont différents ordres de
connexion, car Vordre de connexion dépend du nombre de sections
superficielles simplement connexes et du nombre de sections linéaires,
par le moyen desquelles ils ont été vendus simplement connexes ; ces
nombres conservent leur valeur quelles gue soient les sections linéaires
choigies {1). L'ordre de cornexion sera représenté par deux nombres que
je noterai {(m, n}, lorsqu’il a fallu m sections superficielles et » sections
linéaires... La généralisation, pour un nombre quelconque de dimensions,
est facile, of Vimportance de toute cette théorie pour I’étude des inté-
grales multiples évidente. »

(Y} Veir p. 81 le théoréme fondamental.
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Passons & la lettre du 16 octobre, dont voici le début :

« Riemann démontre, avec beaucoup de facilité, qu’aun espace
quelcongue peat &tre rendu simplement conmexe au moyen de scetions
superficielles et de sections linéaires. »

Puis Betti reprend des considérations de la lettre du 6 octobre,
en se plaganl & un point de vue légérement différent :

« On ne change pas les ordres de connexion d’un espace connsxe si
Ion restreint ou sil’on étire les surfaces qui le limitent, de sorte que ces
poinis se déplacent vers Uintérieur de Pespace, et que celui-ci perde une
ou plusieurs dimensions, ¢ar ces opérations ont lieu d’une fagon continue
el sans coupure. Pour qu'un espace soit simplement connexe, il est néces-
saire que ce procédé permette de le transiormer en un point. »

Betti étudie ensuite les trois exemples de la lettre précédente,
4 la Jumidre de cet éclairage nouveau. Prenons, pour fixer les
idées, le eas de Pespace compris entre deux sphéres concentriques :

¢« 81 Pon restreint la surface externe et si I'on distend la surface
interne, de maniére 4 les rendre infiniment voisines, Pespace perd une
dimengion et se transforme en une surface sphérique, laquelle peut se
réduire & un point, lorsqu’on lui fait subir une section ponctuelle. Cette
section, qui a une dimension de moins que son image dans Uespace de
départ, correspond par conséquent & une section linéaire (*). Done un
espace de ce type est rendu simplement conrexe au moyen d’une section
linéaire, et son ordre de connexion sera (0, 1}. »

Betti termine par deux remarques intéressantes, qui seront
développées dans le mémoire de 1871 :

« Hn généralisant, on voit gqu'un espace & n dimensions peut, par
dilatation continue et sans déchirure, se réduire & un espace & n-—1
dimensions. Au moyen de seetions ponctuelles, celui-ci se réduit & un
espace & n - 2 dimensions, puis & n — 3 dimensions ef ainsi de suite,
jusqu’a ce gue Uon aboutisse & un point. Aux premiéres sections ponc-
tuelles correspondent des sections lindaires, aux deuxiemes des sections
superficielles simplement connexes..., aux derniéres des sections & n —1
dimensions. Lie nombre des sections linéaires est égal au nombre des
modules de périodicité d’une intégrale d’ordre n —1; le nombre des
sections superficielles simplement connexes est égal au nombre de
modules de périodicité d*une intégrale d’ordre n --2..., le nombre de
gections & n— 1 dimensions est égal au nombre de modules de pério-
dicité d’une intégrale simple. »

Ces letires sont importantes pour notre histoire, car elles
contiennent le squelette de I'article de 1871. Elles montrent que
les idées de Betti sur la fepologie n'ont guére évolué durant les

{1y On reconnait el le diagramme de Listing.
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six années qui séparent les discussions avee Riemann du mémoire
en question. La grande influence du mathématicien de Gotbingen
sur Betti apparait ainsi en pleine lumiére : septembre 1863,
conversation avec Riemann ; 6 eb 16 octobre de 12 méme année,
lettres & Tardy ; 1871, parution du travail dans les Annali. Le
principal mérite de Bebti en cette matitre est done d’avoir fait
connailre rapidement les importantes découvertes dont Riemann
Pavait fait dépositaire.

3.3. Le mémoire de 1871

3.3.1. La notion de pariélé. — Dans le mémoire que Betki
publie en 1871 [6 8], il étudie certaines propristés des espaces
4 n dimensions. Il commence par préciser ce qu'll entend sous
cette désignation :

« Boient =, ..., %, » variables qui prennent toutes les valeurs réelles
de moins infini & plus Pinfini. Nous appellerons sspace & n dimensions
le champ » fois infini des aystémes de valeurs de ces variables, et nous
le noterons 5, Un systéme (2%, ..., 58) déterminera un point 7, de cet
espace, dont 2, ..., 2} sont les coordonnées. Un systéme de m équations
déterminera un champ des systémes des valsurs des n— m variables
indépendantes, qui sera un espace & n — m dimensions, contenu dans 8, »
[6 b, p. 1401

Rappelons gu’une définition serablable avail déja été donnée
par Gauss {voir p. 35}). Pius loin Betti derit :

« Soit Flz, ..., 5) =0 {1) Péquation d’un espace §,., a4 n-—1
dimensions. Si la fenction F est continue el & une seule valeur pour
toute valeur réelle des coordonnées, X, _; séparera, en général, 5, en
deux régions, I'une pour laguelle /7 <Z 0, et l'autre pour laquelle 7 = 0.
On ne pourra, par variation continue du systéms de coordonnées, passer
d’un point de la premiére région & un point de Ia seconde, sansg passer
par un systéme de valeurs satisfaisant Péquation {1)... Si, du systéme
des valeurs des coordonnées d'un point quelconqus de 'une des régions,
on peut passer, par variation continue de ces coordonnées, 4 tout autre
point de la méme région, sans passer par des valeurs des ccordonnées
vérifiant I'équation de 8, -, Ia région est dite connexe. »

Betti interpréte done analytiquement les concepts d’espace
4 n dimensions, de frontitre et de connexe. Sa définition des
« espaces » est cependant irop restrictive. Car toutes les variéteés
définies de cette fagon sont bilatéres [voir Poincaré, ¥2 b, p. 2001
On- obtient la généralité souhaitée en considérant Ia variété
comme définie par un systéme de rn équations

iy = Ty, -y Yy -+ B = Tylun, o, Yin)s
ol les y sont des variables indépendantes.

e
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3.3.2. Les nombres de Belti. Le théoréme fondamental, — Le
paragraphe 3 du mémoire de Betti comprend deux parties bien
distinctes, dont la premiére est consacrée 4 'ordre de connexion.
Aprés avoir rappelé que cette notion fut envisagée par Listing
pour les espaces ordinaires et par Riemann pour les surfaces,
I'auteur reprend la définition qu’il a donnée dans la lettre du
6 octobre, en Pétendant aux espaces & n dimensions :

« Ontre la connexion lindaire, qui seule ge présente pour les surfaces,
i'at remarqué que, dans les espaces & plus de 2 dimensions, on pouvait
considérer d’autres sortes de connexion. 8i, dans un espace R & n dimen-
siong, limité par un ou plusieurs espaces & n— 1 dimensions, chaque
espace fermé 4 m dimensions, avec m <C n, est le contour d’une partie
d’un espace connexe & m + & dimensions entidrement contenue dans R,
nous dirons que R & la connexion 1 pour le genre m. Bi un espace 1 a
1a connexion 1 pour toutes les dimensions, il sera dif simplement connexe.
Si, en revanche, on peut imaginer dans R un nombre p, d’espaces
fermés 4 m dimensions, qui ne peuvent pas former le confour d’une
partie connexe d’un espace & m - 1 dimensions, entidrement contenne
dans B, et tels que tout autre espace & m dimensions forme seul, on
avec une partie, ou encore avec la totalité des p,, espaces, le conlour
d’une portion connexe d’un espace & m + 4 dimensions, entitrement
contenue dans R, nous dirons que R a la connexion p, + 1 pour le
genre m. »

Betli présente ensuite les quatre exemples de laltettre & Tardy.

Dans la deuxiéme partie de ce paragraphe, auteur démontee,
en se servant d’une méthode calquée sur celle que Riemann avail
employée en pareille circonstance, le théoréme fondamental,
doné le contenu indique que les différents ordres de connexion
dépendent exclusivement de l'espace considéré, et non des
coupures choisies, Toul comme Riemann, Betti entame son
raizonnement par le lemme :

« 8i un systéme D, d’espaces fermés & m dimensions, forme, avec
un autre systéme F d’espaces fermés & m dimensions, frontiére compléte
d’un espace S, .; & m -+ 1 dimensions gqui scit simplement connexe
ot entitrement contenu dans R, et si un antre systéme X, d’espaces
fermés & m dimensions, forme avec F frontiére compléte d’un espace
A m -+ 1 dimensions qui soit simplement coninexe ef entidrement contenu
dans R, alors le systéme D formera avec le systéme F Te contour d’un
espace simplement connexe & m + 1 dimensiens, entidrement contenu
dans R. »

Puis Betti énonce le théoréme fondamental :

« 8i ¢ sspaces fermés 4 m dimensions 4., ..., 4; ne peuvent pas
former seuls, mais forment avec toul autre espace fermé & m dimen-

:
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sions, le contour d’un espace connexe A m - 1 dimensions entitrement
contenu dans R, et si un autre systéme de " espaces fermés & m dimen-
sioms By, ..., By, jouit de la méme propriété, alors t = ¢

En effet, supposons ¢ >>¢. 8i ¢ est un espace fermé quelconque
& m dimensions, le systéme (4, ..., 4;, C) formera aussi bien que le
systeme {4,, ..., 4;, By} le contour d’un espace simplement connexe
A m -+ 1 dimensions, entiérement contenu dans R. Deés lors, le systéme
(ds, Ag, ..., 4, C) formera aussi bien que le systéme (A,, 4y, ...,
Ay, By, avec 4;, contour d'an espace & m 4 4 dimensions, entidrement
contenu dans R. Dulemme précédent on déduit que Ie systéme {B,, 4,,
Ag, ..., 44, €) forme le contour d’un espace & m - 1 dimensions,
entiérement contenu dans R. Le systéme (B, 4., Ay, ..., 4} forme
donc avec un espace quelconque le confour d’un espace & m -+ 4 dimen-
sions. En continuant & remplacer les A par les B on verrait finalement
que le systéme (By, ..., By forme {rontiére avee tonl autre espace fermé,
d'un espace & m -+ 1 dimensions, et que, par conséquent, il forme aussi
avec By, contour d’un tel espace, entidrement contenu dans R ; ceci est
en contradiction avec la supposition ¢ > ¢. On montrerait de la méme
manigre que t > ¢’ est impossible. Done t = ¢, »

3.3.3. Crilique de la démonsiration du ihéoréme fondamenlal.

I. Le théoreme dont nous venons de parler, qui autorise la
définition des divers ordres de connexion, est évidemment fonda-
mental. Il importe donc de le placer sur des assizes solides. Cela
n'est pas le cas ici. En effet, tant Riemann que Betti se sont
appuyés sur un lemme tenu pour exact par eux simplement &
cause de l'évidence dont il semble revétu ; or cette proposition
n’est vraie, d'une maniére générale, que sous certaines conditions,
Une fois le lemme convenablement modifié, la démonstration
indiquée par ces deux auteurs n'est plus valable. Les critiques
gque l'on peut avancer & Pencontre du lemme sont en partie
dues & A. Tonelli [30]; il fut le premier & remarquer « qu'il
n'avait été donné aucune démonstration rigoureuse de cette
importante proposition servant de base 4 la définition de 'ordre
de connexion d'un espace roultiplement connexe » Tonelli
apporte trois précisions :

1) Tous les espaces qui constituent Uensemble F sont néces-
gaires pour former contour aussi bien avec K qu'avec D ;

2) Une partie de D, de E ou de F ne doit pas former frontiére
4 elle seule ;

3} 1 est faux de dire que 'espace dont la frontiére est formée
par les systémes D et E est connexe. Tonelli donne un exemple
dans lequel cet espace contient deux parties disjointes (ef. fig. 15).
Ce méme exemple montre aussi que I'espace limité par D et E
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n’est pas nécessairement égal 4 la « somme » ou & la « différence »
des espaces ayant respectivement D et E, et B et F comme fron-
tidre, comume le prétendait Riemann.

Fic. 15

2. La critique suivante, qui ne figure pas chez Tonell, enléve
a Vargumentation de Riemann-Betti son ressort principal. Voyons
plutdt ! On a montré [V1a, p. 29] que, pour &re correcte, la
conclusion du lerame doil s'énoncer : ensemble des espaces non
communs 4 D et & E forment {rontitre compléte. Hxaminons
maintenant la démonstration en question, & la lumiére de ceite
condition supplémentaire. En premier lieu, on ne peut naturelle-
menl pas exiger que bous les éléments de A soient indispensables
pour former frontidre avec €, sans quoi celui-ci ne serait plus tout
4 fait quelconque. Soit alore A,(4;) un systéme tel que :

AfA) C = RdS,,
et
AlfAi,)Bl = RdS, ..

Diapres le lemme modifié @ (Ay) — (Ay) B, € = Rd S,
et le raisonnement de Riemann-Betti ne peut pas étre poursuivi,
sauf toutefois lorsque !

AfA) (Ag) = (Aq, ., 4 avee (A nidy) = o,
exigence qui enléve & € Parbitraire voulu. Ensuite, on a db
admettre que parmi les systémes formant frontitre avec (|
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respectivement avec B, il se trouvait au moins un élément
commun. ¢ n’est alers plus quelconque.

E. Bortolotti [7] émet des critiques & peu prés semblables :

« Ou Bien les espaces Ay, ..., 4, sont vraimenl nécessaires pour
former conbour avec B, et alors, comme B est 'un quelcongue des
élérnents de By, ..., By, les mémes éléments seront encore nécessaires
pour former contour avec B,. Du lernme on déduit que B, et B, forment
contour 4 cux deux, ce qui est contraire A Phypotheése faite sur le sys-
tdme B. Gu seulement quelgues-uns des éléments du systéme 44, ..., 4,
sont nécessaires pour fermer contour avec By appelens alors 4; un
élément non nécessaire. Le systéme A,, 4., ..., 4,;, 8 forme donce
contour & lui geul, ¢t le lemime n’est plus applicable. »

3. NiRiemann, ni Bebti, ni leurs premiers disciples n’ont
entrevu fe besoin de compler plusieurs fois une méme variété, idée
qui permetira une algébrisation fructueuse de la notion de fron-
ticre. Ce n’est gue plus tard que Poincaré envisage cetie possi-
bilité. Oceupé & répondre & une critique de Heegaard, il remarque
gue za définition des nombres de Betti différait de celle donnée
par Betti, :

Cette histoire, bien que débordant légérement du cadre de
notre étude, mérite d’8tre contée, au moins 4 grands traits. Dans
un mémoire de 1890 [72¢, ou 72 b, p. 228], Poincaré énonce le
théoréme suivant :

« Danc Pp == Py _,. Par conséquent, pour une variété fermée, los
nombres de Beltl également distants des extrémes sent égaux. »

Dans sa these, Heegaard révile (40 b ou 40 b'] que ce théoréme
ast inexact. A cela, Poincaré rélorque en 1899 dans son Complé-
ment ¢ Uanalysis situs [72d, ou 72 b, p. 290 sq.] :

« Avant d’examiner jes objections de M. Heegaard, il convient de
faire une distinction. Il ¥ a deux mani¢res de définir les nombres de
Betii. Gongidérons une variété ¥ que je supposerai, par exemple, fermée ;

soient oy, 04, ..., o, n variétés a p dimensions, faisant partie de V.
Je suppose gu'on ne puisse pas trouver de variétés & p + 1 dimensions
faigant partie de ¥, et dont ¢y, ..., g, constituent la frontiére complite ;

mais que, st on leur adjoint une {n -~ 1)¢ varviété & p dimensions que
jappellerai v, ., et qui fera partie de ¥, on puisse trouver une variété
4 p + 1 dimensions, faisant partiede V, dont oy, vg, ..., ¢y, 04, cONS-
titue la frontidre complite et cela de quelque maniére que lon aif cholsi
la (n -+ 1)8 variété ¢, ... Dans ce cas, on dit gue le nembre de Bettd
est égal & n - 4 pour les variéiés & p dimensions. Clest la définition
adoptée par Betti.

« Mais on peut donner une seconde définition. Suppesons que on
paisse trouver dans ¥ une variété 4 p -+ 1 dimensions, dont v, ¢y, ..., ¥,
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constituent la frontiére compléte ; Pexprimerai ce fait par la relation sui-
vante : ¢ v - ... + ¢ ~ 0, que Jappellerai une homologie.

« 11 pourra se faire que, sur la fromntidre compléte de notre variété
a p -1 dimensions, une méme variété ¢ se refrouve plusieurs fois;
dans ce cag, elle figurera dans le premier membre de Phomoelogie avec
un coefficient, qui devra étre un nombre entier. D’aprés cetie définition,
on peut additionner les homologies, los soustraire les unos des autres,
les wultiplier par un nombre entier...

« Cebte seconde définition, qui est celle que j'ai adopife dans
I' Analysis situs, ne concorde pas aveo la premiére.

« Le théoréme énonce plus haut et eritiqué par M. Heegaard ést vrai
pour les nombres de Bettl définis de la seconde maniére, et fanx pour
les nombres de Betti définis de la premidre maniére. »

Et plus loin :

« La démonstration que Pen ai deanée dans ["Analysis situs semble
s'appliquer également bien aux deux &éfinitions des nombras de Batil;
elle doif done avoir un peint faible, puisque les exemples qui précédent
montrent suflisamment que le théordme n’est vrai que pour la premitre
definition. »

Létude de ce « point faible » va servir de départ & tout ce
mémoire, essentiel pour le développement de la fopolegie.

4, 1 se dégage de ces considérations quelques idées qui pré-
sentent un certain intérét pour 'histoire des mathématiques,

Le lemme, sur lequel Betti appuie son théoréme, traduit
d’une certaine maniére la transitivité de ia relation « forme fron-
tire » On ne raisonne done plus sur des objels géorméleiques,
rals sur des systémes d’objets, que Ie lemme permet de substituer
ies uns aux autres, selon des régles bien détermindes, comme en
algébre les lois de combinaison des équations permettent de
substituer les grandeurs grace & la transitivité de Pégalité. Cette
algébrisation devait devenir effective avec les travaux de Poin-
caré, qui eut l'idée d'introduire un formalisme adéquat.

« It I'on ne doil pas sous-esiimer U'avantage qu'un formalisme bien
adapté apporte aux recherches uvltérieures, en ce qu’il devance pour
ainsi dire la pensée » [§0 6, . I, p. 4881

On reconnalt ici P'un des processus caractéristiques de la
pensée géométrique au Xixe sidele : remplacer U'intuition spatiale
par des considérations arithmétiques ou algébriques. Ce processus
est Panalogue de celul gue-l'on rencontre en analyse 4 !la méme
époque, auquel Klein donna le nom d’arithmétisation des
mathématiques {50 b, t. 2, p. 232-240], et qui trouva en Weier-
strass son prineipal promoteur. A cetie tendance, on peub, outre
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Pinfluence de la crise de rigueur amorcée par Cauchy, Abel et
Gauss, attribuer une double origine. TWahord, le monde mathé-
matique prend conscience des erreurs énormes que lintuition
peut nous faire commettre, lorsqu’elle n'est pas soumise au
controle rigoureux de la logique. Ii suffit de penser & 'exemple
classique des fonctions continues sans dérivées {1), qui arracha &
Poincaré l'exclamation : « Comment I'inbuition peui-elle nous
tromper & ce point ? » ; ou encore & la découverte de Cantor (1877)
sur la possibilité d'une correspondance biunivoque entre 'espace
numérique linéaire et 'espace numérique 4 n dimensions, décou-
verbe qui fit dire & son auteur : « Je le vois mais je ne le crois pas»
{(voir p. 118). Ensuite, I'algébrisation complile des concepts
géométriques est encore libe au développement de la notion
d’espace 4 n dimensions qui émerge aux environs de 1850 (veir
p. 35). Elle est aussi un effel de I'état d’esprit suscité par Ia
pratique de la géomébrie analytigue.

3.3.4, Les derniers paragraphes. — Riemann, on 5’en souvient,
avait donné deux définitions différentes de l'ordre de connexion,
I'une basée sur le nombre de sections transverses, I'autre sur le
nombre maximal de courbes fermées ne formant pas frontiére.
Betti, qui n’a fraité jusqu’a présent que de la seconde, introduit
(§ 4) la notion de section transverse, tout en indiquant des pro-
priétés s’y rapportant. Aprés cette préparation, il consacre le
paragraphe b & démontrer le théoréme suivant, ;

« Pour rendre simplement connexe un espace fini R & n dimensions,
au moyen de sections fransverses simplement connexes, il est nécessaire
et suffisant d'y Iaire p,_, sections linéaires, p, _, sections & deux dimen-
31018, py,_ 5 & trois dimensions, ..., p; & n~— 1 dimensions, si p; + 1,
P2+ 1, ..., py-q + 1 représentent respsctivement Ies ordres de
connexion pour les dimensions 1, 2, ..., n— 1. »

Voiel quelques exemples :

o) Bllipsoide :
p1 =0, aucune section superficielle
pa = 0, aucune section linéaire

b} Espace compris entre deux sphéres concentriques :

P: = 0, aucune section superficielle
Pa == 1, une section linéaire

{*) L’histoire de ces fonetions est retracée dans un cuvrage de J. H. Man-
HEIM [64].
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¢) Bspace intérieur au tore :
p1 =1, une sestion superficielle
ps = 0, aucune section linéaire
d) Espace compris entre deux fores intérievrs Pun & Pautre :

py = 2, deux sections superficielles
By = 1, une section linéaire.

Dans la derniére partie, Bettl interpréte p; eb p,_;, comme
périodes de certaines intégrales. Riemann avait déja montré que
Ie nombre p, est susceptible d’une telle interprétation. Plus tard,
Poincaré a généralisé ce vésultat [72 6, p. 209-212], montrant
que tous les nombres de Betti pouvaient étre interprétés de la
sorte.

3.4. Conclusions

Ce travail de Betti marque une étape importante dans
Uhistoire de 'analysis sifus. Pour la premiére fois, une publication
traite de problemes qui relévent de la topologie des varietes
4 n dimensions. Ce mémoire n'a pas passé inapergu. I esl citeé
dans les Fuvres de Riemann [78 ¢, p. 419], dans les deux mémoires
de Dyck (voir p. 131 sq.), dans Fouvrage classique de Ificard
(71 a, p. 19] qui utilise la notation de Betti (p pour les diflérents
nombres de Betti, = [ dans 'énoncé du théoréme de Riemann,
S pour espace), de méme gue dans le monumental ouvrage de
Poincaré. Bien entendu, les démonstrations, encors tres intuitives,
manguent souvent de rigueur.

Jo-G. PONT /



Cuaritre 11

LA TOPOLOGIE
AU SERVICE DE LA GEOMETRIE

§ 1. MOBIUS, OU LA REMARQUABLE ORIGINALITE
D'UN SEPTUAGENAIRE

1.1. Généralités

Commengons par replacer, dans leur contexte historique, les
différents textes qui forment la matiére de ce paragraphe.

Dans sa séance du 8 février 1858, 'Académie des Sciences
de Paris mit au coneours, pour son Grand Prix de Mathématiques
de 1861, la question suivante :

Perfectionner, en quelque point important, la théorie géoﬁuétriqae
des polyedres [96].

August Ferdinand Mobius, alors dgé de 68 ans, se décide &

concourir. B'aprés Curt Reinhardt, qui a étudié les manuscrits
laissés par Mobius,
« il semble que ce travail ait eu pour but initial 'énumération de tous
les polyédres possibles de n sommeis, mais que les formidables diffi-
cultés de ce probléme détournérent son aufeur de la vole primitive,
pour Vamener & étudier, plusspécialement, les questions d’aire et de
volume de pelygones et de polyddras » [77].

Avant la date limite du concours, fixée au 19 juillet 1861,
P Académie regoit huit mémoires, parmi lesquels celut de Mobius,
dont le francais trés approximatif rendait la compréhension dif-
ficile. Ce travail, intitulé Mémoire sur les polyédres, et portant la

.mention « Tentasse juvat » (1), comprend 100 pages réparties

en 62 paragraphes. I se compose, grosso modo, de deux parties.

Dans la premiére, aprés avoir étudié avec minutie les notions
d’aire d'un polygene et de volume d'un pelyédre, Mohius les
généralise aux cas extraordinaires ol le périmétre d’un polygone,

M Ce qui compte, c’est Q’avoir essayé !
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ou d’un polyeédre, se recoupe lui-méme. 11 observe que la relation
obtenue pour le calcul du volume d'un polyédre est valable
seulement si ses arétes vérifient la « loi des arétes ». L’étude des
exceptions dont souffre cette loi 'améne ensuite 4 la découverte
des polytdres unilatéraux (%), et de leurs principales propriétés.

Dans la deuxiéme partie, il définit la corrélation élémentaire
{on dit aujourd’hui transformation topologique) et établit une
classification des surfaces qui s'appuie sur ce nouveau principe.

Ce travail ne fut pas jugé digne du prix, malgré, ou peut-éire
a4 cause de la grande nouveauté des résultats qu'il contenait.

Dans le rapport présenté au cours de la séance du 23 dé-
cembre 1861 [97], le jury du concours déclarait en effet qu’aucun
des huil travaux présentés ne répondait pleinement & la question
proposée, que le prix n’était pas décerné et que la question était
remise au concours pour I'année 1863. Du rapport des commis-
saires (Liouville, Lamsé, Chasles, Bertrand eb Serret}, nous retien-
drons la phrase suivante :

« D’autres mémoires renferment des théorémes nouveaux et inté-
ressants, mais la commission n’a pas jugé que les démonstrations fussent
quffisantes et elle rogrette particuliérement d’avoir & signaler Ia rédaction
trés défectueuse de l'un des travaux qu'elle avait surtout remarqué. »

Le mémoire « surtout remarqué » était-il celui de Mdbias 7
Son frangais défectueux, son originalité et les ratures nombreuses
qui Daffligent nous incitent & le penser. On imagine aisément
Pintérdt qu’aurait pour nous la connaissance du jugement exact
de la commission. Un nouveau rapporl, présenté au cours de
1a séance du 28 décembre 1863 [98], signale qu'aucun nouveau
mémoire ne meérite le prix, et que la question est définitivement
retirée.

Aussi notre auteur se décida-f-il & publier deux mémoires,
recouvrant assez complétement le travail présenté au Grand Prix.
11 s’agit de Théorie de la corrélation élémentaire (*) et de Sur la
défermination du volume d'un polyédre (*), parus respectivement
en 1363 et en 1865.

Nous allons maintenant examiner ce travail, en nous référant
& la version publi¢e. Gependant, chaque fois que cela sera utiledla
compréhension, nous aurons recours au mémoire original, qui est
conservé dans les archives de I’ Académie des Sciences de Paris (4}

1y Terme dont s'est servi Mibius. :

%) [66 B]; ou aussi {66 4}, t. 2, p. 433-471.
3) [86 ¢ ; ou aussi [66 al, 1. 2, p. 473-B12.

4} Nous éerirons G.P. pour Grand Prix.

R



90 : LA TOPOLOGIE ALGEBRIQUE

1.2. La corrélation élémentaire

1.2.1. La corrélation élémeniaire comme transformalion. — La
notion de corrélation (¥} — on dit aujourd’hui la transformation —
est 'dme de cet article, Mobius, qui I'a étudiée plusieurs fois au
cours de sa carriére, a puissamment coniribué 4 en faire ce prin-
cipe d’une rare fécondité que Von rencentre de nos jours dans
presque tous les cantons de la mathématique, Aussi Klein a-t-il
pu doerire ©

« Mobius n'a pas formulé ciairement le concept moderne de groupe ;
cependant, son idée de corrélation lui est praliguement équivalente; &
travers cette constatation, on peut dire que Mobius est I'un des précur-
geurs du Programme d’Erlangen » [50 ¢, note au bas ds la p. 118].

Dans la deuxiéme partie de son fameux Calcul barycenirique
de 1827 [66 d ; ou 66 a, t. 1, p. 1-388], intitulée :« De la corrélation
entre figures, et des clagses de problémes qui en découlent »,
il introduit une corrélation qu’il nomme « égalité et similitude »,
et qui correspond & la transformation que les géométres de notre
terps appellent une isométrie. Puis il définit Paffinité (§ 144)
et la colinéation (§ 217). (Vest finalement 80 pages qu’il consaere,
quelques années plus tard, & la Krelsverwandischaft (*) [66e;
ou 66e, £. 1, p. 243-314].

Dans notre cas, il ’agit de [a corrélation élémentaire. Mobius
ta définit au paragraphe 1 (voir aussi G.P., p. 64, § 44).

« Deux figures seront dites en corrélation élémentaire, lorsqu’
tout élément infiniment petit de une correspond un élément infiniment
petit de l'antre, de telle maniére qu'a deux éléments qui se touchent {3}
dans la premiere correspondent deix éléments qui se touchent dans la
seconde ; ou aussi @ deux figures sont en corrélation élémentaire, lorsqu'a
tout point de 'une correspond un point de P’autre, de telle maniére qu’a
deux points infiniment voisins correspondent toujours deux points

{1} C'est la traduction que Méorus donne du mot Verwandtschaft dans le
meémoire adressé & I'Académie {G.P., p. 64, § 44).

(*) Deux plans sont en Kreisverwandischafi lorsque: 1. Chaque point de
I'un a un seul correspondant dans Pautre; 2. Quaire points qui appar-
ie,mn{mnt, 4 un cercle de l'un ont leur correspondant situé sur un cercle de

autre. .

MéBrus ajoute : ¢ Fin aceord avee le principe ds continuité, nous ferons
encore Phrypothése qu'a deux points infiniment voising de ’'un eorrespondent,
au %Iégins en général, deux points infiniment voisins de 'autre » [66 a, t. 2,
p. 248].

On peut voir dans ce principe de continuité I'ancétre de la définition
d'une trapsformation topelogique gque MéBIus donne sous la dénomination
de corrélation élémentaire {voir p. 90).

{3) Aneinander grenzenden Elementen.
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infiniment voisins. Des lors, une ligne ne peut &tre en c.e. {}) quavec
une ligne, une surface avec une surface et un corps spatial avec un corps
spatial. »

Dans le manuserit envoyé au Grand Prix (p. 65), il ajoute :

« 8i par exemple nous imaginons une surface de sphére parfaitement
flexible et élastique, toutes les formes possibles dans lesqueiles on peut
la mettre par flexion et expansion (sans Ia déchirer}, seront corrélatives
entre elles. La surface de chaque polyédre eulérien est corrélative & une
surface de sphére. An contraire, une surface de sphére et la surface
annalaire du paragraphe 41 (tore) ne sont point corrélatives entre elles.
Il m'est pas possible de figurer la surface de la terre sur une surface
annulaire de maniére que 2 & 2 points différents de 'une surface répon-
dent & deux poinis différents de lantre (sic). »

Nous avons iei un exemple significatif du mauvais frangais
de Mbobhius, qui a peut-étre découragé le jury du Grand Prix.
Relevons aussi que c'est dans ces lignes qu’apparait pour la
premiére fois la géométrie du caoutchouc, pour qui la surface de
chague polyédre eulérien est équivalente 4 la surface d’une sphére.

L'idée centrale de cetie théorie est ainsi définie d’une facon
claire, au moyen de termes auxquels on peut donner une signi-
fication mathématique précise. Cette définition a sur toutes
celles ayant cours & ceite époque {Buler, Listing, Poinsot,
(. Neumann) un avanfage décisif : elle n’exige plus qu'il existe
une déformation physique transformant une figure en une autre,
mais simplement gue I'on puisse établir certaines correspondances
entre les éléments qui les constituent. On est maintenant en
mesure de l'appliquer a des ensembles abstraits, sur lesquels
V'intuition n'a plas prise, et qui ne sont par conséquent pas défor-
mables les uns dans les autres. Le ehamp d'action de notre science
g'en trouve considérablement élargi.

1.2.2. La classification des surfaces. — La suite de ce travail
g’édifie selon le plan suivant :

a) Classification des surfaces planes d'aprés le critére de la
corrélation élémentaire ;

bj Décomposition des surfaces en surfaces que Mobius nomme
gurfaces primitives ; la nature et I'ordre de succession de selles-ci
permettant de faire correspondre 4 la surface étudide un schéma
qui la caractérise du point de vue topologique. Ces considérations
conduisent vers un théoréme queé lon peut qualifier de fon-
damental ;

-

{1} Abréviation que nous utiliserons doréhavant pour ecorrélation
élémentaire.
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¢) Etude d'une méthode qui évite les manipulations géomsé-
triques indiquées en b).

1. Considéralions préliminaires. — Aprés avoir établi que
deux lignes ouvertes de longueur finie soni corrélatives, et qu'il
en va de méme pour deux lignes fermées, Mobius énonece et
démontre (§ B) la proposition sulvante, qui joue un rdle consi-
dérable dans cette théorie :

¢ Deux surfaces planes sont corrélatives si et seulement si elles sont
liniitées par le méme nombre de contours, »

i1 est frappant d’observer qu'une proposition aussi évidente
est démontrée, et non pas simplement admise sans réserve,
comme ¢'était encore souvent le cas dans la mathématique de
cetie époque, (Vest assurément I3 une manilestation de la crise
de rigueur dont a été témoin le xix® gidcle. Voyons comment
Mébius démontre la premiére partie de ce théoréme, lorsque les
deux surfaces sont limitées par une seule courbe frontiére ; soit o
et ¢ les deux surfaces, 4 un point quelconque de ¢, A’ son cor-
respondant sur ¢, fi, fa, - . ., f,, une infinité delignes fermées infi-
niment rapprochées et s’enveloppant les unes les autres, & partir
de leur centre commun A et jusqu'é la frontiére f de @; f est &
son tour décomposée en éléments infiniment petits par des peoints
F,, F,... En joignant chacun de ces points & A, on a partagé ¢
en secteurs infiniment petits F, AF,... Puis, on décompose de
méme ¢'. On en conclut -

« Lorsque, finalement, on comple dans chaque surface les anneaux
et les secteurs d’aprés Pordre indigué, et gue 'on associe & I'élément
commun au p® anneau et au ¢° secteur de g, élément commun aun
pe anneau et au ¢° secteur de %', on remarque, comme lexige la defi-
nition de la corrélation élémentaire, qu'a deux éléments de ¢ qui se
touchent correspondent deux éléments de ¢ qui se touchent. »

2. Le schéma. — A partir du paragraphe 6, Mdbius développe
une notion qui Ini permet d’explorer avec succés 'ensemble des
surfaces : soit une surface fermée g que, pour simplifier, nous
supposerons & courbure continue et ne se recoupant pas elle-

~méme. Considérons un plan = qui, dans sa position initiale, se
trouve complétement au-dessus {au-déssous) de o, el transpor-
tons-le parallélement & lui-méme jusqu'd ce qu'il soit entiére-
ment au-dessous (au-dessus) de ¢. Lors de ce déplacement, la
premiére rencontre de ¢ eb de ¢, ainsi d’ailleurs que la derniére
se réduiront 4 des poiubs, et il pourra y avoir, entre ces deux
positions extrémes, plusieurs contacts de ¢ et de e. On consbruit
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4 partir de cette situation géométrique le schéma de la surface.
L’exemple qui suit {voir fig. 16) illustre le principe de cette
construction.

{a)
fab) (c)

b
(bed)

el coupe ¢ en ¢, et en B le contact est elliptique ; &, coupe ¢
en b et en ¢; en € le contact est hyperbolique ; finalement, g
coupe g™ en d. On obtient plusieurs surfaces, qui ont respecti-
vement pour frontidres : (a), (ab} {¢), (bed) et {d). On forme alors
le tableau, & trois colonnes, et le schéma de @' g'éerit :

(@) 4 (ab) + {¢) + (bed) + {d).
A titre d’exemple, donnons encore le schéma de la figure 17 :

(u}
a
fabe)

be
(bd} (cef)
def
(dgh) (ei} (fk}

ghik -
(gl (himJ (kn}

({lmo) (np)

op
{opg)

q
{q)

Fre. 17 ®

{3y 66 a], fig. 5, p. 442
(%) [66 a], fig. B, p. 445.
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Le schéma posséde quelques propriétés intéressantes, que
Mobius examine au paragraphe 8, En voici les principales :

a) Les surfaces détermindes par les positions successives de e
gont limitées par une, par deux ou par troig courbes. Ces gurfaces
s¢ nomment respectivement union, hinion et ternion ;

b} Toutes les courbes de la colonne 2 sont différentes ;

¢} En passant d'un élément de ecette colonne au suivant, le
nombre de courbes varie d’une unité, & condition toutefois que
le schéma contienne au moins Lrois lignes. Cette constatation
entraine la proposition :

« e nombre de contacts entre une surface fermée 2 courbure

continue et un plan se déplagant paralitlement & Ini-méme est un nombre
pair. »

d} Comme la surface @ est connexe, on doit pouvolr aller de
chacun de ses points 4 tous les autres, sans quitter ¢ ; H est done
toujours possible de placer entre deux surfaces disjointes du
schéma, une suite d'éléments tels que deux éléments successifs
aient toujours une frontiére commune. Ainsi par exemple, dans
la surface de la figure précédente, on peut placer, entre les deux
parties {a) et (fk), les surfaces (abc), (cef). Lorsque cela est impos-
sible, on est en droit d’affirmer que le schéma représente deux
ou plusieurs surfaces distinetes ; ¢'est e cas pour le systéme repré-
senté par le schéma suivant :

{a)
{ac){b)
be
(e} (6]
d
{d)

dans lequel on ne peut passer d'aucune des brois surfaces (a),
{ac), (c) & une surface {b), (bd), (d) ; la raison en est que ce schéma
represente les deux surfaces fermées

(@) + (ac) + (e} et (b) + (bd) -+ (d).

Plus lein (§ 10}, Mobius démontre, en atilisant un raisonne-
ment semblable & celui que nous avons cité 4 la page 92, Vimpor-
tant théoréme : .

« Chague union, binien et ternion peul élre mis en c.e. avec une
surface plane limitée respectivernent par une, deux et trois courbes
fermées. »
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3. Les formes primifives. — Le schéma permet maintenant
(§ 11) de définir la notion de forme primitive, essentielle pour la
suife :

« Deux surfaces qui sont en c.e. avec une méme Iroisidme surface
peuvent visiblement étre mises en c.e. entre elles. Comme, &’ autre part,
ehaque union est en c.e. avec une surface plane limitée par une courbe
fermée, les unions seront également en c.e. entre eiles. La méme argn-
mentation s"applique aux binions et aux ternions.

« Plus généralement, lorsqu’une surface limitée par une on plu-
sieurs courbes fermées ne se recoupant pas elles-mémes est en c.e. avec
une surface plane limitée par le méme nombre de confours, on Pappellera
forme primitive de premiére, de deuxiéme, ete., de n® classe, selon que
le nombre de courbes qui en forment la frontidére vaut 1, 2, ..., n. Par
le méme raisonnement que ci-dessus, et en usant des résultats du para-
graphe 3, on voit que deux formes primitives de la méme classe sont
en c.e...»

Dans les lignes qui suivent, Mobius donne un autre modéle
pour les surfaces de classe n; & cette occasion, il présente la
projection stéréographique comnme transformation topologique :

« Une surface sphérique # munie de n ouvertures est une {orme
primitive de classe n. En effet, soit ¢ Pune quelcongus des n suvertures,
et A un point de F intérieur & o ; projetons alors F 4 partir de A4 sur
le plan normal au diamétre passant par 4. On obtient ainsi sur ce plan
n -1 courbes fermées enveloppées par la projection de 4. Lasurface F
et sa projection sont en c.e.; il suffit pour le voir de faire correspondre
4 un point de F sa projection sur le plan. Donc, une forme primitive
de classe n peut se définir comme une surface qui est en c.e. avec une
sphére percée de n ouvertures, Ceffe nouvelle définition a Pavantage
sur I'ancienne de montrer gque les n courbes formant le contour jouent
le méme réle, aucune d’entre elles w’enveloppant les autres. »

4. Réduction des formes primilives. — L'introduction du
schéma (§ 6) est en quelque sorte une tentative d'algébrisation
du probléme posé par la topologie des surfaces. Poursuivant dans
cette vole, Mobius explique (§ 11 et 12) comment certaines mani-
pulations algébriques permettent de simplifier l'expression
obtenue :

« Nous savons que (§ 10) toute surface fermée est décomposable,
au moyen de plans paralléles, en formes primitives des trois premiéres
classes. Lorsqu’il s’agit simplement de représenter une surface comme
somme de formes primitives, en admettant Putilisation de classes d’un
ordre quelconque, deux formes suffisent toujours, comme I’établissent
les considérations suivanfes.

« Tout d’abord, lintuition montre que §orsque deux formes planes,
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munies d’un nombre quelconque de contours, ont une frontidre commune,
sans toutefois posséder de surface en commun, elles constituent une
seule forme dont le contour est la réunion des contours des formes
initiales, & l'exception cependant de la frontidre commune qui est
supprimée. On a ainsi ;

(@) + ( b) =1
{ab) + (be) = (ac)
{a) wl— (abe} == (be}
{ab) + (bed) = {acd
{abe) 4 lode) = {abde).

Appliguons cetle remarque aux denx exemples étudiés plus haut
(voir leg fig, 16 et 17) :

1) " = {a} + {(ab) + (2} + {bed) + (d};
avec (e} + (ab) == (b} et (c) + {bed] = (bd), i} vient :
" = (&) + (bd) + {d),
ou, aprés la deuxiéme réduction (b) 4 {bd) = (d),
ot = {4} + {d);

2) @¥ = (a) + (abc) - {bd} -+ (cef) -+ (dgh) + {ei) + (k)
- (gel + (Rim) 4 (kn) -+ (bro) + (np) + {lopg) + (g}

On trouve finalement, en réduisant de proche en proche :
@ = (himop} + (him} -}- {op).

Pour terminer, M&bius fait voir que, moyennant I'introduc-
tion de signes auxﬂzalres tout schéma peut s’écrire comme
somme de deux formes pl imitives identiques. Ainsi :

= (hiln) -}- (hiln).

On débouche alors sur l’importante proposition du paragraphe 15:

« 1] existe tonjours un certain nombre de courbes fermées permettant
de décomposer une surface close en deux formes primitives, chacune
d’elles étant limitée par toutes les lignes en question ; le noinbre de
lignes indique Ia classe & laquelle la surface appartient » (1).

Ce théoréme justifie la définition suivante : « Une surface close est
de classe n lorsqu’elie est décomposable en deux surfaces de classe n. »

D’aprés ceci, une sphére, ainsi que la surface de la figure 16
(p- 93) sont de classe 1, le tore est de classe 2, la surface repré-
sentée & la figure 17 {p. 16) est de-classe 4.

{1y Les lignes fermées sont des rétrosections, et la classe est égale an
Tnombre maximal deg rétrosections disjointes, ne mereelant pas la surface,
augmenté d’une unité.
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M&bius continue en indiquant des représentations concrétes
de la surface de classe n, représentations aujourd’hui classiques::

1} Considérons deux sphéres ne se coupant pas, chacune
munie de n ouvertures, et relions-les deux 4 deux par des tuyaux
sans points communs. La surface ainsi construite est de classe n.
En effet, st Pon coupe chaque tuyau le long d'une courbe fermée,
la surface est divisée en deux sphéres munies de n frous, quisont
précisément des formes primitives de classe a.

2} Considérons encore une surface plane percée de n — 1 trous
et faisons-la coincider avec une surface analogue, en imaginant
que lorsque les n lignes de 'une se superposent aux n lignes
de 'autre, Pune des surfaces se dilate vers le haut, I'autre vers
le bas. La surface obtenue est de classe #n. On parvient au méme
résuitat en pergant une surface de classe 1 de n — 1 canaux
w’ayant aucun point commun.

Au paragraphe 16, Mobius retrouve, comme conséiquence de
sa théorie, lexpressmn qui avait servi & Riemann de définition
pour l'ordre de connexion :

« Une surface close de classe n est, &aprés le paragraphe précédent,
une surface qui peut étre divisée en deux formes primitives par n lignes
fermées a, b, ..., n. ¥}

il en déduit, par un raisonnement simple, que :

« Sur une surface close de classe », on peut construire n — 1 courbes
fermées ne la partageant pas. »

Cette constatation nous améne 4 nous demander si Mobius a
eu connalssance des succés oblenus par Riemann en cetbe matiére.
L’absence de documents ne nous antorise pas & répondre d'une
fagon catégorique, mais deux raisons nous incitent & penser que
ce w’était pas le cas. Bn premier liey, il parait quasi évident que,
retrouvant par des voies fort différentes des résultats que
Riemann avait publiés plusieurs années auparavant, il n’aurait
pas manqgué de le signaler, au moins dans le mémoire présenté
4 UAcadémie. Ensuite, Mohius n'était pas un mathématicien
universel. Il a travaillé, outre la statique et la mécanique céleste,
presque exclusivement dans le demaine de la géométrie pure.
Il est donc probable qu'il ignorait les deta:ls des travaux de
Riemann, récents et difficiles.

5. Le théoréme fondamental. — Le paragraphe 17 est consacré
4 un théoréme que Von peul gqualifier de fondamental, car i
résout complétement le principal probléme de lx topologie des

!
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surfaces closes unilatérales, savoir la détermination des condi-
tions nécessaires et suffisantes d’homéomorphisme. On parvient
a ce théoréme en réunissant les deux propositions suivantes :

1} « Bi deux surfaces ¢ et ¢’ appartiennent A la méme classe,
on peut les metire en c.e. En effet, d’aprés le paragraphe 5, n lignes
fermées suffisent & partager tant @ que ¢’ en deux formes primitives,
disons y et § respactivement y’ et ¢’. Ces quatre formes sont, suivant
les résultats du paragraphe 11 (1), en c.e., de telle sorte qu’a chacune
des n frontiéres communes 4 y et 4 ¢ correspond une frontidre commune
ay et & ¢, 11 apparait dég lors que 'ensemble obtenn par la réunion
de y et de ¢ est en c.e. avec la réunion de y’ et de ¢,

2) « En revanche, deux surfaces appartenant & des classes diffé-
rentes ne sont jamais en c.e. En effet, considérons pour commencer
deux surfaces ¢ et ¢’ qui appartiennent respectivement A la premiére
et & la deuxiéme classe ; construisens ensuite sur ¢ une courbe fermée @’
ne la partageant pas, ce qui est toujours possible par hypothése, et
raisennons par Pabsurde en supposant que ¢ et ' soient en c.e. La
courbe o’ devrait alors avoir son correspondant « sur ©. Boit deux
points P et Q de o, situés respectivement dans les deux régions déter-
minées par a sur ¢, » une ligne joignant P et Q, et R Pintersection de
celle-ci et de « ; finalement P, @', » ot R’ leur correspondant ; B’ devrait
se trouver sur o', puisque R est sur @, et sur #/, qui n’a ancun point
commun avec o’ ; ¢’est évidemment impossible. @ ot @’ ne peuvent pas
étre en c.e. »

Raisonnant de méme, 'auteur démontre le théoréme dans
le cas général. La réunion de ces deux propositions s'énonce :

« Deux surfaces appartiennent & Ia méme classe si et seulement si
on peat les mettire en c.e. »

Ce paragraphe s’achéve sur une remarque intéressante, déja
formulée, quoique sous une forme différente, par Riemann et
Listing :

« 11 serait logique de penser que parmi infinité de manitres de
partager une surface en formes primitives, cerialnes puissent exiger
n lignes, d’autres »'. Cela ne saurait toutefois &tre car, comme démontré
ci-dessus, une surface appartient & une seuls ¢lasse. »

6. Une méthode algébrique. — Le but de cette derniére partie
est annoncé par Mobius au paragraphe 18 :

« On amontréd (§13 et 14) comment, 4 partir d’un nombre quelcongue
de formes primitives des trols premiéres classes réprésentant une surface
donnée, on déduit une expression constituée de deux formes primitives

(1) Voir p. 95,
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seulement, déterminant ainsi la classe & laguelle appartient cetle sur-
face. Celle-ci peut aussi se calculer directement d’aprés le nombre de
formes primitives de premiére et de treisieme classe, c’est-d-dire sans
qu’il soit nécessaire d’effectuer, dans chaque cas particulier, les réduc-
tions indiquées pilus haut. En effet, soit une surface décomposée en
w formes primitives de premicre classe, en s de deuxiéme, ¢t en ¢ de
troisiéme ; le nombre total de lignes est alors égal & w 4+ 25 + 3¢, ef
comme chacune d’elles est contenue deux fois dans une telle décompo-
sition, on obtient, pour le nombre de lignes distirictes, #{u -+~ 2s -+ 31),
d’ou o tire que u el £ sont soif les deux pairs, soit les deux impairs. »

Aprés avolr examiné les réductions introduites aux para-
graphes 13 et 14, Pauteur arrive 4 la conclusion :

« Au cours de ces deux sortes de réduclions, tani le nombre de
termes qui constituent la décomposition de la surface en formes primi-
tives que le nombre de lignes distinctes ont diminué d'une unité.
Aprés » réductions on aura :

Nombre de fermes == + s - 1~—r;

Nombre de lignes = 3{u 4 25 4 3¢} —r; avant et aprés chaque
réduction :

Nombre de lignes -— Nombre de termes == 3{t — u). »

Mébius montre ensuite (§ 19) que u et i peuvent aussi se
caractériser & partir d’éléments de la géométrie difiérenticlie,
u étant égal au nombre de points de la surface dont le contact
avee un plan g, se déplagant paralitlement & lui-méme, est
elliptique, { az nombre de points dont le contact est hyperboligue.
Cela revient & dire qu’il existe une relation entre la classe d'une
surface et la nature différentielle de certains de ses points. Une
fois le nombre de termes réduit a 2, le nombre de hignes diminué
de 2 unités est égal & § ({ — u), et, comme le nombre de lignes
a la méme valeur que le nombre n qui indique la classe de la
surface (§ 19}, en a : '

ne=§(l—u)+2 ()

Cette fagon d’envisager le nombre n suggére une dépendance
entre la géométrie différenticlle et la topologie d’'une surface. Ce
point de vue sera précisé par Dyck (p. 1561} et Boy [8], puis
généralisé par Hopf (*).

7. Le théoréme d' Euler. — Mibius se sert encore des dévelop-
pements de ce mémoire pour fixer U'influence de la classe d'un

{1 Heinz Hopr, Die Curvatura integra Clifford-Kleinscher Raumformes,
Nachr, Ges. Wiss. Giltingen, Gottingen, 1925, p. 131-141.
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polyédre sur énoncé du théoréme d’HEuler. La méthode utilizsée
est différente de celle gu'il avait exposée dans le travail présenté
4 Y Académie, Il montre d’abord {§ 20) que tous ces raisonnements
restent valables

« si au lieu de plans paraildles g4, 5, . .., o0 use d’une svite de surfaces
sphériques oy, 67, ..., 6, ... telles que la surface 4 étudier scif entis-
rement située entre o, et 6,, ou plus généralement encore, lorsque 'on
remplace la surf{oce sphérique par une surface quelcongue appartenant
4 la premiére classe »

11 peut alors écrire (§ 22) :

« Bupposons que les sommets et les arétes du polyédre soient
émoussés d’une fagon infiniment légére, de sorte que sa surface = se
transforme en une surface régie par les lois de la continuité ; considérens
ensuite une surface v de premiére classe qui enveloppe =, et rapetissons-la
de manisre qu’elle rencontre une fois chacun des sommets, des arétes
el des faces, Parmi les contacts qui apparaissent, ceux ayant lisu avee
les gommets et les faces sont visiblement de nature elliptique ; quant
aux contacts avec les arétes ils sont de nature hyperbolique. Si nous
appelons I, F ot K respectivement le nombre de sommets, de faces et
d’ardtes du polyédre, u et ¢ vaudront £ -} F et K ; la relation {1)
nous donne :

) n=4t—u +2=HK—F+ F} + 2,
ou aussi :
E+F=K—2n—2),

équation qu'avait déja obtenue Lhuilier. »

Ce mémoire se termine par des considérations sur la topologie
des corps de l'espace, dont voici les résultats essentiels : ¢« Deux
corps de l'espace, limités par des surfaces de premiére classe,
sont toujours en c.e. » {§ 21). Gette proposition est fausse, car,
comime P'a mentré J, W, Alexander [2], il existe un exemple de
surface simplement connexe, limitan! un espace qui r'est pas
simplement connexe. Puis (§ 23) : .

« Deux corps, chacun limité par une surface de premitre classe et
par une surface de deuxidme classe, peuvent toujours &tre mis en ¢.e.,
peu importe d’ailleurs que les surfaces extérieures, et par conséquent
aussi les surfaces intérieures, appartiennent & la méme classe ou noh. »

1.3. La délerminalion du velume d'un polyédre,
ou la gendse de la notion de la surface @ un edld

Dans ecette cuvre, la derniére qu'il compose (1865), Mdobius
expose el analyse, entre autres, In notion de polyédre & un
coté. Il aura ainsi abordé et résolu les principaux problémes
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de la topologie des surfaces. Notre propos, dans ce paragraphe,
est de retracer le chemin qui le conduisit vers cette importante
découverte.

Les premiers éléments se trouvent dans le Culeul bargcen-
frigue {66 @, t. 1]. Rompant {*) avec certaines habitudes de la
géométrie des Anciens, dans lagquelle la longueur d'un segment,
Paire d'une surface et le volume d’un corps dtaient des grandeurs
absolues, Mobius éerit (66 o, t. 1, p. 25} :

« Les deux letires qui représentent ordinairement une portion de
droite, 'une indigquant son origine et 'autre son extrémité, ne seront
pas ulilisées icl pour gignifier sa valeur absolue, mais afin de préciser,
suivant 'ordre des lettres, si cette valeur doit 8tre compiée comme
positive ou comme négative. :

« Ces conditions permetfent d’éerire, si 4 el B soni les extrémités
d'an segment : AR 4+ BA == 0; de méme, si € est un point situé entre
Aet B, BC+ CA -+ AB =10.»

Puis (§ 17) :

« Un point mobile peut toujours parcourir Ie périmétre d’un triangle
dans deux sens... 8i le triangle est alors représenté, comme i accou-
tumée par ses trois sommets, ordre dans lequel ils sont écrits indiguera
le signe de l'aire du triangle, relativement & un sens défini d’avance.

« 8.4, B, Creprésentent les trois sommets d’un triangle, les expres-
sions 4BC, BCA, CAB symbeliseront ’aire de cette surface affectée
dun certain signe et CBA, BAC, ACB la méme aire affectés du signe
contraire. Soit alorg BCD trois points en ligne droite, et 4 un point quel-
conque ; on pourra écrire, en vertu de ce qui précéde :

ACD + ADB 4+ ABC = 0» [§18).

Au paragraphe 19, Mébius étend cette fagon de voir au
volume d’an polyédre :

« Soit la pyramide BCAD ; pour pouvoir atiribuer un signe i son
volume, nous utiliserons la méthode suivante : considérons le triangle
CAD comme surface de base et supposens que son aire soit positive;
le volume déterminé par BCAD sera alors tenu pour positif {négatif
dans le eas contraire}. Ainsi, on obtient la double liste :

ABCD ABDC
ACDEB ACEBD
ADEBC ADCR
BADC BACD

BCAD BCDA

. P

{1} Mghius avail &été précéds dans ecette voie par A, L. Meister {voir
infra, p. 102) ainsi que par G, Monge (voir R, Taron, L’eccusre scienlifique
de Monge, Paris, Presses Universitaires de France, 19561, p. 246-249).
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L’exemple 2 du paragraphe 165 {p. 198) renferme des idées
essentielles pour le mémoire de 1865 :

« Soit b points quelconques ABCDE situés dans un méme plan, et
reliégs 2 4 2 par des lignes dreites; déterminer laire du penlagone
ABCDE =z, & partir de I'nire des triangles EAB = a, ABC = b,
BCD =¢, CDE = d, DE4A = ¢, »

Mobius montre que le nombre z doit satistaire & la condition ;
a4+ b+etdte)rtab 4 be 4+ ed 4 de + ea = 0 (2);

on obtient done deux aires différentes pour le polygone ABCDE.
Il indique ensuite comment on peut construire simplement
ABCDE d’aprés Iaire des b triangles oités. Geci 'améne 4 observer
que cette construction ne donne pas toujours un polygone ordi-
naire ; elle engendre aussi parfois un polygone dont le périmétre
se recoupe plusieurs fois lui-méme. Qu'est-ce alors que V'aire d'une
telle figure? Les raisonnements précédents font voir que la
construction est en accord avec la relation (2), lorsque Pon définit
Paire du pentagone comme la somme DEA 4 DAB + DBC
ou EAB 4 EBC 4 ECD ; cependant, tandis que I'égalité de
ces deux sommes est évidente pour les polygones ordinaires,
elle nécessite une étude plus approfondie quand le polygone
n’est pas ordinaire. Mébius établit que I'expression :

L = PAB 4 PBC -+ PCD -+ PDE + PEA 3y

ne dépend pas du choix du point P dans le plan des 5 points
ABCDE, résultat encore valable lorsque P est confondu avec
Pun d'eux. Dés lors, toutes les sommes de la forme (3) ont une
méme valeur, égale & 1'aire du polygone, lorsqu'il est ordinaire.
Il est done légitime de recourir & cette somme pour définir I'aire
. d’un polygone, crdinaire ou non.
Venons-en au mémoire qui fait objet de ce paragraphe. I
débute par une courte imtroduction, dont voici 'essentiel :

« 11y a presque cent ans, dans un article intitulé « Generalia de genesis
figurarum planarum et inde pendentibus earum affectionibus » (Moo
commentarii societatis reg. -scient. Gotting., t. 1 ad annos 1769-1770),
A. L. F. Meister étudiait Paire des polygones plans dans tonte sa géné-
ralité. 11 y considérait également ceux dont le périmétre se recoupe
Iul-méme une ou plusieurs fois (polygones non ordinaires). Une felle
genéralité n'a pas encore ét6 atieinte dans ’étude du voleme dun poly-
edre. Fin effet, si une étude de ee genre avait &ié faite, on aurait sans
doute été amené & considérer des polyédres dont le volume n’est pas
déterminable, ce qui ne fut pas le cas jusgw’ici. C’est Ia raison pour
laquelle je tenterai, aprés avoir donné du polyddre une définition anssi
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générale que possible, de déterminer sous quelles conditions fe wolume
en est defini, ot ensuite quelles sont les relations qui permettent de le
calculer. »

Cest peut-étre par Pintermédiaire de Gauss que M&bius eut
connaissance du travail de Meister. Dans une letbre & Olbers du
30 octobre 1825 [33 d, p. 398], Gauss parle du mémoire de Meister
ot de l'idée d’aire négative ; on y trouve aussi les figures sui-
vantes, qui sont quasiment, celles dont Mobius se sert (voir fig. 18} :

I 1r Irr
Fig. 18

Voyons les définitions annonecées (§ 1) :

« Un polygone plan peut é&tre défini comme un systéme de lignes
droites limitées, contenues dans un méme plan, et unies entre elles de
fagon que chaque extrémité dune droife soit confondue avec Pextré-
mité d'une seule autre droite du systéme. Ces lignes porteront le nom
d’ardtes, au liew de la dénomination habituelle de e6té, & laguelle on attribuemf
par la suite un autre sens (*). De la méme maniére, un polyédre sera défini
comme un systéme de polygones de 'espace, unis entre eux de telle sorte
gque chaque arédte appartienne 4 deux, et & deux surfaces seulement. »

Afin d’exclure les polyédres limités par plusieurs périmétres
et ceux contenant des cavités, Mobius ajoute la condition :

¢ Un point mobile sur la surface d’un polygone et ne pouvant passer
sur la surface voisine qu’en traversant l'aréte commune, peut aller de
Pune quelconque des surfaces a toutes les antres. »

'intérét de ces définitions est double. D’abord, ¢’est proba-
blement la premidére fois dans 'histoire que ces concepts, ql?i
appartiennent depuis la nuit des temps au langage du mathé-
maticien, sont définis d’une maniére aussl précise; c'est 1a un
nouvel exemple du besoin profond de définitions rigoureuses,

(}} C’est nous gui soulignons.

JoCo RPOWT
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que nous.avons considéré, en d’autres occasions, cormmme 'une des
caractéristiques de la pensée mathémalique dans la seconde
moilié du x1x® siécle. Ensuite, ces définitions ont 66 engendrées
par des exigences pratiques ; elles sont done & 1a fois naturelles
et constructives, 4 la différence de bien de leurs homologues du
début du siécle.

Il nous faut maintenant montrer cornment la recherche de
I'aire et du volume amena Mobius & I'impertante découverte
que nous savons. Aux paragraphes 14 et 15, il reprend, se plagant
dans une perspective légérement différente, des considérations
déjd explicitées dans le Caleul barycenirique, el gue nous avons
signalées aux pages 101 et 102. Ainsi, il décompose un poly-
gone ABC, ..., MN en triangles & partir d’un point O quel-
conque, et il montre que ;

X=0AB - OBC + ... +OMN + ONA

est indépendante du choix de O (théoréme 1) et que, dans le cas
d’un polygone ordinaire, cette somme exprime bien 1'aire. Appli-
quée aux polygones non ordinaires, cette définition implique
que lorsqu’un méme élément apparait dans p triangles avee

le signe 4, et dans ¢ triangles avec le signe -— il apparait
p~—g fols dans la somme finale. On est conduit & attacher 4
chaque surface un certain coefficient, qui n’est autre que le nom-
bre de tours. A propos de ce nombre, Mobius démontre une propo-
sition que 'on peut énoncer comme suif : lorsque deux surfaces
ont une ligre en commun, le coefficient défini ci-dessus a sur la
rive intérieure une valeur qui surpasse d'une unité sa valeur sur
Pautre rive {voir la fig. 19).

(1) [86 al, 1.2, p. 481.
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Raisonnant par analogie, il étend ces considérations & la
recherche du volume déterminé par un polyédre. 51 ABCD.., est
un polyédre quelconque, on choisit un point P dans son iniérieur,
et on considére l'expression

(P) = Pa -+ Pb -+ P¢ + ... (4),

dans laquelle Pq indique le volume d'une pyramide de sommet P
et ayant pour base un polygone représenté par a. Comme précé-
demment, cetbe définition se généralise aux cas des polyédres
non ordinaires, & condition toutefois de montrer que la somme (4)
est indépendante du choix de P. La démonstration fait Vobiet
des paragraphes 20 et 21. Elle s’appuie sur le lemmme suivant :

« La différence de volume enfre deux pyramides de sommet P et P’
construites sur la méme base est égale au volume de P'espace engendré
par le triangle PP’ X Torsque le point X parcourt le périmétre du polygone
de base. »

L’idée de la démonstration est alors la suivante :

Seit (P') = P'a 4+ P'b 4+ ... une somme analogue & (4),
formée & partir d'un point P’ différent de P ; écrivons ensuite
Ia différence :

(P) - (P} == Pa ~- P'a 4 Pb-P'b 4 Pc— Pl¢c 4 ... ()

Praprés le lemme, chacune des différences telle que Pa — P'a
et égale 4 une somme de tébraédres ayant PP’ comme aréie
commune, et les arétes des différents polygones a, b, c,
comme arétes opposées, Soif finalement KI. une aréte commune
daetd b; PP'KL est un terme de Pa - P'aet PP'LK un terme
de Ph - P’b. La différence () est-elle nulle ? Oui gi les tétraddres
s'éliminent 2 4 2. Cela nécessite qu'ils soient de signes contraires,
ou aussi que le polyédre puisse &tre orienté de telle fagon que, si
K1 est une aréte de @, LK soit une aréte de & ().

Notre théoréme et, par conséquent, la définition du volume
g'appliquent donc aux seuls polyédres vérifiant cette condition,
qui ne semble pas avoir été envisagée avant Mobias. I est dés
lors conduit & étudier V'orientation des polyédres, étude d’ou
sortira sa grande découverte des surfaces unilatérales (). Les

(1} Mobius a procédéd aulrement, en étudiant d’abord la question de
Vorientation des polyédres, ce qui lui permetiait de prendre comme hypo-
thése, pour e théordme du paragraphe 21, orieniabilité du polyédre eonsi-
déré, Cet ordre n'est cependant pas Uordee naturel.

(%} C'est le terme dont sc sert Mobius dans le mémoire adressé a
"Académie.
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douze premiers paragraphes sont consacrés & ce probléme. Dans
le cas des polygones, on a la proposition :

« A chagque aréte d’un polygone plan, on peut assigner un sens tel
que lorsque deux arétes ont un point commun, celui-ci soit toujours
extrémité de I'une et origine de P'autre. »

Pour les polyédres, e théoréme analogue s’énonce ;

« On peut attribuer aux surfaces qui limitent un polyédre un sens
tel que chaque aréte soit parcourue une fois dans un sens el une fois
dans autre, lorsque Pon parcourt les différents polygones dans le sens
indiqué. Celie regle, que nous appellerons la loi des arétes, a été admise
jusqu’ici sans discussion par tous les géométres. Nous verrons cependant
gqu'elle exige une étude plus précise » {§ 2) {1).

Nous en arrivons aux idées essentielles des paragraphes 7
et 8. Partons d'un polyédre dont toutes les faces sont des trian-
gles (Trigonalpolyeder), et écrivons-les sous la forme d’une suite
telle que deux triangles successils aient toujours une aréte com-
mune, Ainsi, dans le cas du tétraédre ABCD, on a les triangles
BCD, CDA, DAB, ABC que Uon peut aussi écrire comme une
suite périodique illimitée BEDABCDABC..., ce gui est permis
grice a4 la définition du polyédre. De méme, si Pon considére
I'hexaédre obtenu en construisant de part et d’autre d’un trian-
gie ABC les tétraddres ABCD et ABCE, on a la suite ;

BCDABECADBCEABDCAEBCD..,

dont la période est 18. Remarquons qu’il n’est pas toujours
possible de construire une suite contenant tous les triangles qui
constituent la surface du polyédre. Ainsi, prenons par exemple
Poctaddre dont les sommets sont représentéds par ABCDEF e,
les huit faces par ABC, BDC, DEC, BAC, BAF, DBF, EDF,

AEF. On peut alors écrire la suite de période 6 : ABCDEFABC,

qui ne renferme ni le triangle EAC ni le triangle DBF. La surface
connexe formée par les triangles de la suite précédente portera
le nom de zone (§ 7). Au paragraphe 8, Mabius établit I'existence
de polyédres qui ne vérifient pas la loi des ardtes : '

« Lorsque la loi des ardtes s’applique & un polyédre fail de triangles,
les triangles que Pon extrait d'une zone sont 4 prendre alternativement

(Y En 1837 déja, Mobius avait abordé une question semblable : ¢ Nous
savons gue chague aréte d'un polyddre est commune a deux faces. 8i nous
choisissons alors de parcourir touies les faces dans iz méme sens, chague
aréte sera parcourue une fois dans un sens et une fois dans Vautre » {66 f;
ou #6 a, t. 3, p. 78
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positifs et négatifs ; dds lorg, le nombre d’éléments formant une période
doit étre pair. La ol des arétes n’est donc plus vérifite aussitot que le
nombre de termes d'une périede est impair, »

Bt plus loin :
« La suite 1a pius simple en désaccord avec la lci des arétes est :

ABCDEABC.
En effet, les triangles :

(R) ABC, BCD, CDE, DEA, EAB...

sont & prendre alternativement avec le signe + et —, ot le triangle ABC
qui occupe ia premiére place et le triangle ABC qui ocoupe la sixidéme
place sent de signe contraire, comme c’est d’ailieurs le cas pour un
triangle quelcongue. Pour obtenir un polyédre & partir de cette zone,
on doit encore introduire le sommet F et les triangles FAC, FED, FCE,
FDA, FEB, afin de supprimer les arétes libres AC, BD, CE, D4, EB...
Ce polyédre a ainsi 6 sommets, 10 faces et 45 arétes ; il n’est par consé-
gquent pas eulérien » (%),

Au paragraphe 9, Mobius indique une propriété remarquable
de ce type de pelyédre :

« La particularité de la structure du pelyédre que nous venrons de
conatruire est mise en évidence par le fait suivant : on peut parcourir
1a surface de ce polyadre de telle fagon qu’aprés avoir effectué an tour
complet, on seretrouve de 'autre c6té de la surface, sans que le chemin
suivi ne perce aucune <es faces empruntées, 8i 'on parcourt les triangles
de la zone (7), le signe du premier triangle ABC est positif et celui
du sixidme ABC est négatil ; or cela est possible seulement si U'on se
retrouve, aprés ce trajet, & Pantipode de son point de départ. »

Les zones & un, respectivement 4 deux cdlés, sont caracté-
risées par une inbéressante propriété, que Mobius expose au
paragraphe 10 :

¢« Bntre les deux catégories de zene, il existe la remarquable diffe-
rence suivante : la zone & un c6té contenant 2n 4 1 triangles est limitée
par un sewl polygone & 2n -+ 1 aréles, tandis que la zone & deux cdlés
contenant 2n triangles est limitée par 2 polygones disjeints formés
chacun de » ardtes. Bn effet, si F, &, H, I sont quatre sommets qui se
succédent dans la suite qui détermine une zone, les deux triangles consé-
cutifs FGH et GHT ont Paréte GH en commun, et les arétes F G ot HY
en commun avec le triangle qui précéde FGH et celui qui suit GHI,
alors que les arétes FH et GI appartiennent au périmétre de la zone.
Pés lors, chague couple de sommets séparés par un troisiome sommet

{1y En 1881, C. Reinhardt [77] reprend les principales idées de Mibius.
Puis il explique comment on peul construire simplement an polytdre 4
un coté.
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est frontidre d’une aréte Hmite de Ia zone. I en va de méme du dernier
el du deuxidme sommet, ainsi que de I'avant-dernier et du premier.
Par exemple, le périmétre de la zone ABCDE 4 5 termes est formé par
le pentagone ACERD, tandis que le périmatre de la zone ABCDEF,
6 termes, est formé de denx triangles disjoints ACE et BDF. »

1I est bien shr difficile d'imaginer ces polyédres unilatéraux,
dont Ia construction, toute formelle, a été précisée au paragra-
phe 9. Cest vraisemblablement la raison qui a conduit Mobius
& chercher un modeéle simple de surface unilatérale. L’exemple
qu’il donne (§ 11} est aujourd'bui classique :

« On peul ge faire une idée trés claire de la grande diversité des
zones de ce genre 4 Paide d’une feuille de papier coupée en forme de
rectangle ABB’'A4’, Plions d’abord cetle feuille de facon que AB reste
constamment parailtle & lui-méme, jusqu’a ce que 4 se confonde avec A’
et B avec B’ ; on obtient une zone 4 denx cotés ayant comme frontiére
les arétes circulaires 4.4 et BB'. En second Heu, on améne 4 en coinci-
dence avec B’ et B avec A’ en tenant le segment AR fixe et en faisant
subir & A'B’ une rotation de 180 degrés. Cette surface a une seule fron-
tidre et un seul c6té, car on peut la peindre entiérement sans iraverser
la frontiére. »

Fie, 20

Un texte figurant dans les papiers de Mébius et reproduit
au tome 2 de ses ceuvres [66 a, p. 519] fera mieux comprendre
Varigine de la découverte de cetie célébre surface :

« Boit n points 4, B, C, D, ..., M, N formant la suite périodigue...
MNABCD..., qui détermine une zone composée des n triangles ABC,
BCD, ..., MNA, NAB. Coupons cette derniére le long de Faréte AR
ot élendons la figure obtenue sur un plan, de maniére 4 avoir une suite
de n triangles. Comme les points 4 el B appartiennent aussi bien au
premier triangle guw’au dernier, nous représenterons les extrémités de
colui-ci par 4" et B’ {voir la fig. 20)..Les n triangles formeront alors
un polygone & n 4+ 2 arétes, dont la suite des sommets sera AR, ...,
B'A’. .. lorsque » est pair, et AB, ..., A'B'... dans le cas contraire,
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A partir de ce polygone, on reconstitue 1a zone initiale en faisant coincider
A avec A’ et B avec B'. De cette fagon, lorsque n est pair, le périmétre
de la zone est constitué par deux polygones disjoints ayant 1/2 » cités
chacun, tandis que, lorsque n est impair, la zone est limitée par un poly-
gone & n cOtés, »

Lorsque n est pair, 4 et A’ se trouvent sur la méme ligne et
iln'y a pas de torsion, Lorsque n est impair, 4 et A’ ne se trouvent
pas sur la méme ligne el i vy a torsion.

Le moment est venu d’éclaircir un point que nous avons
effleuré 4 la page 49. Tl s’agit de la question de priorité entre
Listing et Mobius pour la découverte des surfaces unilatérales.
Rappelons d’abord les faits dans leur ordre chronologique :

1) On trouve dans les manuscrits de Listing, sur une feuille
détachée du 24 juillet 1858, le croquis et la description de la
surface que 'on appelle aujourd’hui le ruban de Mobius. Cette
figure est reprise dans son article de 1862, accompagnée du texte
suivant :

« ...81Pon veut aller d’un point & son antipode sans percer la surface
il faut nécessairement traverser la frontiére... Il est peut-étre utile de
profiter de cette occasion pour préciser qu’une surface compldtement
limitée par une courbe fermée sans noeud peut posséder des propriétés
totalement différentes de celles gui viennent d’8ire citées, comme le
mentrent les figures suivantes » (voir les fig. 8o et 8 0, p. 48}

2} Dans les ébauches du travail que Mobius effectuait en
viee du Grand Prix, &, Reinhardf a retrouvé, sur un papier
daté de septembre 1858, 'indication de 1a découverte des poly-
édres & un coté et de la surface qui nous occupe [66 ¢, t. 2, p. 519].

Pour Pinstant, il semble que celle élonnante concordance
dans les dates ne soit que le fruil du hasard, ou la conerétisation
d’'une idée qui était dans l'air, et ceci d’autant plus que Phistoire
des sciences est riche en rencontres de ce genre. Cependant, un
fait d’apparence secondaire permet d'imaginer 1'existence d’une
influence extérieure expliquant, en partie du moins, cette coin-
cidence. On trouve, tant dans les manuscrits de Listing que dans
le Census, le croquis d’une surface (voir fiz. §5) inusitée jus-
qu’alors en mathématiques, et qui sert aussi & illustrer le texte
que nous venons de rappeler. Or on peut voir cette méme surface
dans les papiers de Mobius {[66 a], t. 2, p. 541 ; voir suprg, fig. 21).
S'agit-il d'une eoineidence ? Vraisemblablement pas, car Mobius
ajoute :

« D’aprés une communication orale de Gauss; jignore comment
Granss a 616 amend & considérer cettie surface. »
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11 est alors loisible d’admettre que si Gauss a parlé de cette
surface & Mébius, il en fail de méme avec Listing, gu'il rencontrait,
fort souvent, et qu'il avait incité & s’occuper de topologie. On
peul donc également penser que le ruban de Mébius, qui apparait
dans le méme contexte chez nos deux auteurs, remonte 4 Gauss.
Ppur conclure, disons que méme si Listing est prioritaire, ausst
bien par la date de sa découverte que par eelle de sa publication,
il est légitime de donner & celbte surface le nom de ruban de
Méhias. Pour Listing, ¢'était uniquement une forme secondaire,
famant exception & celles qu'il étudiail, el juxtaposée mais non
intégrée &4 son étude. Pour Mabius, au contraire, le ruban dont

Fre, 21

it a I'honneur de porter le nom est un élément nécessaire, indis-
pensable. Mobius n’a pas essayé de sibuer ses surfaces unilatérales
dans e cadre de la classification de 1863 {voir p. 91 sq.). On le
regrebtera d’autant plus que notre auteur avait conscience de
co probléme, comme Pattestent les passages suivants, tirés du
mémoire présenté pour ie Grand Prix :

« Parce qu'enfin chaque forme primitive est en corrélation élémen-
taire avec une surface plane et qu’elle a par conséquent, de méme gu'une
telle surface, 2 cotés différents, il fant aussi que chaque surface fermée
déecomposable en formes primitives ait 2 c6tés. Donc une surface fermée
unilatérale ne peut étre décomposée en 2 formes primitives et en consé-
quence elle ne peul pas non plus &tre comprise dans Ies surfaces formies
quon 4 classifiées maintenant » (sie} {§ 57, p. 91).

Puis plus loin (p. 95) :

« Le pentagone ACEBD qui renferme la surface unilatérale formée
par fes 5 triangles ABC, BCD, ..., EAR, n’est pas ume union, ef par
consequent le polyddre Hmité par ces triangles et les 5§ triangles de la
série (Z} (') ne peut apparienir au nombre des polyddres maintenant
classifiés. I¥ailleurs, les nombres F, §, 4 valent respectivement 19,

(N (Z) ... ABC, BCD, CDE, DEA, EAB (p. 11).
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6, 13, d’ol1 il s’ensuivrait n == 3/2, pendant que pour un polyadre bila-
téral » est toujours un entier positif et par conséquent la somme de ses
faces, de ses sommets et de ses arétes est toujours un nombre pair » {sic).

1.4. Conelusions

Mibius a défini Phoméomorphisme, pris en considération et
résolu pour la premidre fois le probléme de la classification des
lignes et des surfaces ({bilatérales), closes ou non, déterminé un
invariant topologique : leur ordre de connexion, et ceci par une
voie originale, mentré existence d’une relation entre ce nombre
el la caractéristique d'Buler, abordé le probleme de 'homéo-
morphisme entre corps de l'espace, introduit rigoureusement,
et de lintérieur, les surfaces unilatérales. Si Euler, Listing,
Riemann et d’autres ont donué des béquilles & la topologie,
Mébius fui a donné des ailes.

Néanmoins, Uinfluence de son ceuvre sur le développement
de la topologie ne fut pas aussi importante que ce que 'on aurait
6té en droit d’attendre, ni la notoriété de Mobius ce quelle
anraif dfi atre. D'abord, parce que notre auteur était un modeste,
qui répugnait 4 parler de ses travaux. Ensuite, parce que ses
contributions datent des derniéres années de sa vie, ce qui ne
lui a peut-dtre pas permis de développer ses idées et d’en faire
une étude systématique, libérée de la théorie des polyedres,
qui était I'arbre cachant la forét. Finalement, il est quasi certain
que si PAcadémie Tui avait décerné le prix, amplement mérité
par U'extraordinaire originalité du mémoire, ses résultats auraient
eu une diffusion large et rapide ; tandis que les guelques pages,
d’une lecture relativement difficile, traitant d’un sujet ne parais-
sant se rattacher & rien, ef, qui plus est, parues dans un périodique
d'ordre secondaire, n’eurent guére d’audience.

A quelques pas de 14 dans 'espace et dans le temps (Brao,
1865), le moine Johann Mendel découvrait les lois fondamentales
de I’hérddité ; il n'eut pas plus de chance que Mdhius, peut-&tre
d’ailleurs pour les mémes causes. « Le mémoire de Mendel fut
peu remarqué, sans doute en raison de sa publication dans un
périodique peu répandu. I en était autrement pour Naudin,
qui, en outre, avait regu, dés 1860, pour ses recherches, la bril-
lante consécration du Grand Prix des Sciences physiques de
I’ Académie des Sciences de Paris, avec un rapport trés motivé » (1),

Singuliére coincidence !

(1) M. CavLiERY, Génélique el hérédilé, Paris, Presses Universitaires
de France, 1948, p. 36.
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§ 2. LES CONTRIBUTIONS DE CAMILLE JORDAN

2.1. Généralilés

Jusqu’ici, les principaux développements de la topologie
sont dus, presque exclusivement, & des chercheurs de langue
allemande. Rompant avec cette tradition, Camille Jordan publie,
en 1866, deux importants mémoires, qui traitent de problomes
essentiels pour Panalysis situs. Cest & plusieurs reprises, et
avec un égal bonheur, que Jordan s'est par la suite occupé de
questions qui relévent de ceite science. Les travaux de 1866
sont datés de février et de janvier, inversion des dates provenant
peut-étre de ce que le premier, qui est logiquement antérieur
au second, lui est chronologiquerment postérieur, « C'est souvent
a la fin d'un ouvrage que l'on trouve ce qu’il edit fallu metire
devant. »

2.2. Sur la déformation des surfaces

Voici Uimpeccable présentation que Jordan fait de ce travail
{48 a; ou 48 g, p. 85-89] :

« Un des problémes les plus connus (1) de la géométrie est le suivani ;
trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux surfaces
ou portions de surfaces flexibles ot inextensibles puissent élre appliguées
t'une sur I'autre sans déchirure ni duplicaturs.

¢ On peut se proposer un probléme analogue, en supposant au
contraire que les surfaces considérées soient extensibles 4 volenté. La
qusstion ainsi simplifi¢e rentre dans la géométrie de situation, et nous
allons la résoudre en démontrant le théordme suivant :

« Théoréme. — Pour que deux surfaces ou poriions de surfaces
flexibles et extensibles & volonié scient applicables I'une sur Iautre
sans déchirure ni duplicature, il faut ef i} suffit :

« 4. Que Ie nombre des contours séparés quilimitent respectivement
ces deux portions de surfaces soit le méme. (3 les surfaces considérées
sont fermées, ce nombre est nul.}

« 2. Que le nombre maximal des contours fermés ne se traversant
ni eux-mémes ni mutuellement nulle part, que l'on peut tracer sur
chacune des deux surfaces sans la parlager en deux régions séparées,
s0it Ie méme de part et d’autre. »

(}} Ce probléme avait é16 mis 4 la mode par les recherches de Guuss
{voir p. 31 ¢q.). En 1859, il est proposé scomme Grand Prix de Academio
des Sciences de Paris, ot suscile notamment les travaux eélébres de Bour,
Bonnet, Codazzi.

i
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Dans un article daté de 1858, intitulé Nolde sur la théorie des
polyédres, Poinsot [73 b] écrivait :

« Ce qui rend cetie théorie des polyddres trés difficile, ¢’est qu'elle
tient essentiellement & une science, presque encore neuve, que 1’on peut
nommer géométrie de situation, parce qu'elle a principalement pour
objet, non pas la grandeur ou la proportion des figures, mais Pordre
ot la situation des éléments qui les composent. »

CVest probablement par Pentremise de ce texte que Jordan
eul copnaissance de la péométrie de situation ; il I'a d’ailleurs
utilisé comme introduction & une analyse de ses travaux, qu'il
avait écrite en vue de sa candidature & I'Académie des Sciences
(48 f; ou 48 g, p. 553). ‘ .
© Nous passerons sous silence la démonstration, assez aisée,
de la nécessité de la condition, pour nous attacher plus spécia-
lement 4 la preuve gue Jordan domne de la suffisance. Vraisem-
blablement conscient du mangue de maniabitité du critére
« flexible et extensible », Jordan le remplace par le principe sui-
vanb « qu'on peut regarder comme évident, et prendre au besoin
conune définition » :

« Deux surfaces §, S sont applicables 1'une sur Pautre si Pon peut
les décomposer en éléments infiniment pelits, de telle sorte qua des
éléments quelcondgues contigus de § correspondent des éléments contigus
de & » (1.

Nous avons signalé, & propos de Mobius (p. 91}, Pavantage
dune définition de ce type. Quant & la remarquable concor-
dance dans les dates {Mébius, 1863 ; Jordan, 1866}, elle montre,
une foig encore, que les idées directrices de la science sont filles
de leur sidcle, bien avant que d’étre celles de leurs péres.

Le principe de la démonstration consiste évidemment &
décomposer S et 5’ en éléments infiniment petits, de sorte qu'a
des éléments contigus de § correspendent des éléments conligus
de 8. Boit A, A1, ..., A, lesmifrontidresde Set €, Gy, ..., C, 4
ies n contours disjoints (%) qui, par hypothése, ne parbage.nt
pas la surface. Jordan montre qu'il est possible de construire
m - 2n— 1 « transversales » (sections transverses) qui ne mer-

(1} Neumann {p. 70) et Mabius (p. 99) s'étaient déjd servis d’un critére
semblable. L . . N

(%) Dags une communication 4 V'Académie des Sciences, JoRDaN écrivait :
« Une surface sera dite d'espeee {m, i) si elle est limitée par m contours
formés et n contours fermés ne se coupant eux-mémes ni mutunellement,
sans ka partager en deux régions distinctes. Une surface d’espece (m, n) est
m -+ 2n fois continue (zusammenhdngend) en donnant‘é ce terme la méme
définition que M. Riemann. On doit excepter le cas ol m = 0 ; la surface
est alors non plas 2n fois mais 2n -- 1 fois continue » {48 b; ou 48 g, p. 3-10}.
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cellent pas la surface et la transforment en une surface limitée
par une segle ligne. On la partage en éléments infiniment petits
en construisant de nouvelles fransversales. Une décomposition

semblable, appliquée & §', permet d’obtenir la correspondance
souhaitée.

2.3. Des conlours Iracés sur les surfaces
[48¢; ou 48 g, p. 91-111]

Si le probléme que nous venons d’exposer n’était pas complé-
tement nouveau — Mébius et Neumann en avajent déja parlé —
celui dont s'occupe ce second travail -appartient en propre &
Jordan, & tel point méme qu’aucun mathématicien ne Iabordera
au cours de la période qui nous intéresse. Laissons-lui le soin de
nous indigquer le but de cette étude ;

« De}u; contoqrs fermés quelconques, tracés sur une surface donnée,
seront dits réductibles I'an & I'autre, siPon peut pagser de Yun & Pautre
par une déformation progressive.

o D_eux ’cont-ours quelcongues tracés sur un plan sont toujours
rgdu'ctxbles Pun & Pautre ; mais il n’en ost pas de méme sur toute surface :
ainsi, par exemple, il est clair que dans un tore un méridien et un paral-
1&le forment deux contours irréductibles.

« Nous nous proposons iei de déterminer dans quels cas deux
contours, tracés sur une surface donnée, sont réductibles I'un 4 Uautre. »

. . . . :
‘ Nous tairons les longs raisonnements qui conduisent Jordan
a sa solut‘lon, en partie inexacte, pour ne relever que quelques
points qui nous paraissent importants.

« Soit € ot p une courbe et un point quelconques de la surface
asth (_ieux.points de € infiniment voisins "un de Pautre et deux lignes ap’
et bp infiniment voisines ; ab est alors réductible a aph, et par snite C
est réductible au contour indiqué par les fléches » {voir la fig. 22)
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(était 1a le ledéme 2 de la page 112 [48 ¢]. La ligne ap par-
courte deux fois de suite en sens différent est dite adjointe au
contour C.

Imaginons mainlenanl la surface coupée suivant chacune des
n lignes G, Cy, ..., G,y et soit €7, C7, G, G7..., leurs deux
bords respectifs ; d’aprés les résulfats du mémoire précédent,
nous savons qu'il existe une section transverse joignanit deux
quelconques de ces n contours, disons D et D', et ne partageant
pas Ia surface. En lieu et place des deux contours distincts, on
aura ainsi un contour unique K formé de D, D' et de la section
transverse. Rien ne nous empéche ensuite de chotsir pour D et D’
les deux bords ¢ et £, el de laire en sorte que ia seckion trans-
verse, appelons-la I', joigne les deux points qui correspondent
4 un méme point de C. Le contour K sera dés lors formé de C, T,
ot de C el de I" déerits en sens inverse du sens primitif.

« On voit qu'un contour € étant donné, il ¥ a lien de distinguer
I'un de ’antre les deux sens dans lesquels il peut étre décrit. Nous
conviendrong de désigrier par € le contour décrit dans un certain sens
choist & volonté, et par ¢~ le méme contour déeril en sens inverse.
On aura alors entre le contour K et les quatre contours composanls
€, T, €=t T'-1 la relation symbolique K = CTC-t I'"t » (p. 113},

Jordan appelle encore « contours élémentaires » ceux qui
s'ohtiennent en adjoignant & 'un des coniours

€ Chy ooy Gty T ooy Ty A Ay oy Ay

(les A; représentant les contours de la surface initiale} celle des
lignes pa, pay... qui y aboutit. Ainsi, paCap sera le contour élé-
mentaire correspondant & . Nous le désignerons par {¢]. La
solution de Jordan s'exprime par les théorémes ;

1) « Tout contour est réductible & un simple point ow & un sysiéme
de contours élémentaires » {théorome 1, p. 122} ;

2] « Deux systémes de contours élémentaires sont irréductibles,
si aprés avoir remplacé dans 'expression de chacun d’eux les contours
composés [1 [C]{T~21[C~ = Act [CI[TI[C~*] [T 1] = A~ partout
ou ils se présentent, par leur expression en fonction des auires contours
&lémentaires, et supprimé tous les contours décrits deux fois de suite
sn sens contraire, ils ne sont pas formés des mémes contours élémentaires

décrits dans le méme ordre. »

Comme nous Pavons déja signalé, cette solution n'est qu'en
partie correcte. Si, en effet, elle est applicable sous cette forme
aux surfaces munies d'un bord, il faut la remplacer, dans le
cas contraire, par la suivante : deux courbes sont homotopes
si et seulement s on peut les réduire & une composition de contours
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élémentaires qui appartiennent 4 une classe d’éléments conju-
gués du groupe fondamental (voir par exemple [82], p. 174-176).
Pour une critique détaillée de ce travail de Jordan, on se rélérera
& Youvrage de Gieseking {34, p. 10-23].

Quoique Jordan «se préoccupét peu du choix des notations »
[45 a, p. 60], celles qu'il a choisies pour son étude de I'homotopie
sont remarquables. Comment, en effet, ne pas étre frappé par
le fait qu’il appelle I'™ le contour I' parcouru en sens inverse,
et I' le contour que I'en ne décrit pas, alors qu’il notera, dans
son Traité des substitutions de 1870, inverse de g, a~*. 81 Jordan
n'est pas arrivé & l'idée de groupe fondamental, il a largement
déblayé le chemin qui v méne.

2.4 Jordan ef la tepologie générale.

Bien que nous nous limitions, dans cet ouvrage, 4 Phistoire
de Ia topologie combinatoire, il s'est fait, au cours du sitcle
passé, des découvertes qu’on ne saurait taire, tant leur impor-
tance est grande pour Vanalysis situs et pour la pensée mathé-
matique dans son ensemble. Elles sont dues au génie de Cantor ;
c’est dans la correspondance que ce grand homme eut avec
Dedekind, I'un de ses premiers défenseurs, que nous suivrons
leur évolution, du moins quant 4 la partie qui nous intéresse.
Nous. verrons ensuite comment ces recherches peuvent expliquer
certaines contributions de Jordan & la topologie générale.

En date du 20 juin 1877 [17, p. 200-201] {3), Cantor soumet
& son arai la ‘proposition suivante, aussi singuliére qu’inattendue :

« Je vondrais savoir si vous estimerz qu'une méthede de démons-
tration appliquée par moai est arithmétiquement rigoureuse ? 11 s’agit
de monfrer que les surfaces, les volumes et méme les variétés (2) continues
& p dimensions peuvent 8tre mis en correspondance univoque avec des
courbes continues, donc avec des variétés i une seule dimension, que les
surfaces, les volumes, les variétés & p dimensions elles aussi ont donc la
méme puissance que les courbes ; cette opinion parait opposée & cells

généralement répandue, notamment parmi les représentants de la

nouvelle géemétrie, suivant Taquelle on parle de variétés simplement,
doublement, triplement..., p fois infinies ; on se représente méme parfois
les choses comme si Pon obtenait Pinfinité de points d’une surface en
quelque sorte en élevant au carré, celle d*un cube en élevant au cube
Uinfinité des points d’une ligne. »

{1 La deuxiéme partie de cet ouvrage €8t consacrée & la traduction de
la cqrrespondance Cantor-Dedekind que E. Nomrtuer et J. CAVAILLES ont
publiée en 1937 [I71.

(?) En allemand Gebilde.
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Le 25 du méme mois, Cantor revient sur ce sujel. I
commence par fournir un énoncé plus précis de son théoréme

(17, p. 205] :

« Une muléiplicité continue a e dimensions peut &tre mise en corres-
pondance univoque avec une multiplicilé coniinue 4 une dimension,
ou f{ce qui wWest gu'une autre forme du méme théoréme) les points
(¢1éments) d’une multiplicité 4 p dimensions peuvent se déterminer
par une coordonnée réelle + de telle sorte qu’h chague valeur réelle de ¢
dans Pintervalle {0, ..., 1) corresponde un point de la muliplicité,
mais aussi, réciproquement, quw’a chague point de la multiplicité corres-
ponde une valeur déterminée de ¢ dans l'intervalle {0, ..., 1}). »

11 donne ensuite une nouvelle démonstration de cette propo-
sition, et termine sa lettre par des considérations philosophiques,
qui révélent 'importance de cette question, tout en illustrant
remarquablement I'état d’esprit qui gouvernait la mathématique
de cete époque [17, p. 2107 :

« J’ai suivi avec iniérét depuis plusieurs années les efforts gue 'on
a congacrés, aprés Gauss, Riemann, Helmholtz et d’autres, & la clari-
fication des guestions qui toucheant aux premiéres hypothéses de la
géométrie. 11 m’est apparu a cet égard que toutes les recherches faites
dans ce domaine partent elles-mémes d’une hypothése non démontrée,
qui ne m’apparait pas comme ailant de soi, mais bien plutét comme
ayant besoin d’étre fondée. Je veux parler de Phypothése selon laquelle
une multiplicité continue p fois étendue nécessite pour la détermination
de ses éléments p coordonnées réelles indépendantes entre elles, le nombre
de ces coordonnées ne pouvant é&fre, pour une méme multiplicité, ni
augmenté, ni diminué. :

« J'en étais venu & croire moi aussi & cetle hypothése, I'élais presque
persuadé de son exaclitude ; mon point de vae différait seulement de
tous les autres en ceci, que je considérais cette hypothése comme un
théoréme qui nécessitail aun plus hant point une démonstration, et
j’avais précisé mon point de vue sous forme d’une guestion que j'avais
soumise 4 quelques collagues, en particulier aussi & 'cccasion du jubilé
de Gauss, & Gotlingen, savoir la question suivante (1)... La plupart de
ceux & qui j’ai sonmis cetie guestion se sont beancoup étonnés que j'aie
seulement pu la poser, car il se comprenail de soi que, pour la détermi-
nation d'un point dans une extension (*) & p dimensions, il fallait toujours
amployer p coordennées indépendantes. Celul qui, pourtant, pénstrait
le sens de Ia question, devait reconnaitre quil fallait av moins démon-
trer pourquei la réponse était « évidemment » non. Comme je al dit, je
faisais partie de cenx qui tenaient pour vraisemblable que la réponse

(}) 11 s'agit du théordme que nous avons cilé 4 la page précédente,
(2) Ausgedehniheil,
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fat négative — jusqu’au moment tout récent ol, par une succession
assez complexe de pensées, je suis arrivé & la conviction que la réponse
était affirmative sans aucune restriction. Peu aprés, je trouvai la démons-
tration que vous avez aujourd’hui sous les yeux » (1),

De la lettre du 29 juin 1877, nous retiendrons les lignes
suivantes, 4 jusie litre célébres dans Dhisteire de la mathé-
matique :

« Veaillez exeuser mon zéle pour celte affaire, si je faig appel telle-
ment sonvent 4 voire bonté et & votre peine ; ce que je vous al commu-
nigué tout récemment est pour moi-méme si inattendu, si nouvean,
que je ne pourrai pour ainsi dire pas arriver . une certaine tranquiilité
d’esprit avant que je n’aie regu, trés honoré ami, voire jugement sur
son exactitude. Tant gue vous ne m’aurez pas approuvé, je ne puis gue
dire : je le vois, mais Je ne le crois pas » (3.

Nous clorens celte parenthése par un extrait d’une lettre
de Dedekind, qui parvint 4 débrouiller la curieuse situation
engendrée par la déeouverte de Cantor {17, p. 215] :

« A Dencontre de ce point de vue, je déclare &tre convaineu {malgré
votre théordme, ou plutdt par suite des considérations occasionnses
par volre théoréme) ou croire (je n’ai pas encore eu le temps de faire
méme seulement 'essal d'une démonstration) que le nombre de dimen-
sions d’une multiplicité continue est, aprés comme avant, le premisr
et 1e plus important de ses invarianis, et je dois prendre ici la défense de
tous ceux qui ont écrit sur ce sujet jusqu'd ce jour. Je vous cencéde
volontiers que cette constance du nombre de dimensions exige abso-
tument ure démonstration, et gue, aussi Iongtemps que cette démons-
tration n’s pas ét¢ faile, I'on est en droit de mettre en doute Ja proposi-
tion. Mals je ne doute pas de cetfe constance bien qu’elle semble anéantie
par voire théordéme. Mais tous les anteurs ont évidemment fait 'hypo-
these facite, tout & fait naturelle, que pour une neuvelle détermination
des points d’une muliipiicité continue 4 I'aide de nouvelles coordonndes,
ces dernidres doivent étre aussi des fonctions continues {en général) des
anciennes coordonnées afin que ce gui apparait comme étant conti-
niiment connexe ()) dans la premiére détermination de position reste
continfiment lié (*} dans la deuxiéme détermination de position, Je crois
donc provisoirement 4 Pexactitude du théoréme suivant : si Ien réussit
a établir une correspondance compléte univogue et réciproque (%) entre
les points d'une multiplicité continue 4 4 a dimensions d*une part, et

(1) Ces considérations sont reprises dans [I4].

(*} En frangais dans le fexte.

3) Steilg rusammenhingend.

5&} Stetig verbunden.

{®} ¢« Eine gegenseitige eindeutige und vollstindige Correspondenz. »
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tes points d’une multiplicité continue B & & dimensions, d’autre part,
alors, si @ ot & sont inégaux, cetie correspondance est nécessairement
partout discontinue » {*).

Les singuliéres idées dont nous venons de rappeler la genése
soni capitales pour notre histoire, et ceci au double titre suivant.
Hn premier lieu, elles attirent Mattention, et d’une fagon combien
frappante, sur les deux mots clefs de la définition de la topologie,
dent I'importance relative semble n’avoir pas été hien explicitée
jusqu’alors. En établissant comment Tunivocité et la confi-
nuité s'associent pour donner un sens & la notion de dimension,
on metlait en évidence la richesse insoupgonnée gue recelaient
ces deux concepts. Bt comme 'axiomatiqus et Palgébre moderne
sont nées avee la prise de conscience de ce que les relations et
les opérations qui lient et combinent les étres mathématiques
entre eux sont plus importantes que ces étres, de méme on peut
faire remonter l'origine de Ia topelogie moderne 4 la prise de
conscience de ce que les applications qui transforment un
ensemblie en un autre nous apprennent plus sur le comple de
cos cnsembles que ces ensembles eux-mémes, « Dis-moi comment
I'on te transierme, je te dirai qui tu es » (!). En second lieu, le
o6té paradoxal, voire choquant de ces idées, devait contribuer
d'une fagon essentielle 4 Vintroduction de la rigueur comme
condition sine qua non de la mathématique. Tl parail en effet
impensable gu'un mathématicien, formé 4 I'écols des fonclions
continues sans dérivées et des théories de Cantor, puisse encore
se fier au seul bon sens, et admetire des conclusions sous prétexte
de leur évidence. C'est peut-8bre ainsi qu'il faut expliquer V'origine
d’un célébre théoréme gue Jordan, qui a été le premier 4 répandre
en France les idées de Canbor, a publié dans son Cours &' analyse
f48d, t. 111, 1887, p. H93], et dont voici énoncé ;

« Il est dome établi que foute courbe continue ¢ divise le plan en
deux régions, I'une extérieure, I'autre intérieure, cette derniére ne pou-
vant se réduire & zéro, car elle contient un cercle de rayon fini. »

Citons encore le théoréme :

¢ Soit u, ... des fonctions des variables =, y... en méme nombre
que ces derniéres, el définies dans un ensemble E. A chaque point,
(z, ...} de E correspond un point {#, ¢...}; la réunion de ces derniers

{1 C’est en 1911 gque Brouwer parvint & établiv Pinvariance topolo-
gique du nombre de dimensions [11].

{?) G. BacHELARD, Le nouvel esprif scientiflyue, Paris, Presses Universi-
taires de France, 1963, p. 28,

J-C. PONT 9
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points forme un ensemble F. SBupposons gqu’a chagque point de & corres-
ponde réciproquement un seul point de E. $i I'ensemble F est borné
et parfait {1}, et les fonctions w, ¢... continues dans E, z, y... seronk réci-
proguement des fonctions de u, ¢... continues dans F » [48 ¢, p. 53]

§ 3. LE ¢« PROGRAMME D'ERLANGEN »

En 1872, Felix Klein achéve un travail décisif pour 'évolution
de la topologie et de Ia mathématique tout entiere [50d ou d';
ou 50 b, t. 1, p. 460-487]. La genése de ce texte — qu'on appelle
le Programme 4 Evlangen parce qu'il ful présenté¢ par Klein
comme dissertation inaugurale & I'université de cetfe ville —n'a
pas encore été suffisamment étudiée par les historiens de la
mathématique {%). En premiére approximation, on peut dire
que les idées maitresses du Programme procédent de trois sources,
qui alimentent par ailleurs le gros de la pensée mathématique
au x1x° sidcle. I1 s’agit d’abord de la notion d’application d'une
surface sur une autre, de correspondance entre ensembles géome-
triques, que nous avons vue naitre et grandir par lessoins de Gauss
el Mobius.

Il s’agit ensuite de cetie théorie des invariants gui conduit

Cayley (%) & envisager, dans un méme schéma, géométrie projective |

et géométrie métrique, celle-ci devenant une partie de celle-la.
Ce bien curieux résultat, Klein allait Uétendre en 1871 () aux
géométries non-euclidiennes. La remarquable unité qui se fait
ainsi sous la houlette de la géométrie projective préfigure celle,
encore plus compléte, que révélera le Programme d’Erlangen.

Enfin, avee Ia redécouverte des travaux de Galois en 1848,
I'idée de groupe, qui avait montré ce dont elle est capable &
l'occasion d'une question célébre et difficile, se diffuse rapidement
dans les cercles mathématiques.

Synthése éblouissante de ces trois grandes conceptions, le
Programme développe lidée qu’une géométrie est U'étude des
invariants d’un certain groupe de transformations. Gest un
principe unificateur d'une étonnante fécondité qui apparait la.
Dans cette optique, la topologie devient I'étude des invariants
du groupe des transformations bijectives et bicontinues. Klein

1) ¥n langue moderne, un ensermnble parfaif est un ensemble fermé.

(% CI. cependant ¥. Russo, Groupes el géoméfrie. La genése du « Pro-
gramme d'Erlangen » de Feliz Klein, Paris, Palais de ia Découverte, 1969
{série D, n° 120).

{3) En 1859, Cayley consacre six mémoires & ceite théorie.

(8) Ueber dis sogenannie nichieuklidische Geometrie, AMaih. Ann,,
t. 6, Leipzig, 1871, p. 136, Repris dans [5¢ b, L. 1, p. 334].
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ne fut pas le seul 4 apercevoir 'avantage qu’il y a de se placer
dans cette perspestive. Ainsi, en mars 1873, Clifford écrivait
{18 b, p. 334-335].

« La mise sur pied d*une correspondance entre deux ensembles, ef
la recherche des propriétés qui se conservent au cours de celte corres-
pondance, peut 8tre considérée cormme Pidée centrale des mathématiques

modernes : on la retrouve & fravers toute la science pure ¢t ses appli-
cations. »

La concordance des dates entre le Programme d'Erlangen
et cette phrase de Clifford ne laisse avcun doute sur le fait que le
Programme n’est pas un coup de tonnerre dans un ciel serein,
mais une étincelle {de génie!} entre deux corps chargés aux
limites de I'équilibre {*).

§ 4. LE PLAN EN TOPOLOGIE

1.a théorie des surfaces nouvelles, introduites par Mobius, se
développe sous l'influence de Klein et de Schlafli, & qui 'on
doit notamment une interprétation intuitive intéressante des
surfaces & un cdbé et la caractérisation du plan projectif comme
surface non orientable. Le présent paragraphe est dédié & Phistoire
de ces découvertes.

Aunx environs de 1873, Schlifli étudie les surfaces du troi-
siéme ordre, entre autres au point de vue de leur ordre de con-
nexion [§0 d}, 1l remarque que, pour le déterminer, on deit pone-
tuer la surface. Or cetie opération augmente 'ordre de connexien
d’ure unité. 1l serait donc logique, conelut-il, de diminuer d’une
unité Pordre de connexion défini par Riemann, dans Ie cas des sur-
faces fermées [80 ¢, p. 162]. Klein {80 e; ou 40 b,1. 2, p. 64 sq. se
raliie 4 cette proposition ; il utilisera la définition de Schlifli dans
tous ses travaux, et parlera simplement de 'ordre de connexion
extraordinaire, A une autre occasion, Klein émet des réserves
sur des résultats du mathématicien suisse. Schlafli avait attribué
au plan Pordre de connexion 0, & quoi Klein répond {40 f ; ou 50 b,
t. 2, p. 44] que cela revient & considérer Vinfini comme un point ;
c'est contraire 4 l'interprétation projective. Klein écrit & ce
propos :

« Les différences que nous avons éfablies pour les courhes et pour
les surfaces se rapportent i leurs propriétés qui sont invariantes, aussi

{(*) Pour plus de détails sur I'importance du Programme cix’ErIangen, on
pourra consulter les Elémenis d'hisioire des malhématiques, de N. BoURBAKI
{1re &d., Paris, 1960, p. 141-143, ou 2¢ é&d., 1969, p. 170-172).
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bien par des collinéations réelles gue par des déformations continues,
Dés lors apparait naturellement la question de savoir guelles sont ces
propriétés. La poesition de la question est la méme que son homelogue
dans Vanalysis situs ordinaire, et il faut distinguer scigneusement ce
qui ést commun de ee qui ne Vest pas. L’analysis stius s’occupe, en
premigre instance, de formes situées entidrement dans le fini, en consi-
derant deux éléments comme équivalents lorsque on peut passer de
Pun & l'autre par une déformation continue. I faut ensuite introduire
des congidérations spéciales, si Pon veut étendre notre théorie aux formes
qui ’étendent & Iinfini. Get objectif peut &ire atteint en adjoignant A une
déformadion avant lien dans le fini, une transformation gui ameéne les
points de Vinfini dans le fini, et en considérant ensuite deux formes
comme équivalentes Torsque I'on peut passer de 'une & Pautre, par une
transformation du genre de celles que Pen vient de définir, suivie d’'une
déformation continue » [50 5, t. 2, p. 41-42].

Plus foin, il remarque que, jusqu’a présent, Pintini fut toujours
envisagé en analysis stlus comme un point, ce qui entraine la
suppression de certaines classifications forl commodes des sur-
faces et des courbes, et il poursuit :

« Les résultats de ce type d’analysis situs ne sont par suite pas
applicables tels quels & la conception projective, dans laquelle les élé-
ments de Pinfini se comparent aux éléments finis par des collinéations
réelles... Au plan infini étudié dans Poplique projective, il faut attribuer
Pordre de connexion 2. On peut, en effet, y construire une ligne fermée,
et une seule, ne le partageant pas, par exemple une droite. Et cependant,
il n’est pas possible de trapsformer 'une fagon continue le plan en un
tore, dont Uordre de connexion vaut également 2 » [60 b, t. 2, p. &1].

L’année suivante (1874), Klein revient sur cetie question,
a la suite d'une lettre de Schidfli (1), qui écrit :

~ « La conceptlion projective permet également d’atiribuer au plan
I’ordre de connexion 0, si on le considére comme une surface double,
c'est-a-dire, en queique sorte, comme la limite d'un hyperboloide & deux
nappes» [§0 &, 1. 2, p. 63].

L’idée de surface double n’est pas, 4 proprement parler,
différente de-la notion de surface & un ¢&4é due & Mébius. Néan-
moins, elle introduit une nuance qu’il est utile de préciser ; nous

y

aurons 4 en reparler dans les pages consacrées aux travaux de
Dyck. Le but de cette notion est de remplacer une surface 4 un

(t} Un extrait de cette letire est reproduit par Krein [50 b, t. 2]. Nous
w’avoens pas retrouvé trace de la correspondance Klein-Schiafli 4 la Biblio-
theque universitairs de Gotiingen, ot se trouvenl les archives de Klein, ni
4 la Bibliothéque nationale suisse de Berne, qui-conserve les écrits ot la cor-
respondance de Schliafli.
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ciié par une surface & deux cotés lui correspondant d'une cer-
taine fagon. On y parvient par le procédé sulvant : on porte le
long de la normale & la surface, et dans les deux sens, une méme
longueur a. Lorsque le pied de la normale décrit la surface, ses
deux extrémités décrivent une surface qui se compose de deux
nappes distinetes lorsque la surface initiale est & deux cotés,
et d'une seule nappe si elle est & un cdté, Getle conception
présente avantage de permatire de raisonner dans tous les cas
sur des surfaces i deux coOtés, & condition toutefois d’en tenir
compte au moment des conclusions. (Cesl ainsi, par exemple,
gue cerbains nombres seront divisés par 2 {eurvatura inlegra,
caractéristique de Dyck-Euler). L’intérét de cette méthode a L8
fort bien mis en évidence dans un articie de W. Boy [9).

(ette interprétation élimine les difficultés signalées par Kiein,
qui écrib

« Fai trouvé que la théorie de 'ordre de connexion des surfaces
s’appligue, sans modification, a 1a conception projective, lorsque Fon se
décide & velr los surfaces impaires de la géométrie projective comme des
surfaces doubles ef une courbe impaire qui s’y frouve comme fermée,
soaulement forsqu’elle a été parcourue deux feois » {1} {60 b, t. 2, p. 651,

Puis, plus Join :

« Cette introduction est d’autant plus valable gu’elle peut déja
rendre des services dans certaines parties de Panalysis situs, ne traitant
pourtant que de figures entidrement situées dans le fini, comme c’est
le cas pour la surface suivante...» {suit 1a deseriplion du ruban de Mébius)

Les considérations de Schlafli et les développements de Klein
revenalent & reconnalire au plan projectif une structure de
surface non orientable,

Dans un court mémoire, consacré & des questions de principe,
Klein fait la distinction entre propriétés absolues el propriétés

relatives (89 g; ou 80 b, t. 2, p. 67-69] :

« Une propriété est dite absolue, lorsqu'une wvariété la possede
indépendamment de Pespace dans lequel elle se trouve plongée. Une
propriété relative, en revanche, dépend de Pespace d’'immersion. Une
telle propriété n’est invariante que par les déformations de la variété
qui ont ieu & Fintérieur de ’espace. »

{1} Une ligne fermée s est paire ou impaire selon qu'eile est coupée par
un plan U, ne contenant aucune de ses parties, en un nombre pair ou en un
nombre impair de points,

¢ Une surface fermée F est pailre ou impaire selon gqu'une droite g,
n'ayant aucune deses parties dans F, la coupe en un nembre pair ou en un
nombre impair de points » [84, p. BI-83].
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Dans cet ordre d'idées, il constate que le fait, pour une
surface, d’avoir un ou deux cétés ne constitue pas une propriété
absolue, puisqu’elle dépend de la position de la normale, aprés
qu'elle a effectué un tour complet de la surface. Klein donne la
définition suivante, trés utilisée par la suite :

« On dessine sur un élément de surface une courbe fermée, sur laguelle
on choisit un certain sens ; une surface est alors double, si ot seulernent s*il
est possible de déplacer cette indicatrice de telle fagon que son sens se
soit inversé, lorsqu’elle a regagné sa position de départ. »

Dyck {voir p. 137 sq.) et, plus tard, Steinitz {87 b] dévelop-
peront des conséquences de cette distinction entre surfaces &
un ou & deux ebtés d'une part, et surfaces dont 'indicatrice peut
s'inverser ou ne pas s'inverser d’autre part.

CusrITRE IV

LA TOPOLOGIE
AU SERVICE DE I"ANALYSE
(suite}

Adnsi que nous 'avons vu au chapitre IeT de cette deuxitme
partie, si Riemann ne peut étre regardé comme le pére de la
topologie, o’est & ses travaux que I'on doit ratiacher le mouve-
ment d'idées qui allait donner & Vanalysis sifus sa vraie place
parmi les disciplines mathématiques. Grice & la notion de surface
de Riemann, et aux concepts qui s’y rapportent, notre science
devient indispensable & l'étude de Fun des domaines les plus
cultivés de la mathématique du xrx® sitele : la théerie des fone-
tions. Par ce canal, la topologie se répand dans le monde mathé-
matique. Sous Pimpulsion de Felix Klein et de ses éléves, la
théorie des fonctions se développe rapidement, entrainant
Vanalysis silus dans son sillage. Leurs travaux recélent les prin-
cipaux progres réalisés en topologie de 1870 & 1890.

§ 1. LES TRAVAUX DE KLEIN

Parmi les études que Klein consacre & la théorie des fonctions,
on doit avant tout ciler un cours, donné 3 Pliniversité de Leipzig
en 1880-1881, et publié en 1882 {40 k; ou 50 b, 1. 3, p. 499-573].
Deux passages de ce livre intéressent plus particuliérement
notre histoire.

1.1, Au paragraphe 8, intitulé « Classification des surfaces
fermées d’aprés le nombre p », Klein éerit -

« Poutes les surfaces qui peuvent s’appliquer, univoguemeni et
conformément, les unes sur les autres sont équivalentes & notre point
de vue...

« II est encore plus importani », poursuit Klein aprés quelques
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genseralités, « de faire connaissance d'un élément qui est invariant, non
seulement pour les transformations conformes, mais également pour
les transformations univoques. I1 s’agit du nombre p de Riemann,
nombre de rétrosections que 1’on peut constroire sur une surface, sans
la morcelar ».

Dans une note qui se rapporte 4 la premiére phrase de la
citation précédente, Klein précise :

« Dans toutes ces guestions, on utilise uniquement des {ransfor-
mations définies par des fonctions continues. »

Il termine cette note en indiquant que les surfaces qui pré-
sentent des points singuliers, des lignes de pénétration, seront
exclues de ses raisonnements, ainsi d’ailleurs que les surfaces
doubles et les surfaces qui ne peavent étre rendues simplement
connexes par un nombre fini de coupures. Nous avons déja
rencontré cetfe derniére condition dans le chapibre dédié aux
travaux de Neumann (p. 73) {1884). A cette occasion, on doit
rappeler que Klein et Neumann enseignaient ensemble & Leipzig.

Aprés avoir illustré la définition du nombre p par quelques
exemples, Klein éerit :

« Quil soit impossible d’élablir une correspondance univogque et
continue entre deux surfaces n’ayant pas le méme p semble évident.
Le théoréme réciproque, en revanche, est plus diffleile & démontrer (4)...
Cette proposition nous autorise, dans les recherches sur les surfaces
fermeéos ne faisant intarvenir que des relations de position, 4 considérer,
pour chagque valeur de p, une surface aussi simple que pessible. Dans
e sens, nous parlerens de surfaces normales. Lors d'une étude guanti-
tative, les surfaces normales ne suffisent naturellement pas; toud au
plus, peuvent-elles donner quelques indications,

« La sphére et le fore serviront de formes normal~s pour p = 0
el p = 1. Pour les autres valeurs de p, on considére une sphére munie
de p ansss (%), Le cas p = 3 est illustré dans la figure suivante {voip
fig. 23). »

Au bas de Ia page 527, Klein place une note trés intéressante
pour lhistoire des mathématiques. Elle se rapporte au mot
«évident» qu'il a utilisé au début dutexte que nous venons de citer :

« Cela ne signifie nullement que cefte sorte d’évidence géométrique
ne nécessite pas d’étude détaillée. A ce propos, on lira les explications que
G. Cantor a données dans le Journal de Borchardt, t. 84, p. 282 8q... » {%).

(;)‘?)Pour la démonstration, KrLuiv renvoie au travail de Jordan (voir
p. 112).
(%) Klein utilise les termes Anhdngseln, Handhaben.

{®) Voir a ¢e sujet nos p. 116-119,
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Cette remarque est significative pour histoire de la erise
de rigueur dont nous avons parlé & maintes reprises. L’évidence
géométrique elle-méme est ainsi mise en cause. Quoique timide,
cette temtative, ou platdét 'état d'esprit dont eile procéde,
annonce un mouvemsent irréversible. Deux ans plus tard, c’est
de la voix de Neumann que s'élévent les mémes avertissements
{voir p. 74). Relevons aussi que, ¢i la crise de rigueur plonge ses
racines an plus profond du x1xe@ sidcle, ¢’est le célébre mémoire de
Qantor qui mst le feu aux poudres. Le « doute méthadique », qui
s'instaure en mathématique, loin de compromettre la solidité de

Fie. 23 (1

Uédifice, apporte une bouffée d’air frais dans ses vénérables
couloirs. 1l trouvera sa justification, et son expression la plus
riche, dans la méthode axiomatique de IHilbert.

1.2, A la section 3 du paragraphe 20, Klein étudie les appli-
cations conformes d'une surface fermée sur elle-méme. Il fait
observer que celles-ci ge divisent en deux classes disjointes :

a} celles qui conservent le sens des angles {exemple : rotation
d’une sphére autour de son centre) ;

b} celles qui ne le conservent pas (exemple : symétrie d'une
sphére par rapport 4 un plan diamétral},

Dot a définition : une surface est dite symétrigue, lorsqu’elle
autorise des transformations involutives de la deuxiéme catégorie.
Il appelle encore lignes de passage les lignes dont tous les points
sont fixes par de telles transformations. Il peut alors scinder
Pensemble des surfaces en deux grandes classes, celle qui contient
les surfaces partagées en deux parties distinctes par une coupure

(3} (40 b3 t. 3, fig. 14, p. BT,
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effectuée le long de toutes les lignes de passage, et celle qui
contient les surfaces pour lesquelles cela n'est pas le cas (*).

Ces idées permettent de traiter les surfaces avec ou sans bord,
orientables ou non orientables, de la méme fagon :

« Jusqu'a présent, nous ne considérions que les surfaces & courbure
continge, on éventuellement celles prégentant des discontinnités isolées,
Ainsi, on pourra se représenter notre surface comme formée par un
nambre fini de morceaux, (ui se rencontrent sous des angles bien déter-
minés, ¢’est-a-dire comme ayant Paspeet d’un polyédre. Remarguons
que Tes surfaces qui ont un bord sonl généralement susceptidbles d’une
telle interprétation. I1 suffit de conceveir ses deux cdiés comme une
forme polyédrique dont certaines faces se rencontreni sous un angle
de 360 degres {%). Cetle surface est effectivement fermée ef syméirique.
En effet, si 'on permute les couples de points qui se correspondent dans
cette représentation, la surface subit une transformation conforme avec
inversion des angles, et les courbes frontiéres deviennent lignes de
passage. Par la méme occasion, notre répartition des surfaces en deux
classes recoit une signification importante. Les surfaces ordinaires
munies d’une frontiére, et sur lesquelles on peut distinguer deux cétés,
correspondent visiblement &4 la premisre clazse. En revanche, & la
seconde classe correspondent les surfaces doubles, cest-d-dire celles
pour lesquelles un déplacement continu permet de passer d'un cdté a
Pautre. Ainsi, les surfaces doubles formées ne sont pas exclues de nos
considérations » (%) [50 8, £, 3, p. 569-570].

Enfin, 4 la page 571, Klein décrit une surface que l'on connait
aujourd’hui sous le nom de bouteille de Klein :

« On peut s'en faire une idée en retroussant un morcean d’un tuvau
de caoutchoue, puis en le faisant se pénétrer de fagon & réunir le cilé
extérieur et le c8té intérieur » (voir fig. 24, & == O et p == 1},

§ 2. LA THESE DE WEICHOLD

Dans sa thése de doctorat (1883) [94], Guido Weichold reprend
I'étude des surfaces symétriques dans la perspective Lopelogique,
et I'établit sur des bases plus solides. I1 éelaircit notamment des
passages que Klein n’avait qu’effleurés.

A la fin du paragraphe I, aprés aveir rappelé quelques géné-

{1} Par la suite, Klein appeltera orthosymétriques les surfaces de Ia pre-
migre catégorie, et diasymétriques ceiles de la seconde.

{2} A ce propos Klein éerit ; « Je dois cette interprétation & M, Schwarz
(Péc%aes, 1881); elle remonte & M. Schoitky. »

() Cette manidre d'envisager les surfaces avec bord comme des surfaces
sans bord particuliéres s'utilise encore sous la dénominatien Verdeppelung
{voir [§2], p. 129).
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ralités, Weichold expose Ie plan de la premiére partie, qui seule
10US CONCerne :

1) Classification topologique des surfaces symétriques ;

2) Recherche des formes normales qui les représentent ;

3} Reprégentation schématique des formes normales par les
domaines fondamentaux.

‘Weichold fait d’abord remarquer (§ 3}, qu'outre la classifi-
cation d’'aprés le genre et d'aprés les critéres d’orthosymétrie
et. de diasymsétrie (classe de la surface), on peut encore Ies répartir
d’aprés le nombre de courbes de passage. En effet, pour une
surface de genre p, le nombre i de ces courbes est susceptible de
prendrs les différentes valeurs :

A=p-+1,p—1,p-—3. [(alexclusion de 0) pour les surfaces

orthosymétriques ;
r=p,p—1,p—2, ...,2, 1,0 pourles surfaces diasymétriques.

La premiére de ces séries de valeurs avail déja ¢té indiquée
par Neumann [69 b, p. 163]. Quant & l'autre, c’est la premiére
fois quelle apparait. Pour une méme valeur de p, on distin-

gue done P ;2 (1) espdces de surfaces orthosymétriques, et

p -+ 1 espéces de surfaces diasymétriques, ce qui donne au total pour

un.méms p :
p+2 _ 3p-i-4]
[———2—-—]4—}3-%-1-—["“““"“2 .

‘Weichold note cette classificabion en genre, classe el espéee
par & {p, A}, 4 et — caractérisant respectivement les surfaces
orthosymétriques et diasymétriques, p le genre et A le nombre de
courbes de passage.

I’auteur justifie la classification ainsi définie en démontrant
les deux groupes de propositions (§ 4} :

I @) Aucune des deux classes n'est vide ;

1 b} Toute surface symétrique appartient & l'une des deux
classes ;

2 g} Aucune des espéces n'est vide ;

2 b) Toute surface symétrique appartient & Pune des diffé-
rentes espéces.

Aprés avoir remarqué que deux surfaces symébriques sont
équivalentes, an point de vue des applications qu'il envisage,
lorsque on peut passer de I'une & Uautre par « pliage et collage,

{1y Le crochet signifie « le plus grand entier contenu dans ».
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déchirure et recollage » (t), Weichold gze demande ¢'il n'est pas
possible, au moyen de telles transformations, de passer d'une
surface d'une classe et d'unme espéce déterminée i toutes les
surfaces de la méme classe et de la méme espéce ; cela permettrait
de choisir pour chaque type de surface un représentant unique.
A cetle question, il répond aflirmativement, en s'appuyant sur
un théoréme de Jordan (voir p. 112).

Avu paragraphe 3, on trouve des exemples de formes normales.
Nous en citerons quelques-ung afin de fixer les idées (voir
fig. 24). La surface — {1,0) représente la bouteille de Klein.

En conclusion, nous dirons que le mérite des travaux de
Klein et Weichold a été d'introduire les surfaces non orientables
dans le courant normal de la recherche topologigue, en les consi-
dérant comme des surfaces, et non plus comme des curiosités
mathématiques ; cela constitue un progrés notable depuis Mohius,
qui n’avait pas su greffer I'étude de ses polyedres sur celle de la
corrélation élémentaire. Les résultats de Klein et Weichold
ouvrent la voie & Dycek, dont les recherches conféreront 4 notre
science le visage qu'elle aura au moment des premiérs travaux de
Poincaré.

§ 3. LES CONTRIBUTIONS DE W. VON DYCK

3.1, Généralilés

Les contributions de Dyck & la topologie sent nombreuses
et varides. Avant de les aborder, voyons les raisons qui Pame-
nérent 4 s'occuper de cetbe science.

Walter von Dyck est né en 1856 & Munich, ville dans laquelle
il effectue ses études. A partir de 1875, Klein y détient la chaire
de mathématiques ; c'est autour de cefte exceptionnelle person-
nalité que s’ébauche la pensée mathématique de Dyck. En 1879,
année ot il est nommé assistant de Klein, Dryek publie sa thése
de doctorat {26 a], dont le sujet le familiarise avec les théories
de Riemann, source de bien des connaissances topologiques de
Iépoque. En 18801881, Dyck suit a Berlin les cours de Kronecker
avec qui il a plusieurs conversations, ainsi qu'en témoigne la
correspondance entre Klein et Dyck {notamment Ia lettre
19 535 du 12 mars 1881} (). C'est 14 le point de départ des recher-

{1} Avec toutefois des conditions supplémentaires concernant les points
symétriques et le nombre de courbes de passage.

{#) Les lettres de Dyck 4 Klein sont conservées 4 la Bibliotheque Usiver-
sitalre de Gotiingen. Il ne nous a malheureusement pas été possible de
retrouver les réponses de Klein, pas plus d’ailleurs que e reste des archives
de Dyek.
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ches de Dyck sur la relation entre le nombre fondamental
{Grundzahl de Neumann) et la caractéristique de Kromecker,
qui sont & Vorigine de ges fravaux topologiques, De 1881 4 1884,
date & laquelle il est nommé professeur extraordinaire & VEcole
Polytechrique de Munich, Dyck continue & occuper la fonction
d’assistant de Klein, mais 4 Leipzig cette fois-ci. Au cours de ce
séjour, il étudie les mémoires de Mobius, autre source d’inspiration
pour sa topologie.

3.2, Premiers fravaux lopologigues

C'est en 1884, 4 I'oceasion du congres que tient & Montréal Ia
« British Association for the Advancement of Science », que Dyck
fait sa premiére communication topologique : Sur I'analysis situs
des espaces d Irois dimensions [26 b). Cette communication, qui
compte & peine quelques lignes, a passé totalement inapercue.
Dyck commence par poser le probléme en ces termes :

¢ L'objet de ces considérations est de déterminer des nombres
caractérisant les espaces fermés 4 trois dimensions, au point de vue des
possibilités de correspondances géométriques biuniveques (%) ; ces
nombres seront les analogues de ceux introduits par Riemann dans
la théorie de ses surfaces, »

Et il poursuit :

« Supposons que chague partie de I'espace envisagé se comporte
comme notre espace euciidien habitnel, avec cette restriction gque tous
les points infiniment éloignés sont regardés comme condensés en un
senl point {espace des rayons réciprogues). Choisissant un représentant
parmi fous les espaces entre lesquels une correspendanee biunivoque est
possible, le procédé suivant per.et de former tous les espaces tridimen-
sionnels : on extrait de notre espace 2k parties limitées par des surfaces

Termées groupées par paires, de genres respectifs py, ps, ..., ps; 00
ferme Pespace ainsi congtruit en établissant des correspondanees biuni-
voques enfre chaque paire de surfaces. Les nombres py, pa, - - -, Pg

des différentes surfaces et le type de correspondance choisi forment
ce que nous appellerons la caractéristique distinctive de notre espace.
Cette caractéristique est.déterminée par :

1) I’existence de. surfaces fermées, qui ne limitent pas de partie
de Pespace ;

2) Llexistence de courbes fermées de noire espace qui ne peuvent,
ni se transformer 1'une dans Pautre, ni se réduire 4 un point.

« Considérons encore cetfe deuxidme caractéristique qui, &4 ma
connaissance, n’a jamais été discutée. Prenons deux anneaux extraits

(Y} One-one.
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de l'espace ordinaire; selon le type de correspondance biunivoque
envisagé, on obtient des espaces essentiellement différents, Aingi, on
peut d’abord faire en sorte qu'un méridien de la premiére corresponde
4 un parailéle de la seconde. I existe alors des courbes qui ne peuvent
ge réduire 2 un point... Au confraire, si nous supposons qu’a un méri-
dien de la premidre corresponde un parailéle de la seconde, et oice
versa, une telle situation ne pourra plus se présenter... J'espére revenir
sur ce sujet & une autre occasion. »

On ne doit pas se laisser tromper par le caractére laconique
de ce trés court article. Il renferme des idées remarguablement
claires et nouvelles, sur un probléme jamais encore envisagé. On
relavera plus particulidrement les quaire points suivants :

1} Présentation précise du probléme fondamental de la topo-
logie des espaces & trois dimensions (%) ;

2) Enoncé d’'un important théoréme sur le mode de cons-
truction des espaces & trois dimensions. On notera que Dyck
n'étudie que des espaces qui remplissent la condition d’homo-
généité (%) (veir p. 73) ;

3) Mise en évidence du fait gu’un méme systéme de paires de
surfaces peut engendrer des espaces essentiellement différents,
selon le mode d’identification. Les nombres p; ne suffisent dés
Tors pas & caractériser les espaces a trois dimensions, au point
de vue topologique ;

4) Utilisation de la réductibilité des lignes tracées dans un
espace comme moyen complémentaire de classification. Clest 13
une idée nsuve et grosse de possibilités. En topologie des surfaces,
on avait déjk traité de cette question (voir p. 114-118), mais
dans un autre contexbe : les critéres de réductibilité des courbes
tracées sur des surfaces n'y sont pas ubifisés pour établir une
clazsification de ces suriaces, mais se dédaisent au coniraire
de cette classification.

Bien que la recherche des formes fondamentales, qui permet-
traient d’établir une classification des espaces A irois, respective-
ment & n, dimensions, I'ait occupd de nombreuses années durant,
et malgré les promesses gui terminent la communication de
Montréal, Dyck ne reviendra plus sar cette question. A ce sujet,
il est intéressant de citer quelques passages de sa correspondance
avec Klein.

{1} Dyeck ne parle pas de la continuité de ia correspondance ; elle était
probablement scus-entendue. A la méme épogue, il utilise, & propos de ce
prablésie, Vexpression « univoque et continus » (voir p. 134). .

%y Par la suite, Dyck appelle « régulier » un espace qui rempiit cette
condition,
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1} Dans une lettre datée du 27 février 1884 (leltre ne B61),
Dyek éerit. -

« Les recherches sur la connexion des espaces fermés & trois dimen-
sions sont encore compliquées par le fait qu’il existe des surfaces par-
tageant 1espace en pariies, qui ne possédent pas la méme connexion.
Cela n’est toutefols possibie que pour les surfaces enlactes... Alnsi, dans
te cas d’un tore noué {voir fig. 25}, on ne peut pas établir une corres-
pondance wriveque-continue entre Uextérieur et Pintérieur. »

Fre. 25

2) Dans une lettre du 30 septembre 1885 (n° 597}, on peut
fire :
« L’analysis situs dans les espaces & trois dimensions cloche encore...

De toute fagon, les dimensions paires et impaires jouent, icl encore (%),
un réle particulier. »

3) La lettre du 1er avril 1888 {no 626} est assez optimiste :

« Je pense que le prochain article Varidtés & trois dimensions n’offre
plus de difficultés de principes. »

Le contexte ne nous permet pas de déterminer ce qui incite
Dyck & croire qu'il approche de Ia solution.

4) Le 31 décembre de la méme année (n® 842), le monstre
n'egt toujours pas vaincu et la situation parait s'embrouiller :

« Dans mon travail, il reste encore une difficulté A surmonter. I3
g'agit de la question des formes fondamentales pour les espaces & trois
dimensigns, dont les combinaisons convenables permettent d’obtenir
tous les By Feiles possibilités sont plus nombreuses que dans lecasde R,.

() Cette J‘émarque est en relation avec un théoréme, que Byck signale
sans énoneer.
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Il faut rechercher de combien de maniéres, essenticllement différentes,
on doil faire se correspondre les surfaces {frontitres de Ry pour la
construction de R;. Des surfaces de caractéristique différente peuvent
conduire au méme Ry »

5) Le 9 mal 1890 {n° 679), Dyck annonce sa décision d’aban-
donner ce probléme :

« Jo me suis décidé 4 faire paraitre la deuxidme partie de mon
analysis situs dans les Annales.,. Ce travail est assez Iong et contient
quelques questions gui n’ont encore pas été étudices. Cependant, dun
autre ¢bté, il me parait de moins en moins possible de résoudre la ques-
tion concernant les formes normales des espaces & » dimensions, pro-
bléme pour leguel j’avais précisément retardé la publication de moen
travail. Je pensais d’abord réussir dans le cas de n == 5, que jaurais
traité dans un troisiéme article. Je me suis cependant décidé a quitter
ce théme. »

3.3. Les Coniribulions

3.3.1. Généralilés. -— Entre 1880 el 1887, Dyck publie trois
courts mémoires [26 ¢], qui contiennent déja les idées principales
de ses grands articles de 1838 ot 1890 [26 d et ¢] que nous allons
maintenant examiner.

fl mous faut tenter de faire ressortir les traits les plus frappants
de cetie ceuvre, ceux qui lui conférent un intérét pour Phistoire
de notre science. Pour la elarté de I'exposé, nous fractionnerons
le travail de Diyck en un certain nombre de parties plus ou moins
distinctes les unes des aubres ; en voici le plan :

I a} Variétés & une dimension, Caractéristique ;

1 b) Variétés & deux dimensions. Caractéristique ;

R aj Invariance de la caractéristique. Formes normales ;

2 b) Surfaces & indicalrices noninversables. Propriétés générales ;

2 ¢) Burfaces 4 indicatrices inversables ;

2 d) Relation entre 'ordre de connexion de Riemann ef la carac-
téristique ;

3 a} Variétés & n dimensions ;

3 &) Caractéristique et propriétés ;

3 ¢) Variébés sphériques et projectives ;

4 Application aux variétés définies analytiquement.

Tirant les legons des découvertes de Gantor, Dyek commence
par fixer les limites de son étude :

« Par propriétés absolues, on entend les propriétés dont la coin-
cidence est nécessaire et suffisante pour une correspondance biunivoque
et bicontinue entre tous les éléments de deux variétés » [26 b, p. 1571

3.-C. PONT 10
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En relation avec cefte phrase, Dyck ajoute :

« Précisons qu'il s’agit ici de correspondances continues enlre
variétés comtinues, c’est-d-dire de correspondances felies que des
éléments voisins se transforment en éléments voisins. Les correspon-
dances qui, 4 Pimage de celies de Cantor-Liiroth, appliguent des variétés
de dimensions différentes les unes sur les autres sont exclues comme
discontinues. »

Quittons cette introduction, pour nous consacrer au corps
de Vceuvre.

3.3.2. Les variélés d une dimension el leur caraclérislique. —
Dyck considére les variétés Jes plus générales comme engendrées
par des variétés élémentaires B, elles-mémes définies d’une
maniére précise. Ce mode de génération, fort original, permei &
son aubteur d’aborder le nombre fondamental sous un angle
nouveau et riche de possibilités.

On obtient la variété 4 une dimension la plus géndérale M1
en réunissant, par leurs extrémités, un nombre fini ou infini de
portions de courbes limitées par deux points; celles-ci sont
regardées comme des domaines élémentaires. Ces variétés
contiennent done, oufre un certain nombre de variélés élémen-
taires, des courbes fermées ou eyeles {§ 1, 17¢ partie).

Par définition, Dyck atfribue aux variétés élémentaires e
nombre caractéristique K égal & 1. Dés lors, si l'on pense 4 la
consbruction de M1, Pinlroduetion, respectivement la suppres-
ston, d'un E', apportera a la caractéristigue une conlribution
de 1, respectivement de — 1. Cest ainsi que la séparation d'un B
an moyen d'un point augmentera la caractéristique de I, et que
la réunion de deux extrémités d'un F! la diminunera de I. Pour
la caractéristique d’une courbe fermée, on aura donc: 1 1 = 6.
Quant & la caractéristique d'un M?* elle esh égale au nombre
de E* qui la composent (§ 2).

Cotte fagon d’envisager Pétude des variétés peut surprendre,
surtout dans le contexte historique. Néanmoins, elle se justifie
parfaitement dés que U'on considére les points suivants :

1) Alors qu'auparavant, I'étude des variétés se faisait par
voic analytique, c'est-d-dire en procédant du compliqué au
gimple, Dyeck aborde ce sujel par une méthode synthélique, en
considérant les wvariébés élémentaires comme engendrant des
variétés quelconques ;

2) De cetle maniére, la caractéristique d'un ensemble disjoint
de variétés s’avére immédiatement &tre la somme des caracté-
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ristiques des variétés qui la constituent ; ce n’étail pas le cas
du nombre fondamental sous la forme que lui avait donnée
Neumann ;

3} Une telle définition s'étend sans autre aux espaces &
n dimensions.

3.3.3. Les variélés d deux dimensions et leur caracléristique, —
La question se traite formellement de la méme fagon que dans le
cas de M' : un domaine élémentaire E? est une portion de surface
applicable sur un plan, dont le contour est une courbe fermée
ne se recoupant pas elie-méme. La variété M* la plus générale se
définit cormme la réunion, par paires, d'un nombre fini ou infini
de E2, qui se fait soit le long de certaines portions de frontitres,
soit le long de courbes fermées. Dyck exige, de pius, que le voisi-
nage de chacun de ses poinls soit un domaine élémentaire {1
11 n'est pas nécessaire — signale-t-i] ensuite — d'effectuer réel-
lement, de telles réunions ; il suffit de les fixer au moyen de corres-
poudances, indiquées par une table (§ 1, 28 partie). Dans le méme
paragraphe, auteur fait la distinction entre surfaces & indica-
trices inversables et surfaces 4 indicatrices non inversables (%).
Sont du premier type, les surfaces sur lesquelles il est possible
de déplacer Uindicatrice de Klein {voir p. 124) de telle sorte que
gon sens s’inverse, aprés gu'elle a effectué un tour complet de la
surface.

Cette définibion appelle quelques remarques. Dans une note
au bas de la page 474, Dyck éerit :

« Je donne volentairement Ia définition de Klein, qui considére
Ia propriété en guesiion comme une propriété de la surface, c’est-a-dire
indépendante de environnement. J’évite ainsi la dénomination usuélle
de surface & un cdté, respectivement & deux cblés, qui découle de co que
sur une surface 4 1.1, il est possible de passér d'un cdté al’autre, ce qui
n’est pas pessible dans Ie cas des surfaces d in.d. Cette derniére propriéié,
qui n'est — comme je le montrerai a une autre occasion — gquw'une
propriété d’immersion (%) de la surface dans notre espace tridimensionnel,
wenire plus en considération lorsque U'on fait absiraction de la position
de la surface. »

Malgré sa promesse, Dyck n’est plus revemu sur ce point.
Une lettre & Klein du 26 juin 1877 {n° 614) nous permet cependant

(%} On reconnait ia condition d"homogénéité,

(%) Nous éerirons dorénavant ii. pour les premidres et in.i, pour les
secondes,

{3} Lageeigenschaft.
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de nous faire une idée plus précise de sa position & I'égard de ce
probléme :

« 11 s’agit de la caractéristique des variétés & ii. On a le théoréme
guivant : la propriété, pour une variété, d’avoir une indieatrice inver-
sable se conserve (c’est bien connu) dans quelque espace gu’on la place.
En revanche, la propriété pour une variété M, d’étre & un ou a deux
odtés dans B, n’appariient pag, en général, en propre & M,, mais
dépend de M, ,,. Ainsi par sxemple, fa surface annulaire habituelle &
deux bords est une surface & in.i. Cetie surface posséde la propriété,
dans notre espace R,, d’avoir deux c6tés ; el cela n’est pas le cas dans
chaque R,. De méme, la surface double de Moblus est & un cdté dans
notre espace By, mals pas dans chaque Ry Pour le montrer on congtruit
un espace en forme d’anneau, que ’on obtient en réunissant, d'une fagen
ou de Paugtre, les deux surfaces frontitres d’'un cylindre ;

a ii j ;a :8 j i
Ry, 1 e,
Fic. 26

« Ry . est un espace ordinaire limité par un annean. H, , est ua
sspace double (A i.1} limité par une surface double. On place ensuite
laz bande ABCD dans Ry, ,, respectivement dans Ry o, de telle maniere
que AB vienne en CD. On obtient alers, dans le cas Ry, la surface
eylindrique ordinaive, qui est & deux ¢0tés ; dans le cas £y, on obtient
également la surface cylindrique erdinaire, mais elle est & un coté.

Fie. 27

« Refaisons la méme construction avec le ruban de Mébius. Dans les
deux cas, on aboutit & une surface a 1.i., celle située dans R, ; étant a
iR coté, et celle située dans Ry, & deux cétés. D'une fagon analogue,
¢n peut construire des surfaces fermées qui sont & unr ou & deux cbtés,
selon Pespace dans lequel elles sont plongées. »
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A ce sujet, Steinitz écrit [87 b, p. 357 :

« L’oubli de cette distinction est la source d’une erreur qui se réper-
cute & travers presque toute la littérature... »

1i observe aussi que, depuis Dyck, dont le travail est bien
connu, personne ne g'est ocoupé de la question.

La caractéristique K® de E? étant posée égale & 1, il sulffit,
pour déterminer celle de M?, d’analyser les effets des dillérents

Fic. 28

procédés qui transforment un ensemble de E2 en M® On a alors
les quatre propositions :

1) Toute ponctuation diminue la caractéristique d'une unité ;

2) La suppression d’un M!' de caractéristique K* augmente
K2 de Kb

3) La suppression d'une portion M, de caractéristique K2,
diminue K* de K2 lorsqu’elle a lleu sans I'aide de sections trans-
verses. Drans ke cas confraire, K7 varie dans le sens indiqué par le
théoréme 2 ;

4} Une rétrosection n'altére pas la valeur de K2

Dyek remarque encore que 'identification de deux portions
d'une variété élémentaire donne soit une variété & un contour
(surface & i.L), soit une variété & deux contours (surface & in.i.).

3.3.4. Invariance de la caractéristigue. Formes normales. —
On doit ensuite établir que cette caractéristique ne dépend pas
du mode de génération utilisé. Dyck y parvient en montrant gue
les processus de transformations introduits plus haut permettent
de définir la caractérisiique & partir d'une variété guelcongue,
par le biais des formes primitives de Mobius, dent il donne la
définition sulvante : une surface est primitive si et seulement si
toute rétrosection la partage en deux surfaces disjointes. Coneré-
tement, celles-ci s’cbtiennent en percant dans une variété éié-
mentaire un certain nembre de trous {n). On peut done écrire,
d'aprésle théoréme : K? = [ — n = 2 — r{r étant égal au nombre
de courbes frontitres), Puis Dyck passe des formes primitives
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aux formes normales (1), toujours selon la méthode de Mobius,
par identification de certaines courbes frontiéres. Ainsi par
exemple, Ie tore se construit & partir de la forme 4 une ouverture
par identification des deux courbes {rontiéres. L'élément central
de cette théorie, sclon le point de vue envisagé ici, est contenu
dans le théoréme suivant @ les courbes qui sont identifides appa-
raissent sur la surface comme rétrosections. En vertu du théo-
réme 4, cette surface a la méme caractéristique que la forme
primitive gui I'a engendrée. Le tore de Pexemple précédent a
donc une caractéristique égale 4 0, Quant 4 la sphére, on 'obtient
par la réunion de deux variétés élémentaires, et sa caractéristique
vaub 2.

3.3.b. Surfaces d indicalrices non inversables. Propriéiés
géndrales. — On est ainsi conduit 4 la définition fondamentals :

« La caractéristigne d’une surface connexe & in.d. est donnée par
Pécquation K% = 2 — r — 25 {1}, dans laquelle r est le nombre de courbes
frontiéres, et s le nombre de rétrosections qui transforment la surface
en une forme primitive. »

Par le pouvoir de la définition citée plus haut, s est également
le nombre maximal de rétrosections disjointes qui ne partagent
pas la surface. Un tel systéme de coupures portera le nom de
systéme complet.

Pour préciser la relation entre le mombre K? ef le nombre
défini par Riemann, il est nécessaire de déterminer le nombre
de sections transverses qu’il faut, outre les rétrosections, pour
transformer la surface donnée en une surface élémentaire. Clest
4 cette question que Dyck consacre 1z fin de la premisdre partie
du paragraphe 3 (p. 478). Soit F' la surface donnée, caractérisée
par les nombres r et s ; les s rétrosections la transforment alors
en une forme primitive ayant 2s - r courbes frontiéres. Pour
Vamener 4 I'état de variété élémentaire, on doit par conségquent
lui faire subir 2s 4 »— 1 sections transverses, parmi lesquelles
nous pouvons en cheisir s qui relient un point d'une courbe 4 son
homelogue sur la courbe correspondants. Le systéme de sections
el de rétrosections introduit est Ie sysiéme canonique, et lon
a l'intéressante proposition :

« Le nombre de rétrosections nécessaires 4 un systéme canonique
est constant et vaut le double du nombre de rétrosections disjointes que
I’on peut construire sur la surface sans ia morceler. »

{1y 11 admet sans plus que toutes les surfaces fermées peuvent se réduire
& ces formes normales, ce qui est loin d’8ire évident.

- TR B BRI
Yig Pringips Bincden, & - TORING
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Dyck énonce encore les théorémes suivants : « Une sur-
face 4 Lni. de caractéristique K® peut posséder (2 K2),
(2 —K*—2),...,2, 0 courbes frontiéres » et plug loin : « Les
surfaces closes &4 in.i. ont une caractéristique paire. »

Nous verrons en 3.3.7 comment ces considérations ménent
vers la relation annoneée au début de cet alinéa.

3.3.6. Surfaces d indicairices inversables. Propriélés générales.
— L3 raisonnements que nous venons &expliciter s'étendent
facilement aux surfaces de ce nouvean type :

« Pour la construction des formes primitives des surfaces & 1L, on
s’appuie sur la proposttion suivante ;

« Lorsqu’on ferme une cuverture d’une forme primitive, ouverture
(ue pour simaplifier nous supposerons circulaire, en identifiant les points
diamétralement opposés, on obtient une surface & Li. sur laquelle tout
cercle, dont les points sont idenlifiés, apparait comme rétrosection e
long de lacuelle Vindieatrice s’inverse.

¢ Au cours de ce processus, le nombre de courbes frontitres a diminué
d'une unité, alors qu’en revanche, d’aprés le principe exposé a la
page 475 (%), la caractéristique n’a pas varié.

« On se persuadera aisément de la justesse de cet énencé en section-
nant un ruban de Mébius le long d'une ligne médiane. IT se transforme
alors en une surface &4 deux bords 4 in.d., les points de 'un des bords
s’identifiant diamétralement.

« En effectuant le méme travail avec plusieurs frontiéres d’une forme
primitive, on obtient les formes normales pour les surfaces 2 ii. et
Péquation de définition pour la earactéristique : K? = 2 v p g’ (2),
oft r est Ie nombre de courbes frontiéres, s’ le nombre de rétroseciions
disjointes qui ne morcellent pas la surface et le long desquelles Pindi-
catrice s’inverse. »

Dyck donne ensuite deux autres modes de construction des
surfaces & 1.1, en partant des formes primitives :

1} On identifie normalement (c¢’est-a-dire comme dans le cas
des surfaces 4 in.i.) un certain nombre de paires de frontidres,
disons 2a, tandis que I'on identifie diamétralemsnt les ¢ courbes
restantes, Puis on montre que sur cette surface il existe un sys-
téme de s' = 2o 4 ¢ réirosections disjointes qui tiennent le
role des rétrosections figurant dans 'équation de définition ;
c’est-ii-dire que cette surface peut étre construite en identifiant
diamétralement s" = 2¢ - ¢’ courbes,

« La figure 3 {*} montre une surface dans laguelle los points de A
sont & ideniifler diamétralement (1, 175 2, 2'; 8, 3'), pendant que les

H]

() Voir plus haut, p. 139,
) Figurs 20, 7 T
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points des eourbes B ot € &’identifient de telle fagon que o, 2’ ; b, &',
¢, ¢’ se correspondent. Les courbes L, M {1} qui passent respectivement
parl (17}, a {a’); 2 (27}, b (') et 3 (37) sont les nouvelles courbes le Tong
desquelles Vindicatrice s’inverse. Tlles {forment ensemble un systéme de
réirosections disjointes, ne morcelant paslasurface, quiremplace complé-
tement le systéme précédent, ei dont toutes les lignes s’identifient
diamétralement. »

Fic. 29

2) La figure 30 montre une troisiéme maniére de construire
les surfaces & i.1. On identifie les points des deux courbes A et B,
mais dans le sens contraire, comme cela est indiqué par les
points {a, a'; b, b5 ¢, ¢'). On trouve une surface & ii. Comme
précédeminent, les courbes L et M (%) sont susceptibles de rem-
placer les ecurbes A et B, et constituent un systéme de réfro-
sections disjointes dont les points 8'identifient diamétralement.

En conséquence de Péquation de définition, Dyck énonce
quelgues propositions qui font apparaitre des différences essen-

L

M

Fis. 30

é;g Ifb%it M remplacent ici Ia malencontreuse notation de Pyck.
id.
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tielles entre surfaces 4 i.1. et & L.n.i. Tout d'abord, dans les variétés
4 ii., le nombre de courbes frontiéres peut prendre les valeurs
2—K—1,2—FRK—2,...,2, 1, 0}, proposition que Weichold
avait déja énoncée, quoique dans une autre terminologie. 5i la
surface est fermée, ce nombre peut éire tant pair qu'impair.
L’auteur examine ensuite cornment se comportent les notions de
syetéme complet et de systéme canonique lorsqu’on les applique
aux surfaces & il :

1} Sur une surface & L1, un systéme complet de rétrosections
est décomposable, dans le cas le plus général, en ¢’ rétrosections
1o long desquelles Vindicatrice s’inverse, et en ¢ - o rétrosections
le long desquelles U'indicatrice ne s'inverse pas; o d’entre elles
seront identifiées dans le mime sens, et ¢'' seront identifiées dans
le sens contraire. O a dés lors K2 =2 —r—o¢ — 2 (o + 0"},
et la plus petite valeur de ¢ est { ou 1, selon que r 4+ K2
est pair ou impajr. On en déduit que le nombre d’éléments

, . . Loy J®
d’un systéme complet prend la valeur minimale EE Y
e P e (B , .

) lorsque ¢’ = 0, respectivement 1;

la valeur maximale R —pr— K2 est atteinte lorsque o =10,
o' == {). Ainsi, ce nombre, qui était constant dans le cas des
surfaces 4 in.i, varie entre les deux limiltes fixées lorsque les
surfaces sont & Li., selon les choix des seelions.

2) Une fois pratiquées les s’ rétroseclions, la surface a
p s =g’ b2 - %" courbes frontidres, et il faut
r 4 g -1 sections transverses pour en faire une variété élé-
mentaire, Celles-¢i peuvent visiblement étre choisies de sorbe
que ¢ + ¢” d'enire elles apparaissent comme rétrosections sur
Is surface primitive ; on a aun total ¢’ -+ ¢ - 20’ rétrosections,
parmi lesquelles o’ sont isclées, tandis que les 26 4 20"’ restantes
se coupent deux 4 deux. On est conduit 4 la proposition : le
nombre de courbes d'un systéme canonique est constant et égal
a la valeur maximale du nombre de rétrosections qui ne morcel-
lent pas la surface et qui ne se recoupent pasg elles-mémes.

Dyck étudie ensuite un certain nombre de cas correspondant
4 différentes valeurs de K? (voir les fig. 31 et s.).

Puis il remarque que

rezpectivement --

« dans notre espace, les surfaces fermées 4 ii. ne sont pas réalisables
sans intermédiaire de lignes doubles » {2),

{1 Cette question sera traitée quelques années plus tard par W. Boy [9].



K =0

K =0
roa O
K o=
r=2
X 1
r i
K o= 1
r=20

Fre. 81
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Dyck termine ce paragraphe en observant que le plan pro-
jectif est une surface & Li.; on 'obtient en identifiant diamétra-
lement les points d'un disque (voir p. 144, K =1 et r == Q).

Au paragraphe D (%), Dyck énonce, sans démonstration,
quelques propositions fonciérement nouvelles pour notre dis-
cipline (*} :

I} Les surfaces fermées dont la caractéristique est impaire
gont toujours a i.i. Bn revanche, lorsque Ia caractéristique d'une
surface fermée esh paire, on ne peut pas dire si elle est & 1.1 on
4 Lnd.

2} Sont toujours & ii. les surfaces qui : .
a) ont une caractéristique paire et un nombre impair de fron-

titres ;

b} ont une caractéristique impaire et un nombre pair de fron-
tiéres.

Done, 1a caractéristique seule n'est déterminante pour Pappar-
tenance d'une surface au type i.1. que si elle est impaire, et st
la surface est fermée. On démontre aisément ces propositions &
partir des relations (1) et (2) (p. 140-141).

3.3.7. Relation entre lu caracléristique et Iordre de connezion.
- Dyck examine (§ 4) la relation gui existe entrs sa caractéris-
tique et le nombre défini par Riemann et revu par Neumann,
Schlifli et Klein.

8i 'on appelle Z lordre de connexion de Riemann, el zZ
Pordre de connexion extraordinaire (Z = Z pour les surfaces
qui ont une frontiére, et Z = 7 — 1 pour les surfaces closes),

on arrive 4 la relation K? = 2 — %, pour les surfaces & ini.
Si le systéme envisagé est formé de n parfies disjointes, on
"

a K? = 2, K2 tandis que le nombre fondamental de Neumann,
i1 n

s

G, est donné par G = % Z; + 2 — 2n.
i=1

En ce qui concerne les surfaces & ii., Dyck remarque ce
qui suit, :

« Les considérations précédentes s’étendent sans autre aux surfaces
A .., si on les considére, & Vinstar de Schlafti, comme des surfaces

{1) Le paragraphc b s¢ rattache naturellement aux questions que nous
venons de frailer ; aussi I’étudierons-nous avant ie paragraphe 4.

{®) La transcription de ces théorémes dans le langage de Fiemann ge
fait sans difficulté avee I’aide des résultats du paragraphe suivant,



146 LA TOPOLOGIE ALGEBRIQUE

doublement recouvertes, de manidre que les feuillets se rencontrent
le long des courbes pour lesquelles Pindicatrice s’inverse. Dans cette

perspective, le nombre K2 prend la forme K? = 2 w%‘ »

Pour fixer les idées, nous appliquerons ces différentes rela-
tions 4 deux exemples :

1) B2 = — 32 el r=2; d’aprés {2) (p. 141}, 0n 8 28 == 2 —r — K2,
ou s = 1. Le nombre de sections transverses vaut 2s 4+ r—1 = 3,

et la suriace est quadruplement connexe, d’aprés la terminclogie de
Riemann.

2} K% e plrp =1
Nombre de Riemann : 7 -+ o' + 2{c + ¢}, el comme ici on peut
prendre ¢’ = 0 (voir alinéa 4, p. 141) ;
— = Qe e 1 — s + o)
ou r+e - 2{c + o) = 4
81 l’on admet qu’il 8’agit d'une surface doublement recouverte :
Z=924=28

Pour terminer, il indique les deux expressions snivantes, qui
définissent le genre d’une surface en fonction de K? :

J— a
1) p == 3—2}—{— pour une surface & i.n.d., et

2) p = 1— K?* pour une surface & i.i.

Bur une surface polyédrale, on appelle caraciéristique d’Buler
Pexpression :
N = g v g A o2,

8i la surface est munte de % anses, on a
N' 2= 2 2D

(voir par exemple [82], p. 140).
Or, d’aprés Dyck :
s 2 - K% 2—2 4+ 7 VA
o2 2 2
¢’est-a-dire : Z = 2h
Bés lors ¢ ’

N oo g gl g2z 2 O = 2 B K2,

('est au cinquiéme paragraphe de ce chapitre quo Ion ren-
contre, pour la premiére fois, la définition exacte de ce que I'on
nomme aujourd’hui une transformation topologique :
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« ... de ce tableau, nous pouvons encore tirer quelques conséquences
qui montrent les condilions nécessaires et suffisantes pour qu’il existe
enire deux surfaces une correspondance biunivogue et blcontinue » (1,

3.3.8. Variédlés d n dimensions [26 ¢].

1. Définition. — En guise d’introduction, Dyck ohserve que,
lorsque Yon prend n > 3, il faut bien sir se passer de Uintuition
spatiale ; cela oblige & définir les variéiés de ce type d'une fagon
analytigue, tout en se laissant guider par les analogies avec les
cas n=1, 2, 3,

« Nous parlirons de variétés formées par les systémes de valeurs
{points) (z;, 2, ..., &y}, les a; représentant » variables réelles, indépen-

dantes et bornées. Le voisinage de chacun de leurs points (&, , &,, .. ., &,}
n
est caractérisé par Pinéquation 3 (#;-— ;)2 < »*: on Pappelle variété
i=1

élémentaire 4 n dimensions E,,.

« Plus géneralement, nous appetlerons variété ¢lémentaire & » dimen-
siong tout systéme de valeurs {(z;) qui peut &tre mis en correspondance
biuniveque et bicontinue (*) avee la variété E,... L'inéquation :

"
3ok <

d=1

représente dvidemment une variété de ce type, dont :

est la frontidre, gue nous nommerons variéié sphérique a4 n — 1 dimen-
stons 5, ... La frontitre de touf autre E, peut alors &ire mise en corres-
pondance biunivoque et bicontinue avec &,.., » {26 ¢, p. 277-278].

A la fin de ce paragraphe, Dyck précise que seules seront
prises en considération les variétés régulidres (%), c’est-d-dire
celles dont le voisinage de chagque point est une variété élémen-
taire, dotée d’une frontiére réguliére.

2. La caractéristique et ses propriélés. — Dyck enseigne (§ 2)
comment les variétés les plus générales M, s’obtiennent & partir
de E_ par morcellements et par réunions, opérations qui s'effec-
tuent le long de variétés E, . Elles seront représentées par ¢ E,,
et la varieté M, ainsi construite aura pour équation symbolique

(1
h

(

3 Clest nous qul seulignons,
) 1bid,
} Veir n. 2, p, 133.
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M, = E, + % (*F E,), olt X peut prendre toutes les valeurs
de 0 & n— 1. II ajoute : :

« L’adjonction, respectivement la suppression, d'une variété E,
de M, se fera de fagon quelafrontitre 8, _; de E, appartienne en entier
4 la frontiére de A,. Nous dirons alors que ces {ransformations ont été

-effectudes d'une maniére canonique. »

Ces considérations permettent d'introduire deux régles

1) A toute variété K, on attribue la caractéristique -+ 1;

2) Toute transformation de M, qui entraine l'apparition,
respectivement la disparition, d'un E, fera augmenter, respec-
tivement diminuer, Ia caractéristique d’'une unité.

Dyck applique ensuite ces résultats & Popération qui consiste
a diviser E, en deux parbies :

« La meéthode la plus simple pour atieindre ce but consiste a partager
Eptaf 4+ ... 4 ah <1 auw moyen de  E,_y:al+ ... +ad, <1

x, == 0, ce qui nous donne deux variélés élémentaires :
a) af - ... +af <1 et Ty <0
by af + ...+ a2 <1 et &y = 0.
« Gomme, d'autre part, la frontiére de E,_, appartient en totalité a
celle do E,, on peut écrire Véquation symbolique :
B, —FE,_, = 2E,,
d’ott Pon tire que le procéds - E,_, compte pour -— 1, et inversement
— Ey.q pour < 1. En répétant le méme raisonnement avee E,,.,, il vient :
Ey— By~ 2B, 4 = 2E,,

et - E, , compte pour F 1.
« Plus généralement, on écrit :

Ey—E, —2E, ... — 3, ; = 2E,,

ce qui revient a dire que la transformation F ., compie pour 7 {—4)5~x
dans le calenl de la caractéristique de A, . En conclusion, on a la propo-
sition : la suppression de E, dans une variété M, (n pair} compte pour
-+ 1 selon que y est pair ou impair. La suppression de E, d’une variété M,
(r impair) compte pour 4 1, selon que x est pair ou impair. »

Au paragraphe 3, Dyck remargue que ces observations
s'étendent sans difficulté au cas ot on supprime d’une variété M,
une variété M,, de caracléristique K, . Il montre que on a :

M,=E, 4+ 2{F M, et K,=ZXF (—I)"*K,.
x x
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5. Variélés sphériques el projeciives. — Plus Join, Dyck
applique ces considérations 4 deux variétés importantes pour
1a Lopologie :

1} Variélés sphériques :

« Une variéié sphérique 8, est équivalente, av point de vue de
Vanalysis situs, & une variété linéaire L, pour autant que tous les sys-
témes (¢, ..., @, qui peuvent devenir infinis soient identifiés et consi-
dérés comme un seul point. Une ponciuation de S, donne immédia-
tement Péquation symboligue : 8, — E, = E,, et comme — E, compte
pour F1 selon gque » o5t pair ou impair, on en déduil Ia remarquable
proposition : La caractéristique de 8, vaut £ ou 0 selon que n est pair ou
impair» (Y {§ 4, p. 282).

2) Variétés projectives :

« 8i, en revanche, les éléments de Pinfini sont considérés comme
formant wne variété P,_,, nous chienons une variété M,, que nous
nommerons variété projective & n dimensions. Dans ce cas, la suppression
de P, ., transforme P, en une variété élémentaire, ce qui nous permet
d’éerire : )

Pp—Pyy = E,.

« En applignant successivement le méme raisonnement a B,
Py gy, I vient :

Py Pryog = By y
Py Ppog = By g

Py — Py = B
P, =0,
d’oll :
Pp=Ey b By gt o ot Ey - By,

et comme les &, se détruisent deux & deux : la caractéristique de P est
1 ou 0 selon que n est pair ou Lnpair » (2),

Notre auteur établit encore le beau théoréme :

« Les varidlés projectives d n dimensions sont & i.0. ou & i.n.i.
selon que n esk pair ou non » 3. )

Voici l'idée de la démonstration de cette proposition :

« 11 suffit d’introduire dans notre variété un systéme de n axes de
coordonnées, munis de directions positives bien déterminées, st de
montrer gu'il existe un chemin fermé qui, parcouru une fois, entraine
Pinversion du signe pour un nombre impair d’axes. Pour démonirer

*) C’est nous gui soulignons.
(2} Ibid.
() Ibid.
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cette proposition, remarquons que P, peut s’chienir & partir de
By =g} 4+ ... + 2} <1 par identification diamétrale des peints de
sa frontiére sphérique, c'est-d-dire &, ..., &, ¢~ Ty, +0 0y — Ty,
Cette frontidre se comporte comme une variéte linéaire P, . Si nous
considérens un systéme d’axes orthogonaux dans la variété linéaire
tangentielle, n —- 1 axes changeront de sens, et la variété de départ
est & indicatrice inversable si n — 1 est impair, ¢’est-a-dire si n est pair.»

Dans upe note qui accompagne cette démonstration, Dyck
expose quelques réflexions d'un intérdt historique évident, :

« Une transformation continue des directions des axes de coor-
données, le long d’une eourbe fermée, peut se représenter analyticue-
ment par une fransformation linéaire dépendant d’un paramétre;
lorsque, aprés un parcours compiet, un certain nombre d’axes ont
regagné leur position initiale, une partie du déterminant de la trans-
formation a repris sa valeur de départ, avec le méme signe ou avec le
signe contraire, selon que le nombre d’axes qui ont changé de direction
est pair ou impair. »

C'est la premiére fois qu'un déterminant est utilisé comme
critére d'orientabilité.

Dans la conclusion de son article, Dyck signale que la démons-
tration de Uinvariance de I, devrait s'effectuer 4 partir des
formes normales, comme c'est e cas pour n = 2. Il avoue cepen-
dant, que ce probléme hui semble présenter des difficultés encore
insurmentables {voir aussi p. 133 sq).

3.3.9. Application qux variélés qui sonl définies analyli-
quement. — Pour clore ce chapitre, nous allons essayer de montrer,
en quelques lignes, comment les considérations géométriques
dont nous venons de parler s’appliguent aux variétés définies
par une expression analytique. Nous verrons que cette question
est liée & la caractéristique de Kronecker et & la curvalura inlegra
de Gauss.

Nous illustrerons cette théorie par un exemple trés simple
de Dyck [26d, p. 466-471] : étant donné deux courbesz repré-
sentées par les équations oz, y) = 0 eb Y(z, y) == 0, trouver la
earactéristique de la portion de ¢ {x, y) = 0 contenue & Vintérieur
de ¢ (z, y) == 0. D’aprés la définition de ce nombre, nous savons
qu'tl est égal au némbre de parties de ¢ détermindes par son
intersection avec ¢. Pour le calculer, on considére ¢ comme
membre d'une famille @ (z, y, A) = 0. La caractéristique varie
visiblement d’une fagon discontinue (sprungweise) avec A. 8i,
dés lors, nous connaissons K, pour k == ),, nous connaitrons
également K, en suivant la variation de K lorsque a varie de
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Az @ A;. En outre, nous pouvons également dire que K{A) ne varie
que pour les points ol @ et § ont une tangente commune, c’est-a-
dire lorsque :

o 2y
®=0, =0 A= T Tl_,

&

dy oy

Aprés avoir examiné les cas qui peuvent se présenter, el
en prenant @ =g (z, y) — A == 0, Dyck obtient :

(A, Oy oA
Klmz[!az M avee A= oo

la sommation s’étendant aux points ¢ < 0, =0, A=1D
.ifl esot agnsi la caractéristique de Kronecker du systéme ¢ = 0,
== (}, A == (.

A la page 505 du méme mémoire, Dyck traite de la question
suivante : déterminer la caractéristique de la surface o(x, y, z) = 0.
Pour atteindre ce but, il considére un systéme de courhes tracées
sur @ == 0, obtenu par exemple en coupant la surface par un
plan z -—v = 0 paralléle au plan 2y (*). En considérant les points
de contact elliptiques et hyperboliques on a :

{
K= { Put (9123} avec (Pm:?gi, i
Do Poz b

la somme s'étendant 4 tous les points =0, 0, =0, 9, =0,
Cest précisément la caractéristique de Kronseker du systéme
étudic. Par une méthode quelque peu différente, Dyck avait
trouvé

oy

PP Qoo Qusi
K= 3 | ©ay P2 Pos !
i Pa1 Qa2 Psp {

sur tous les points ¢ << 0, ¢, = @, = gy = 0. Or cette expression
est, au facteur 2 prés, la curvalura infegra de la surface.

Dans ses célébres Disquisitiones de 1827 (voir 83 f ou 33 ',
Gauss définit la curvafura infegra d’une surface. Puis Kronee-
ker (1869) établit [63 a ou 83 4', p. 218] que K == vél— G entre

T

{!) On reconnait ici la méthede de Mdbius.

J.-€, PONTF 11
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la curvafura infegra C d’une surface z = f(z, y) et la caractéris-
tique définie & partir du systéme (f,, f,, ), sans toutefois mettre
en évidence Ia nature topologique du nombre K. Partant des
travaux de Mobius, Klein et Kromecker, Dyck montre, ainsi
que nous I'avons vu dans les deux exemples précédents, Fexis-
tence d’une relation entre la caractéristique qu’il a définie et la
caractéristique de Kronecker; cela implique 'existence d'une
relation entre la curvatura integra de Gauss et U'invariant topo-
logique de Dyck (%). L’importance de la curvalura integra, qui
fait ainsi son entrée dans notre science, esl bien mise en évidence
dans le texte suivant de Lebesgue [55 b, p. 323} :

« Cetle notion de courbure totale est lie a foutes nos principales
connaissances en anralysis situs ; o’est d’elle que dérivent la plupart des
cxpressions analytigues gui servent dans les démongirations arithmé-
tisGes ; c’est elle qui suggére Pemplel des déterminants ou matrices qui
nous permettent de distinguer des orientations; c’est elle qui nous
fournit 1s moyen Q’écrire parfols quun point est intérieur ou extérieur
a une surface et gui conduit a 'indice de Kronecker et 4 ses mulfiples
genéralisations. »

§ 4. coNCLUSIONS

Situées aux limites de la période que nous étudions, les
Conlribulions de Dyck jouent le role de plague tournante. Bi,
en effet, il est permis de voir en elles I'aboutissement d'une
longue chaine de travaux, on peul aussi y déceler Fune des
sources du courant d'idées qui conduit aux recherches de Poin-
caré et & la topologie moderne. Ainsi placés & la croisée des che-
mins du passé et de I'avenir, les travaux de Dyck nous serviront
A faire le point.

Si & la siitte des recherches d’Euler, Lhuilier avait déja donné
un embryon de classification des surfaces orientables, cest
Riemann, et 34 un degré moindre Listing, qui inaugurent ce
probléme fondamental de la topologie des surlaces ; le premier
s'appuyant sur cetbe classification sans U'étudier explicitement,
lIe second se perdant dans des complexes par trop généraux.
C’est & Mabius, puis 4 Jordan, que sont dues les solutions pré-
cises de ce probléme. Empruntant des voies nouvelles, Mobius
introduit les surfaces & un cOté, qu’il ne parvient toutefois pas
4 intégrer 4 sa classification. Klein et Schlafli donnent de ces
surfaces une interprétation commede et permettent & Weichold,
mais surtout & Dyck, d’en élaborer une théorie compléte.

(1) 1’existence de cette relation apparait déja dans une note de J. Brr-
TRAND [4, p. 13].

AU SERVICE DE L’ANALYSE 158

Dans la décennie ¢ui se termine en 1880, deux travaux ont
été pubiiés, qui changent le cours de la pensée mathématique.
Le Programme d'Lrlangen el le mémoire que Cantor publie
en 1878 [14], car c'est d'eux qu'il s’agit, mettent en évidence
UVimportance des transformations et Pextréme circonspection
avec laguelle elles deivent éire employées. Utilisant explici-
tement le second, et sans doute influencé par le premier, Dyck
envisage la topologie dans une perspective nouvelle et féconde,
qui lui permet de poser en termes clairs, et exempts de toutes
considérations métaphysiques, le probléme de la topologie des
espaces 4 trois et & n dimensions, Dés le début, il fait dépendre
Ia solulion de ce probléme de la recherche des formes normales
pour ies espaces & trois et 4 n dimensions. Dyck n'a pas résolu
ce probiéme, et pour cause, mais il Fa posé et il en a signalé les
difficultés, ce qui a toujours comme conséguence heursuse
d’exciter les curiosités et par 14 méme de susciter des travaux
NOUVeaux.



CuariTRE V

ANALYSIS SITUS
ET PHYSIQUE MATHEMATIQUE

Dans la période qui nous concerne, on a traité certains pro-
blémes de physique mathématique, dont la solution dépend de
considérations topologiques. Nous les examinerons dans leur
ordre chronologique.

§ 1. L85 L0IS DE KIRCHHOFF

~En 1847, G. R. Kirchhoff, penché sur une question d’élec-
tricité [49a; ou 49 ', p. 22-23), pose et résout un indéressant
probléme d’analysis silus.

La situation est la sulvante ! soil un cireuit électrique formé
de n conducteurs qui se coupent en m points. 8i E; et w; repré-
sentent respeetivement la force électromotrice et la résistance
du conducteur ni, on demande de déterminer Fintensité (J)
dans chacun des conducteurs. Kirchhoff répond par les deux lois
bien connues :

1) Siles arétes &y, ky, ..., & forment un eyele, alors :

Wiy Sy 4wy iy oy = By By 4.+ B (1)

2) Siles conducteurs &y, ..., k, ont un point en commun, alors :
Iy o Fdy =0 (2]

Voici la solution de Kirchhoff :

B Je me propose maintenant de démontrer que la résolution des équa-
tions qui dérivent des théorémes 1 et 2, relativement aux J;, Jy, ..., J,,
el étant admis que Ie systéme des conducleurs n'est pas séparé en
parties disjointes, s’cbiient & partir des considéraiions suivantes :
s0il p = n — m + 1 ; alorsle dénominateur commun 4 toutes les inten-
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sités est la somme de toutes les combinaisons du type my v, ... g,
les conducteurs ky, ..., &, étant tels que leur suppression fransforme
le cirenit en un circuit ne contenant plus de figures fermeées ; quant au
numérateur de J;, il est égal & la somme des combinaisons de la forme
Wiy o Wige v e oWy 10Ky oy k,_, étant tels quaprés leur suppression
il reste encore une seule figure fermée, et qu’elle contienne k; ; chacune
de ces combinaisons est encore A mulbiipher par la somme des forces
slectrometrices qui apparaissent sur Ia figure fermée en question.
Les forces électrometrices dotvent élre comptées comme positives dans
le sens olt Jy est positif. »

Kirchhoff démontre d’abord que le nombre d’équations indé-
pendantes du systéme (1} est égal an nombre minimal p de
fils qu'il faut supprimer pour détruire toutes les figures fermées.
Ceci Faméne 4 considérer le systéme !

i Js + o oy I + oty = o By -+ + o By
o dy b oof g Sy oo ol dy, =_o¢fE1-_¢‘~...+o¢ﬁEn
Iy doagdy A4 oy, = o B 4L el B,
Bt bt wy Sy e T e, Ty = 0

wyJ, Famwgdy F o Fageyd, =0

ot les o valent 1, ~—1 ou 0 ().

Puis, se basant sur le fait, physiquement évident, que les
systémes (1) et (2) suffisent pour déterminer les intensités
inconnues (%), Kirchhoff établit que = n—m 4 1. Il a donc
montré, entre autres, que tout graphe contenant n arétes et
m sommets est transformable en un arbre de méme nombre de
sommets, par la suppression de g = n— m -~ 1 arétes conve-
nablement, choisies. w est ainsi un invariant attaché au graphe.

§ 2. L'ELECTRODYNAMIQUE DE MAXWELL

Comme nous V'avons signalé i la page 58, J. G. Maxwell a
utilisé des résultats topologiques dans son célebre ouvrage sur

() 8i Yon écrit w;J; = fy, id matrice du systame n'est autre que la
matrice d’incidence de la complexion linéaire. .
(%) H. WgyL a remarqué, le premier, la nécessité de démontrer cette
ropositie%} {951, A ce propos, on consultera sussi l'ouvrage de D. Kénic
52, p. 1407,
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Pélectricité et le magnétisme. Voicl les passages qui intéressent
notre histoire :

¢ Il.y a toutetois des cag ol les conditions pour que
Xde + Ydy + Z dz
soit une différentielle exacte, savoir :
_6_2_ 8y ox 8z -0 Y aX

ay ez 0, E

T T T ey T

seni remplies dans une région de l'espace, et ol eependant I'intégrale
prise de 4 & P peut aveir des valeurs différentes pour deux contours,
tous deux entidrement compris dans la région. Ce cas peut se présenter
si la région est en forme d’anneau, ot si les deux lignes de A & P sont
situées dans des segments opposés de 'annean. On ne peut, dans ce cas,
passer d'un conteur & Iautre d’un mouvement continu sans sortir déla
région, Nous sommes conduits ainsi 4 des considérations reatrant dans
la Géométrie de position, sujet pen étudié, quoique son importance aijt
€1¢ gignalée par Leibniz el mise en lumidre par Gauss. Le travail le
plus complet sur ce sujet a 6té donné par J. B, Listing » [65 4, p. 17 ;
ou 6§ o, p. 17].

Une fois définis certains concepts créés par Listing (dia-
gramme, cyclose, périphractique, acyeligue, ete.), Maxwell
énonece les deux théorémes :

« Bi, dans toute I’étendue d’une région acycligne,
Xde + Ydy + Zds =~ d{

la valeur de lintégrale prise d’un poin‘a A 4 un point P la long d'un
contour guelcongue intérieur i la région, est constante », et « Dans uns
région cyclique pour toute Iétendue de laquelle est Csatlsfalte Iéqua-
tion X dx 4 ¥ dy + £ dz = — d, Iintégrale de 4 & P n’est en general
pas déterminée, si I'on ne spécifie le canal par lequel on va de 4 & P .

§ 3. LES CONTRIBUTIONS DE (. NEUMANN

Dans un ouvrage publié en 1893 [69 ¢], Neumann traite de
quelques problcmes de physique mathématique. Apres avoir
rappelé, dans les préliminaires (§ 6, 7 et 8), des résultats topo-
logiques de son livre de 1884, l\eumann étudie certains chapitres
d'électrodynamique. 11 y fait notamment voir Pétroite dépen-
dance qui existe entre la topologie d'une surface chargée et son
influence électromagnétique. Dans une annexe intitulée Sur
Panalysis situs (p. 293-314), il s'occupe de problémes topoio-
giques qu'ili nous faub maintenant passer en revue.

SO

®

PHYSIQUE MATHEMATIQUE 157

3.1. Deux surfaces, respectivement deux espaces, sont du
méme type (1} lorsque U'on peut passer de Pun & I'autre par une
transformation continue. La sphére détermine ainsi trois types
topologiques -« le type de la sphére, le type de lintérieur de la
sphére, le type de U'extérieur de la sphére. Puis Neumann donne
la définition suivante :

« Les surfaces oblenues par ce procédsé s’appellerent spharotiques.
La sphére est la plus simple d’entre elles. La surface sphirotique la
plus générale ’obtient en réunissant un nombre quelconque de surfaces
sphériques par un nombre quelconque de tuyaux ; ceux-¢i peuvent aussi
mettre en communication une surface avec elle-rnéme. »

La proposition principale s'énonce alors :

« Toute surface ne se recoupant pas elle-méme peut étre transformée,
d’une facon continue, en une surface sphérctique. »

¢ Je considére Texistence d'une telle tramsformation comme un
axiome, ¢’est-d-dire comme une proposition qui est & conserver aussi
longtemps gu’aucun exemple ne vient la contredire » {§ 4).

Plus loin, Neumann s'applique & simplifier autanl que
possible les surfaces sphirotiques, d’aberd en montrant que
toutes les sphéres peuvent &tre remplacées par I'une quelconque
qui porte tous les tuyaux; ensuite, en supprimant certains
enlacements des tuyaux; la surface obtenue est « la forme
normale de la surface » (¥

Neumann termine cebte premiére partie par I'énoncé de deux
relations numériques intéressantes (§ 6) :

« Théoréme 5. — Lorsquune surface sphﬁretique £} posséde
E sphéres et R tuyaux, son nombre fondamental, ¢’est-a-dire son ordre
de connexion, est égal & 2{R — K} - 3. Ainsi, dans une surface sphiro-
tique de connexion 2p -t ona:p=R—K +1»

« Théoréme 6. — Lorsqu une surface fermée Q, 2p 4 1 fois connexe
et neserecoupant pas elle-méme, est transformée d’une maniére continue
en sa forme normale, le nombre de tuyaux est égal & p.»

3.2, Aprés ces préparatifs, Neumann présente le probléme
qu'il considére comme fondamental :

« Soit donnés une surface Q fermée, 2p -+ 1 fois connexe et ne
se recoupant pas ellesméme, avec son extbérieur o et son intérieur J.
11 s’agit de déterminer d’abord un systéme de sections rendant £ sim-
plement connexs, ensuite un systéme de sections superficielles rendant
& et J simplement connexes. »

(3} Einerlei Typus.
{3y Normalzustand.
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Nous ne dirons rien de la premisre question que Neumann
résout au moyen du procédé classique découvert par Riemann
eb qu’il avait déja exposé dans son ouvrage de 1884, La réponse
& la deuxitéme question est contenue dans un long théoréme
(p. 308 et 309), que Neumann tire de son intuition géométrique.
Nous résumerons l'essentiel de cette proposition, gqui contient
I'un des rares résultats obtenus en topologie de I'espace au cours
de la période qui nous concerne : soit £} une surface fermée ne se
recoupant pas elle-méme et 2p 4 I fois connexe, 1l est alors
possible de choisir les couples de rétrosections A4,, 4,, ..., Ay, et
I, 1, ..., I rendant Q simplement connexe de telle fagon que 7,
respectivement J, soient rendus simplement, connexes par des sec-
tions superficielles a, , ay, .. ., ,, Tespectivement L,, L,, .. i doy,
dont le systéme A;, respectivement I;, forment une partie de
la frontiére. Lorsque I'une des 2p surfaces a;, I; est du type
de la sphére, et que de plus elle est distincte des autres, on dira
qu'elle est délicalement simple (). On peut toujours, dans les
conditions données, choisir le systéme A4;, I; de sorte que dans
tout couple (&, L}, ..., {¢y, Ly} I'uine au moins des surfaces
est délicatemeni simple. 8i 'on suppose, en outre, que dans la
forme normale de la surface les tuyaux ne présentent pas d’enla-
cements, A;, I;, peuvent étre choisies de maniére que chaque
surface soit délicalement simple.

I est intéressant de noter que Neumann ne va pas jusqu’a
dire que deux régions limitées par des surfaces homéomorphes
sont elles-mémes homéomorphes. C'est 14 un signe de grande
prudence et de remarquable intuition.

3.3. Dans ce que P'on pourrait appeler la troisidme par-
tie (§ 10}, Neumann traite du probléme de la réduction des
courbes tracées sur une surface ou dans un espace. Il g'agit 13
d'un travail sommaire, de caractére purement intuitif,

Appelons wngang une courbe fermée de direction déter-
minée, que I'on peut réduire par les différents procédés suivants :

a) Par une transformation continue ;

b) Par juxtaposition, c¢’est-i-dire par la suppression d’une
ligne commune parcourue une fois dans un sens, une fois dans
Pautre ;

¢} Par décomposition d'un umgang en une infinité d’umgang
infiniment petits.

(%) Bequisit einfach.
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En parcourant plusieurs fois un umgang P, on obtient
un multiple de P, positif ou négatif selon le sens choisi.

« Un systéme P, Q, R, ..., U &umgang est dit élémentaire pour
une surface ou pour un espace, lorsque tout umgang de cette surface,
respectivement de cet espace, est réductible & 0 ou & des multiples, posi-
tifs ou négatifs,de P, Q, R, ..., U, au moyen de transformations conti-
nues, de juxtapositions ou de déeompositions. »

Neumann énonce alors le théoréme

« Le systéme des p courbes I, ..., I, forme un prai {*) systéme
d'umgang élémentaires pour Uextérieur & de la surface {2 du théoréme
précédent ; de méme, lo systéme A;, ..., 4, est élémentaire pour
Pinterieur J de ). Finalement, les 2p courbes 4y, ..., 4, 0y, ..., I
forment un systéme élémentaire pour la surface €. »

Suivent d'intéressantes observations :

« 11 est trés probable que Von puisse utiliser les remarques et les
définitions de ce paragraphe pour une classification des surfaces et des
espaces, ef ceci a deux points de vue différents. En premier lieu, une
surface ou un espace sera dit m - 1 fois connexe, lorsgque tout ored
systéme élémentaire contient m umgang... Pour les surfaces fermdées qui
ne se recoupent pas elles-mémes, cette classification est en parfait
accord, ainsi que le montirent les considérations précédentes, avec celle
de Riemann. Nous ne saurions dive si un tel accord est tout & fait général;
cela nécessiterait des recherches plus approfondies... »

Cette définition de Yordre de connexion pour les surfaces
et pour les espaces est nouvelle et riche de possibilités. Clest
elle que Poincaré utilisera dans ses travaux. Quant 4 Ia question
soulevée par Neumann sur la concordance des deux types de
classification, on sait la réponse que Poincaré en a donnée :

« Voild done trois variétés, dont les groupes & soni d’ordre fini;
mais ces groupes ne sont pas isomorphes ; de sorte que ces variétés ne
sont pas homéomorphes ; et cependant, elles auront mémes nombres de
Betti P, == Py == 1. 1l parattra naturel de restreindre le sens du mot
simplement connexe et de le réserver aux variétés dont le groupe G se
réduit 4 la substitution identique » [72 b, p. 257

(}) Un systéme &'wmgang élémentaire est wrai lorsqu’il contient le
minimum possible de courbes.



En guise de conclusion

Neus terminerons par une comparaison simpliste et banale, -
mals qui a peat-8tre le mérite de faire ressortir les grandes lgnes
de ceite petite enfance de la topologie algébrique et de préciser
le réle des acteurs prinecipaux.

Un jour de 1736, au cours de I'une de ses nombreuses pérégri-
nations, Euler devina plus qu'il ne vit, émergeant des brumes,
une étrange bitisse. Quinze ans plus tard, voyageur infatigable,
il revint dans ces parages, buta contre un gigantesque obstacie :
¢'était une aile de I'édifice enbrevu en 1736, Huler n'en eul pas
conscience. :

En 1813, Lhuilier découvre un souterrain conduisant 4 l'aile
apergue d'Euler, I'explore remarquablement, puis quitte les
heux sans comprendre gu'ils appartenaient & .un énorme el

-mystérieux complexe.

Gauss était paseé 4 plusieurs reprises & prosimité de notre
béatiment ; frappé de sen immensité — dont il se rendit compte
dés l'abord -— il ineiba quelques-uns de ses amis & en faire I'explo-
ration. Lui-méme, un jour de 1825, s’en approcha assez pour
distinguer la porte principale et reconnaitre le type de sa serrure.
Aprés avoir retrouvé le souterrain de Lhuilier, Listing comprit
son appartenance au grand enserble que hut avait signalé Gauss.
La galerie visitée avec soin lui livra un passage menant & Finté-
rieur. Une obscurité profonde régnait et bien des obstacles
encombraient le chemin. Nobre voyageur en revint presque les
mains vides. Toutefois, le compte rendu enflammé et prophé-
tique qu'il fit de sa tournée contribua grandement & aiguiser la
curiosité des explorateurs,

Vers le milieu du xix® sidcle, Riemann s’était hissé 4 la force
des poignets le long d'une ecorde qui courail sur la muraille.
(est, & cette occasion qu'il put examiner d'une fenétre quelques
salles du 28 étage; il nota aussi, en observateur pénétrant, que
le batiment était & n étages, et qu'il fallait les explorer. 8'étant
élevé plus haut que nul autre, il parvint de son perchoir & situer
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sa position par rapport & un édifice fort connu, dont il avait
lui-méme exploré certaines parties jusque dans le détail.

A la suite de Riemaun, Garl Neumann remplaga la corde par
un comumode escalier | désormais, point n'était besoin d’étre bati
en athldte pour contempler les paysages révélés par Riemann.

Quand Mobius découvrit & son tour la demeure, il ne savait
vraisemblablement pas grand-chose des expéditions précédentes.
Mais il était habile dans P'art du serrurier et, ayant trouvé la
porte prinecipale, entra sans coup férir, explora minutieusement
le premier étage, visita le deuxidme, découvrant des salles iné-
dites, répertoriant et dénombrant celles qui étaient déji connues.
11 entreprit méme une rapide incursion au 3¢ étage.

Felix Klein, quant & lui, envisagea la question sous un angle
nouveau. Il pensa, avec raison, que l'analyse de l'aspect exté-
rieur, du style d'architecture permettrait une meilleure compré-
hension de Pensemble. I reconnat que notre batisse n'était pas
la seule de son espéce ; elle rappelait, par la structure de certaines
de ses lignes directrices, plusieurs demeures que les gens du
x1x® siécle avaient visitées de la cave au grenier. Il consigna
soigneusement ses observations, en it un récit qui lui valut une
grande considération et attira I'attention de tous les initiés sur
ce dernier-né de 'imposante famille des géomeétries.

Dyck entra lui aussi par la porte principale, donna un coup
de lime & la clef afin qu'elle joue plus librement, huila les gonds,
épousseta et restaura les deux premiers étages ; puis il découvrit
quelques pidces qui avalent échappé & ses devanciers. Bien que
sa tentative de dénombrer les salles du troisiéme ait échoué, il
eut le mérite d’apercevoir et de signaler 'énorme difficulté du
probléme. Il monta enfin an n¢ el ramena de sa visite des pidces
rares et précicuses que I'on se plalt aujourd’hui encore & admirer.

Postface

REFLEXIONS SUR L’HISTOIRE
DES MATHEMATIQUES

« CPest done un service a rendre 2 la
Géométrie, que de suppléer par une fle-
tion au fait historique dont les traces se
sont effacées, »

(Louis BERTRAND.}

§i ces réflexions ont été suggérées par les problémes tech-
niques et philosophiques qui se sont posés & 'auteur durant la
rédaction de cet ouvrage, ¢'est 'état catastrophique de ensei-
gnement de 'histoire des mathématiques dans son pays qui I'a
amené 4 les exposer. Le lecteur sera conscient qu'elles provien-
nent d’un homme dont la formation est celle d’un mathémati-
cien, qui s'est par la suite dirigé vers la recherche historique,
sans apprentissage préalable, mais aussi sans préjugé d’aucune
sorte. Par conséquent, les idées de ce chapitre sont parfois
banales, souvent fort connues, quelquefois peut-étre originales.
Quoi qu'il en soit, il est permis, pour enfoncer un clou, d'utiliser
un marteau qui a déja servi.

Fn cette deuxitme moitié du xx® siécle, Phistoire des
mathématiques répond & de multiples besoins qui sont apparus
aux différents stades d’évolution de Ia pensée humaine ; nous
ne discuterons pas des plus anciens, devenus évidents, pour
nous atbacher particuliérement & deux d’enire eux, d’origine
récente, dont les spécialistes n'ont pas teujours pris conscience.

1. D'abord, c’est 1a une question & incidence pratique, il
devient de plus en plus difficile de concevoir un enseignement
des mathématiques qui ne fasse pas appel 4 lhistoire. Cette
constatation, qui & d’aucuns semblera une lapalissade, est loin
d’étre universellement admise; nous en voulons pour preuve
le fait quaucune école supérieure de Suisse ne propose & ses
étudiants des cours réguliers d’histoire des mathématiques.
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Aussi n'est-il pas inutile de développer cette observation. Pre-
nons un exemple : imaginons une contrée habitée par une popu-
lation active et curieuse de connaitre le pays que le destin lui
a choisi. Longtemps, de vastes étendues d'eau, de puissantes
chaines de montagnes el de vieux tabous arrétent toutes les
tentatives d’exploration. Puis soudain, plus chanceuse ou mieux
inspirée, une caravane parvient & forcer le passage. Celles qui
suivront, mises en confiance par ce sucecds, s'efforceront de
simplifier le chemin. Petit & petit, elles remplaceront la périlleuse
veoie originale par une route directe et large. On doit toutefois
se garder de penser que cette maniére de voyager présente
seulement des avantages. Alors que les longs el pénibles chemins
d’autrefois développaient chez le voyageur qualités physiques
el morales, sens de l'itinéraire et facultés d’observation, & peine
ceux d'auvjourd’hui laissent-ils un vague souvenir. Cela est
insuflisant lorsque le voyage est prétexte & former des explo-
rateurs,

Pour employer les termes de cet exemple, il semble que de
nos jours on considére trop l'enseignement comme un véhicule
rapide et confortable amenant les étudiants d'une région &
Pautre. 5i, bien sir, on ne peut exiger de I'éleve qu’il parcoure
le chemin des pionniers, tout au moing devrait-on s’efforcer de
le lui décrire, en faisant ressortir comment certains problémes
ont surgi et comment on les a résolus. II en déconle que historien
& pour mission premiére, lorsqu’il se place dans la perspective
de l'enseignement, la recherche des voles originales qui ont
amené un auteur & telle découverte, & telle théorie. Ce probléme
difficile, peut-gtre le plus ardu de la recherche histofique, n’obtient
que rarement une solution représentant & coup sir la démarche
de l'auteur. Cependant, cette tentative de recomstitution est
toujours intéressante ; car elle vise & découvrir la fagon la plus
naturelle d’introduire une théorie. C'est 14 une conception
pragmatique de 'histoire, nous en convenons, mais « la vérité
n’est pas toujours ce qui se démontre, c'est parfois aussi ce qui
siroplifie » {*),

51 on condamne toutes les ouvertures de la citadelle, demeu-
rant sur le terrain strictement mathématique, le besoin d’histoire
se limite & ce que nous venons de dire ; que Uon éléve le débat
en se plagant dans la perspective de la pensée humaine du milien
du xx¢ sitcle, eb Uon voit cette question prendre une ampleur
nouvelle. ’

1) A. de Saint-Exupéry,
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2. Ignorer I'histoire, ¢'est ignorer I'homme avec ses luties,
ses joies, ses peines, ses réves mémie ; ignorer l'histoire, cest
donner 4 notre science une forme inhumaine et pétrifiée : on
s’attache & une construction, certes magnifique, mais d’ol la vie
a digparu depuis longtemps. A vouloir donner aux théories qui
la constituent un visage qui serait indépendant de "homme et
de son mikieu, on en fait une science qui parait séche eb sans
ame, alors gu'en pourrait hui insuffler force et vie en montrant
comment une théorie nait, fleurit et parfois meurt.

Cet état d’esprit s’oppose fondamentalement & l'idéal du
nouvel humanisme qui tend & mettre Vhomme total au cenire
de ses préoccupations, et & réaliser ainsi un pas important vers
une certaine unité de bub, si ce n’est de nature et de moyen, dans
le savoir humain. A ce propos, nous citons volontiers une phrase
de R. Godement [58, p. 326] & laquelle nous seuscrivons plei-
nement :

« ... et que Hilbert réalisant la décomposition specirale des opéra-
teurs linéaires, Perrin analysant le bleu du ciel, Monet, Debussy et
Proust recréant pour notre émerveillement le scintiliement de la Jumiere
gur 1a mer, travaillaient tous dans le méme but, qui sera aussi celui de
I"avenir : la connaissance de I'univers total.»

Cette unité, de prime abord artificielle ou purement, verbale,
existe souvent, surbout lorsque les différentes disciplines sont
considérées dang leur développement; on remarque en effet,
avee A. Denjoy {22, p. 13-14], que réellement :

« Par de mystérieux accords résonnant aux &mes d’un temps,
mathématiques, arts plastigues ot de plume, poésie, musigue, prg&sentent
& peu prés dans les mémes années des transfigurations essentielles et
analogues. Un méme bouitionnement, une méme révolte soulévent les
esprits, Franchise de I'ingpiration, toutes entraves brisées, et de 1’expres—
sicn anssi bien. (Vest le pareil cri poussé. Peinture, poésie, mathémaliques
ouvrent des temps notnveaux avec Delacroix, Baudelaire, Riemann. »

Dans cet ordre d’'idées, nous allons voir que I'évelution des
mathématiques, dans la deuxiéme moitié du x1x® siécle, pré-
sente des analogies remarguables avee Pévolution de Uart an
cours de la méme période.

Essayons, pour commencer, de mettre en évidence les élé-
ments qui caractérisent le passage de Part traditionnel a Iart
moderne, et penchons-nous plus particulitrement sur la peinture.
En ce domaine, la création g'opére 4 peu prés selon le schéma
suivant : 'image d’une certaine partie du réel se forme sur la
rétine de I'artiste ; elle passe ensuite dans le cerveau oti elle subit
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des {ransformations, régies par des facteurs affectifs, intelectuels,
sociaux, ete. ; puis une derniére transformation raméne dans le
monde extérieur le réel ainsi transfiguré ; en notation symbolique
on écriraif. |

@ ] : > .
Réel —> rétine —s - - - —> tableau.

Dans la période traditionnelle, le produit ¢,. ... .0, . ¢, était,
continuons & employer le langage de la géométrie, une isométrie
ou plutdét une homothétie ; l'artiste cherchait & reproduire le
plus fidélement possible ce qu’il voysit ; si bien qu'on a pu dire
de cet art :

« 11 est réeliement un moyen de représenter les choses telles quelles
apparaissent & nos yeux lorsque nous les considérons dun ceriain point
de vue et en prenant soin de ne pas bouger » [67, p. 191,

Dans le naturalisme, chacun reconnattra I'ebjet que Partiste
a déerit ou représenté ; les formes qu'on y rencontre surprenment
rarement le sens commun.

Dans la période suivante, le schéma reste le méme, mais le
produit @,.....9,.¢, n'est en général plus une homothétie, ou,
en d'autres termes :

« En passant du domaine de la nature & celui de Y'art, les objets ne
restent pas les mémes. Ils changent, pour le moins en partie, de fonction
et de signification » [67, p. 26].

A la question de saveir quels sont le but et le sens d’un tel art,
on doit répondre que, entre autres choses, il essaye de dégager de
Pobjet qu'il étudie des propriétés qui ne sont pas immédiate-
ment visibles ; o1 pour citer encore J, E. Muller :

« I1{cet art] a pour but de révéler non pas I’cbjet en lui-mame, mais
la signification qu’il a prise sous un regard singulier... I7art moderne
par contre remet en question les idées que nous avons coutume de nous
faire, il fes ébranle, il nous invite & découvrir aux objets des agpects
inddits. Se plaisant 4 nous dépayser, i nous conduit 4 affronter Pinconnn
1a ot lobjet réel se serait signalé par sa rassurante banalité » (p. 45),

Done Videntité extérieure entre l'objet et sa représentation
ne caractérise plus une ceuvre d’art ; au point que :

¢ La déformation est devenue l'un des traits distinetifs de Dlart
moderne, aussi bies_} dans la sculpture que dans la peinture » [67, p. 51].

Une telle conception de Part exprime la liberté totale de
P'artiste face au modéle ; cela entraine U'apparition de formes
bizarres, qui semblent n’avoir point de racine dans le monde
matériel :
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« I’artiste dorénavant se soucie moins de ce gqu'il peut cobserver
que de ce qu’il ressent, congoit, imagine, Il commence par user avec
liberié des données de la nature; il a recours aux déformations, aux
{ranspositions, et il pousse au point ol les objets deviennent méconnais-
sables. De plus en plus Pimage {naturaliste) se dévalorise au profit des
significations dont peuvent &tre chargées la seule forme et la geule
couleur » [67, p. 11].

En conclusion nous divons, avec J. E. Muller :

« Alors que Uart de la Renaissance, soucieux de définir Phomme par
tout ce qui le sépare des autres créatures, ¢'¢tait appliqué & 'enfermer
dans ses parlicularités physigues les plus distinctives, I’art moderne,
en le déformant, le fait sortir de ses limites ef lui découvre des affinités
avec ce qui existe en dehors de lui... Qu'a Fart dominé par ie souci
de Uidentité succéde 'art qui met Paccent sur les analogies » [67, p. 721

Montroens maintenant que le passage de la géométrie 4 la
topologie, ou plus généralement le passage des mathématiques
traditionnelles aux mathématiques modernes, s'effectue selon
un mode analogue & celui que nous venons de décrire ; cela est
si vral que les citations précédentes peuvent aussi bien servir
4 le caractériser. Aux yeux de la géométrie classique, deux figures
sont égales lorsqu’on peut passer de I'une & Fautre par une isomé-
trie ou, si 'on veut, lorsque le bon sens nous dit qu'elles sont
égales. En topologie, la relation d’égalité est beaucoup -plus
large, ¢’est-a-dire que les figures susceptibles d’étre prises comme
représentation d'un objet sont trés varides, ef semblent parfois
fort différentes de leur meodéle. Cetie science nous révéle la
signification prise par l'objet sous un regard singulier; elle
{et c’est 14 une conclusion qui vaut également pour les mathé-
matigues modernes) remet en question les idées que nous avons
coutume de nous faire, elle les ébranle, elie nous invite & décou-
vrir aux objets des aspects inédits ; se plaisant & nous dépayser,
elle nous conduit & affronter l'inconnu 134 ot Uobjet « réel » se
serail signalé par sa rassurante banalité.

Ainsi, ¢'est en idéalisant des objets soumis & notre observation
guotidienne que les mathématiciens ont obtenu les &tres géomé-
triques fondamentaux : points, lignes, surfaces; qu’ils ont cru,
4 la suite d’un nouvel effort d’abstraction, pouveir remplacer
par des expressions analytiques; cependant, celles-ci se sont
révélées plus riches que la réalité gu’elles étaient censées recou-
vrir ; en d’autres termes, i & chaque ligne ou surface, dont on
trouve une image dans le monde extérieur, on peut faire corres-
pondre une expression analytique, la réciproque n'est pas vraie.

J-C. PONT 12
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Considéré dans cette perspective, le mystére des courbes conti-
nues sans dérivées n'en est plus un, et la nécessité du théoréme
de Jordan sur les courbes fermées se justifie autrement, et plus
naturellement, que par des raisons de cohérence interne. It
certains résultats de la théorie des ensembles ne constituent-ils
pas le modéle méme du dépaysement, en ébranlant les idées que
nous avons coutume de nous faire?

En oubre, si la déformation est devenue 'un des traits dis-
tinctifs de Part moderne, elle est aussi intimemeni lide aux
débuts de Vanalysis sifus ; cela est si vrai que presque toutes les
premieres tentatives de définilion jouaient sur ce mot.

Nous poursuivrons notre comparaison en observant que
lorsqu'on passe du domaine de la péométrie classique & celui
de la topolegie, ou plus généralement du domaine des mathé-
matiques traditionnelies & celui des mathématiques modernes,
fes objets ne restent pas les mémes, ils prennent souvent des
allures méconnaissables. De plus, tandis que la géométbrie, sou-
cieuse de définir ses objets par tout ce qui les sépare des autres,
s'était appliquée & les enfermer dans leurs parficularités les plus
distinctives, la lopologie et les mathématiques meodernes en
géndral, en les déformant, les foni sortir de leurs limites et leur
découvrent des affinités avec ce qui existe en dehors d'eux.
L’évolution des notions de nombre, de polyédre, de surface,
ilhustre bien ce point de vae, Ainsi-donc, & la mathématique dormi-
née par le souel d'identité, snccede celle qui met V'accent. sur les
analogies. Henri Poincaré lavait parfaitement compris, qui
éorivait @ :

& Je ne sais pas si je n’ai pas déja dit quslque part que Ia matheé-
matique est Part de donner le méme nom a des choses différentes »
[72 a, p. 291

De telles analogies, apparemment dues au hasard, provien-
nent peut-étre de ce que tant la mathématique que I'art modernes
procedent d'un méme phénoméne mystéricux ayant son origine
au pius profond du x1x° siécle. Un premier élément d’explication
pourrait &tre celui-ci : sl Uart moderne est & coup str la consé-
quence d'une prise de conscience de la liberté iotale de Vartiste
face aux modéles qu'il cholsit dans le monde extérieur, de méme
la mathématique moderne — qu'il ne fawt pas confondre avec
I'époque moderae en mathématique dont on fait souvent remonter
Vorigine & Vidte, Fermat et Descartes — commence lorsque le
mathématicien se rend compte de la Jiberté gqu'il a par rapport
aux maodéles gue lui suggére 'univers malbériel qui entours ;
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au moment ol les impressionnistes se dégageaient des futelles
académigues, le célébre mathématicien G. Cantor s’éeriait :

« L'essence des mathématiques réside dans sa liberté, »

Jointe & celle de Poincaré, cette pensée caraciérise bien la
mathématique du xx® siécle.

En cet endroit de nos réflexions, foree nous est d’admeltre
qu'une histoire répondant sux exigences indiquées plas haut
n'existe pas ; difficile, parfois impossible & écrire, elle souflre de
ce que les documents sont exagérément pauvres de renseigne-
ments humains. Toujours 'homme se cache derridre son ceuvre.
Comme si le mol était haissable. I.'exemple suivant, tiré de notre
étude, HHlustrera mieux ce point : A, . Mdbius, ml par une impul-
sion dont mous ignorons l'origine, enireprend un travail qui
constitue une étaps fondamentale dans le développement de la
topologie. L.a genése de cette ceuvre présente pour nous un intérét
réel, d'autant que certains faits nous portent & croire que Gauss
est & la source de plusieurs idées essentielles de Mobius. Malheu-
reusement, le manque 4 peu prés complet de renseignements sur
les relations, pourtant étroites, qui unissaient ces deux honmmes,
nous interdit toute conclusion. Il ne faut surtout pas s’attendre
& trouver une réponse dans les quelques biographies de Mobius,
car elles sont, comme cela se doit, fort sucecinctes et ne touchent
que des questions particuliéres qui ont pu sembler importantes
au moroent de leur rédaction. Et cette situation est générale. Alors
que nombre de théses sont consacrées a4 un quelconque écrivain
de 10® magnitude, on ignore presque tout des plus grands
mathématiciens, de la formation et de I'évolution de leur espril
scientifigue, de leur philesophie, de leurs préoceupations, et
cela constitue un handicap considérable pour qui essaye d'éerire
{"histoire. :

Diés lors que mous avons diagnostiqué 'une des causes du
mal dont soufire 1'histoire de notre science, il s’agit de trouver
une thérapeutigue ; bien entendu, on ne peut changer quoi que
ce soib & Pétai des documents ; seuls une inbuition brillante,
un recoupement heureux peovent ici ou la suppléer 4 leur absence
ou 4 leur laconisme ; mais ce sont des ecirconstances fortuites
dont de trés rares sujets vont bénéficier. Aussi est-ce de Pavénir
qu’il fault se préoccuper.

Nous. avons remarqué que I'histoire est malade du mangue
d'un certain type de documents; on la guérira donc en hui
fournissant ce « produit ». Le « laboratoire » responsable de cette
téche sera chargé d’élaborer des questionnaires, de diriger des
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enquétes, d’établir des archives ; par ce moyen, chaque chercheur
pourra indiquer comment il voit évolution de sa propre science,
les buts qu'il poursuit, ses espérances, et ses échecs qui sont
souvent aussi instructifs que les succés. Ce méme « laboratoire »
tentera une premiére interprétation des documents enregistrés,
et écrira ainsi une histoire actuelle. On hui reprochera sans doute
de manquer d’objectivité; on lui saura en revanche gré de
contenir des renseignements d’une valeur inestimable, qu’on
aura pu recucillir directernent auprés des gens ui font Ihistoire.
Un tel travail ne doit pas étre un but en soi, mais bien plutdt un
tremplin pour U'historien de I'avenir, qui disposera ainsi d'un
fabuleux ensemble de documents classés ot analysés. De plus,
cette histoire actuelle intéressera également le mathématicien
et U'érudit, et c'est 1a « le seul critére pour reconnaitre la vraie
histoire, la vraie philosophie d'une science » [55 a, p. 104}, Ces
renseignements permettront finalement d'écrire « I'histoire néga-
tive », qui est celle ot I'on relate les échecs, les impasses, les faux
pas de la recherche, et qui peut &tre autant révelatrice d'un dtat
d’esprit, d’un courant d’idées que sa sceur I'Histoire,

Pour étre écrite, cette histoire nécessite d’abord un nouveau
type de chercheur, & la fois spécialiste de la branche dont il
entend retracer 'évolution, chroniqueur honndte el historien
compétent. En second lieu, une collaboration aussi étroite que
- possible entre le savant et I'historien est indispensable. Actuel-
lement, une coopération efficace de Ia part du savant est encore
problématique, car, trop souvent, il méconnait le role de I'histoire,
Absence de conscience historique que 'on eomprend aisément
si 'on veut bien tenir compte du fait que, pendant ses longues
années de formation, le futur savant n'aborde nulle question
historique. Ce sont des problémes dont on le tient & I'écaxt,

Comment remédier & celte situation ? En inculquant & I'étu-
diant le godt et le sens de Vhistoire par des cours qui montrent
Iintérét de cette science et qui mettent en lurniére los problémes
ardus auxquels efle se heurte quotidiennement et qu'elle doit
résoudre. Il ne s’agit pas, bien entendu, de faire de ces étudiants
des érudits noyés dans un amas de détails. Mais il faut qu'ils
puissent suivre la naissance et I"évolution d’unec théorie, en un
mot sa vie, et &tre- attentifs aux problimes philosophigues
qu’elle ne manque pas de soulever.

Il semble donc que les raisons d’introduire I'histoire COmIe
moyen de formation du futur scientifique ne manquent pas,
et pourtant...

1679
1736
1750
1752

1794
1799

1810

18114
1813
1843

1827
1836
1847
1847

1850

1851

Chronoiogie

Leibnix crée Pexpression analysis situs.

Buler résout le probléme des ponts de Kcenigsherg.

Euler découvre le théoréme sur les polyédres.

Euler annonce publiquement sa découverte ainsi que sa tenta-
tive de démonsiration.

Legendre démontre ce théoréme dans un cas particulier.
Gauss démeontre le théoréme fondamental de Palgébre, en
utilisant un argument de nature topologique,

Ep relation avec un travail intitule Sur les polygones et les
polyédres, Poinsot parle de géométrie de situation.

Cauchy étend le théoréme d’Euler.

Cauchy publie ce travail.

Lhuilier publie sa déeouverte des polyédres auxquels la relation
d’Euler ne s’applique pas. Notion de genre d'un polyédre.
Gauss pullie les Disquisitiones.

Listing crée le mot « topologie ».

Listing publie les Verstudien.

Von Staudt découvre les hypothéses sous lesquelles Iénoncé

d’Euler est valable ; elles constituent la définition d’une surface
polyédrale & connexion simple.

Bchlédfli ¢tond le théoréme d’Euler au cas des espaces & n dimen-
sions,

Riemann publie sa Dissertation, dans laquelle on trouve la
définition de Yordre de connexion des surfaces 2 partic du
nombre de seclions transverses, et Ia démonstration du fait
que ce nombre ne dépend pas du choix des sections transverses,
mais est un invariant attaché 4 la surface.

Riemann publie sa théorie des fonetions abéliennes, dans
laguelle Paralysis situs joue un réle de premier plan.

Listing et Mobius découvrent le ruban de Méabius. Mobius
erfreprend son étude sur les polyédres pour répondre 4 la
question proposée par I’Académie des Sciences de Paris.
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1864
1862

1863
1864
1865
1865
1866
1874
1872
1874
1876
1877
1882
1883
1884

1887
1888
1890
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Mobius remet son mémoire 4 I’ Académie.

Listing publie le Census. Premiére apparition 4w ruban de
Mabius.

Mébius publie la Corrdlation élémeniaire.
Durége publie son commentaire de Ia théorie de Riemann.

C. Neumann publie un ouvrage visant le méme but que celui
de Durege ; les développements consacrdés 4 la topologie sont
importants et clairs. '

Mobius publie son étude sur 'aire et le volume des polygones
ot des polyédres.

Jordan énonce le théoreme fondamental de la fopclogie des

surfaces. Dans un second mérmoire, il aborde le probléme de
Phomotopie des courbes tracées sur des surfacos.

E. Betti publie son étude sur certaines questions de la topologie
des variélés & » dimensions ; il définit 'ordre de connexion de
ces variétés,

Klein présente le Programme d'Erlangen.

Schlaffi et Klein établissent la notion de surface double et la
non-orientabilité dir plan projectif.

Klein introduit la distinction entre propriétés relatives et
propriétés absclues, ainsi que la notion d’indicatrice.

Cantor découvre la pessibilité de correspondance biunivecque
entre A ot R%

Klein publie son étude sur la théorie de Riemann, ot 'on voit
apparaitre les surfaces symélriques, ot la bouteille de Klein,
premiére surface fermée non orientable {outre le plan projectif).

These de Weichold.

Premier travaii de Dyck sur la fopologie des espaces & trois
dimensions,

Jordan publie son théoréme sur les courbes fermées.
Dyek publie ses Confributions & Panalysis situs.
Dyck publie ses Deuwiémes contributions & 'analysis situs.

L’enalysis situs ot sa généalogie
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Notices biographiques

Dans ces notices biographiques, nous nous proposons de déerire, A
grands traits, la vie de guelques savants gui ont marqué la petite enfance
de Ia topologie algébrique, en excluan! ceux dont Uhistoire est la plus connue
comme Cauchy, Desecartes, Euler, Gauss, Leibniz, Poinsot et Riemann.

Enrico Brrr.

Enrico Betti est né a Pistola en 1823, Sa carriére scientifique se
déroule 4 ’'Eeole normale supérieure de Pise, jusqu'a sa mort en 1892,
Hes principaux travaux portent sur la théorie de Galois, dont il [ut
P'un des premiers & pénétrer les idées, sur la théorie des fonctions analy-
tiques et sur la physique mathématique. On le considére comme Pun
des promoteurs du renouveau des mathématicques en Italie au x1x°®siecle.

Walther von Dyck.

Walther v. Dyck est né en 4856 4 Munich. Aujourd’hui tombé dans
Toubli, il fut un personnage influent de la mathématique aliemande
enire 1890 et 1920, Eléve, puis ami de Klein, on lui doit des travaux
en théorie des fonctions, en théorie des groupes, en théorie des équations
différentislies et surtout en topologie. 11 est, durant de nombreuses
années, rédacteur des Mathematische Annalen ) il est aussi Pun des
promoteurs de la céldbre Encyclopédie des sciences mathémaliques.
Dés 1684, il est professeur ordinaire & Munich, ol il meurt en 1934,

Camille JorpAN.

Camille Jordan est né & Lyon en 1838. De son ceuvre considérable,
on retiendra surtout le Traité des substitutions et des équations algé-
briques {1870} et le Cours d'analyse de I'Ecole polytechnique (1887}, par
qui « Camille Jordan eut des éléves dans le monde entier » (*). Il déedde
en 1922, aprés des anndes douloureuses, qui le volent perdre succes-
sivernent sa fille, trois de ses fils et son petfit-fils & la premiére guerre
mondiale, puis son épouse.

(*} Voir {65 a, p. 61].
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Felix Krpiw.

Felix Klein est né 4 Dusseldorf en 1849. 11 commence ses études a
Bonn ; en 1868, i1 devient ’assistant de Pliicker ; puis il travaille &
Gottingen avee Clebsch, A Berlin sous Weierstrass. A partir de 1872,
il enseigne & Erlangen, ol il présente sa fameuse dissertation inaugurale,
le Programme d’ Erlangen. Bn 1875, 1l se déplace & Munich et v enseigne
jusgi’en 1880, date & laguelle il est nommé & Leipzig. 11 est appelé &
Goitingen en 1886 ou il professe jusqu’a sa refraite en 1944, Klein est
sans doute I'un des mathématiciens les plus influents de sa génération,
Non content de créer dans presqgue tous les domaines des mathématiques,
il g’occupe encore, surtout dans la derniére partie de ga vie, de gquestions
d’organisation ef d’enseignement. 11 est & la base de Ia eélébre Eneyelo-
pédie des sciences mathématiques. I1 meurt & Gotlingen en 1925.

Adrien-Marie L.EGENDRE,

Adrien-Marie Legendre a vu le jour & Paris en 1752, Il a marqué son
époque par de remarguables ouvrages (Eléments de géométrie, 1794 ;
Essai sur les nombres, 1798 ; Théorie des nombres, 2 vol., 1830 ; Fzercices
de caleul intégral, 3 vol., 1814-1819; Traité des fonctions elliptiques et
des inidgrales euwlériennes, 1827-1832) qui connureni un grand succés.
It est mort en 1833,

Simon Lmuiniee.

Bimon Lhuilier est né & Gendve en 1750. Ses premiers {ravaux portent
sur Ie probleme de Uisopérimétrie dans les pyramides. Son Egposition
élémentaire des principes des caleuls supérieurs vemporte, en 1786, le
grand prix de mathématigues de I’Académie des Seciences de Berlin.
Aprés quelqnes années de préceptorat 4 Varsovie, il regagne Genéve,
ol il enseigne jusqu’en 1825. Il meurt en 1840,

Johann Benedikt Listing.

Johann Benedikt Listing est né & Francfort-sur-le-Main en 1808 :
en 1829, il se rend & Gottingen on it devient P’éléve de (Gauss. A Ja suite
d'un travail de géométrie différentielle, il obtient son doetorat. De 1837
& 1839, il enseigne le dessin des machines et Ies mathématiques 4 1'Ecole
des Arts et Métiers de Hanovre. En 18389, il remplace W. Weber & 1°Uni-
versité de (éitingen. Listing est surtout connu pour ses travaux topo-
logiques. Il déceéde & Gottingen en 1832,

Angust Ferdinand Mésrus.

Auvgust Ferdinand Mobivs a vu le jour & Schulpforta en 1790,
Bn 1813-1814, il se Tamiliarise, sous la direction de Ganss, avec ’ohserva-
tion ot les (:alculs astronomicues. A partir de 1816, 1l est astronome, puis
directeur de Iohservatoire de Pieissenburg; il enseigne & I’Umverszte
de Leipzig jusqu’a sa mort en 1868, On considdre, en général, le Barycen-
trische Caleul (1827) comme son wuvre principale. Parmi ses travaux
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figurent encore un célébre manuel de statique, des contributions 4 la
mécanique céleste et & 1a géométrie.

Carl N2UMANN.

Fils du célebre physicien Franz Neumann, Carl Neumann est né
en 1832 4 Koenigsherg oft il fait ses études. En 1863, il est professeur
extracrdinaire & Halle la méme annde, il o5t nommé professuur ordinaire
i Béle. De 1865 & 1868, it enseigne 4 Tibingen, puis & Leipzig jusqu’a
sa retratte en 1911 ; il meurt en 1925, A part ses travaux en théorie des
fonetions et en électrodynamique, on ul doif essentiellement des contri-
utions fondamentales dans le domaine de la théorie du potentiel,

Ludwig SounirLL

Ludwig Schlifli est né prés de Berne en 1814. Il enseigne au gymnase
de Thoune jusqu’en 1848, puis & I"Université de Berne jusqu’a sa mort
survenue en 1895, Ludwig Schlaflii est Pun des plus grands mathéma-
ticiens de son temps, et il faut le placer immédiatement aprés Euler
dans la hiérarchic des mathématiciens suisses. On lui doit de remar-
quables découvertes dans tous les domaines des mathématiques : &
coté de quelques mémoires sur les fonctions elliptiques, la théorie des
nombres et les systémes d’équations algébriques, il s’est occupé avec
brio de la théorie des surfaces du 8¢ ordre, de la théorie des polyédres
dans Pespace 4 n dimensions; il est e co-invenieur de la loi d’inertie
de Sylvester, il a désouvert la non-orientabilité du plan projectif, la
réduction des matrices orthogonales ; en géométirie différentielle, ¢’est
lui qui a trouvé les conditions pour gu'une variélé seit & courbure
constante. 11 fut d’ailleurs apprécié & sa juste valeur par les grands
mathématiciens de son temps. Cayley & traduit certaing de ses travaux.
En 1870, il regeit le prix Steiner de ’Académie de Berlin.

Christian von SrAuDT.

Karl Georg Christian von Siaudi esi né en 41798, & Rothenburg.
Aprés avoir 6té ’8leve de Gauss, H enseigne & Wiirzhourg, & Nuremberg,
majs surtout & Frlangen de 1835 jusqu’a sa mort en 1868, Llessentiel
de son cuvre est contenu dans sa Geometrie der Lage pavue en 1847, ol
il développe une géométrie projective totalement indépendante de
toute refation métrique.

Yia Hmwa Amadae, 8 - TOR
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