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coordinata), e quindi z = L (P, Q). In conclusione: /e coordinate pliickeriane dil

retta stabiliscono una corrispondenza biunivoca tra l’insieme delle rette dj p3 4
i punti della quadrica di Klein in P°. ‘

In modo simile & possibile introdurre coordinate pliickeriane per i sottospagj
proiettivi di dimensione & —1=1 di uno spazio P". Per ulteriori dettagli rinviamg
il lettore al classico trattato [2], oppure a [8].

7. Sia J un sottoinsieme dello spazio proiettivo P (V). Il sottoinsieme dj y
C(J)={veV\{0}:[v]eJ} U {0}

¢ il cono su J in V. Questa terminologia ¢ motivata dal fatto che C(J) ¢ un’y.
nione di sottospazi vettoriali di dimensione 1 di V. Lasciamo al lettore il compitg
di verificare che se J = P(W) ¢ un sottospazio proiettivo di P, allora C(J) = W,
Si ha inoltre

cHNCW)=CUNJ)
C(HUCWJ)=CUUJ)

per ogni coppia di sottoinsiemi 7, J di P.

Esercizi

1. In ciascuno dei seguenti casi determinare un’equazione cartesiana della retta di P*(C)
contenente i punti assegnati:

a) [-1, 1, 1], [1, 3, 2i]
c) [1, 1, 2i], [1, —2, 2i].

b) [1, —1,1i], [i, 1, 1]

2. Verificare che le seguenti rette di P?(C):
iXi—X+3iX,=0, Xo+X -iX;=0, 5X,+X +3iX,=0,

hanno intersezione vuota.

3. Verificare che i punti 4 = [1, 2, 2], B=[3, 1, 4], C=[2, —1, 2] di P*(R) sono alli-

neati, e determinare un’equazione cartesiana della retta che li contiene.
4. In P’(R) siano P=[1, 1, 0, 0], e H il piano di equazione
2Xo—- X+ X;=0.
Determinare la proiezione mp, 5 da P in H di ognuno dei seguenti punti:
0,=11,0,0,0],0.=1[1,1,1,1], =1, -1, -1,1], @, =[1, 1, -1, —1].
5. Verificare se le rette di P*(R)
2:X—-X+X=0, X -2X+X,=0
42X+ X -3X,=0, X —-2X-2X,=0

sono sghembe oppure incidenti.

25/Geometria affine e geometria proiettiva 315

pimostrare che, date comunque due rette #, #’ sghembe in P*(K) e un punto
Pty UY, esiste un’unica retta 4 contenente P ed incidente sia z che #'.

n P*(R) determinare equazioni cartesiane della retta 4 contenente P e incidente sia

g, 1 ; :
7 che %’ in ciascuno dei seguenti casi:

Q) 2 X-X+2X:=0, 2X+Xi=0
22X -3X+ X =0, Xo+X,=0, P=[0,1,0,1]

b) 2 Xo—Xi+X:=0, Xot+X;—2X;=0
X — B b =0, . L+ H-X=0 P=IL2 =3

8. Dimostrare che, date comunque tre rette 2, z', 2" di P*(K), non contenute in uno
stesso iperpiano e a due a due sghembe, esiste un’unica retta 2 incidente 2, 2’ ed 2”.

9. Sia P uno spazio proiettivo in cui sia assegnato un riferimento proiettivo ege, ... e, ¢
siano

Pl [1710, Dits «ees pln]9 PZ[pZOy D2ty ey pZn], sieny; Pn[pnO’ Dnisy «ees pnn]

punti linearmente indipendenti. Dimostrare che

Xo X, X,
Do DPu Din
Do D2 Dow [=0
pno Dni Dnn

" ¢ un’equazione dell’iperpiano L (P, Py, ..., Py).

10. Siano Fy,, Fos, Fu, Fra, Fis, Fa i sei-punti fondamentali del riferimento standard di P°.
Verificare che F;; ¢ il punto della quadrica di Klein che corrisponde alla retta
L(F,, F;) di P*, dove F,, F,, F,, F; sono i punti fondamentali del riferimento proiet-
tivo standard di P°.

25 Geometria affine e geometria proiettiva

Gli spazi proiettivi furono inizialmente definiti come ““ampliamenti’’ di spazi
affini, ottenuti aggiungendo ad essi certi ‘‘punti impropri”’. Per illustrare la costru-
zione geometrica su cui si basa tale definizione, consideriamo P!(R), visto come
Pinsieme delle rette di A?(R) passanti per I’origine (fig. 25.1).

Per ogni [x,, x,] € P'(R), il punto (Ax,, Xxl‘) descrive, al variare di A€R, la cor-
rispondente retta per Iorigine in A?(R). In particolare il punto H, = [0, 1]€P'(R)
corrisponde alla retta di equazione X, = 0. Si consideri in A?(R) la retta 2z di
equazione X,= 1. Per ogni [x,, x,1€P'(R)\ {H,}, la corrispondente retta di
A%(R) non & parallela a z e interseca z nell’unico punto (1, x; ' x;). Viceversa
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tore di uno spazio vettoriale reale di dimensione dispari possiede almeno un autg.
vettore (cfr. 13.15(1)).

Una proiettivita di uno spazio proiettivo reale di dimensione dispari pud nop
avere punti fissi. Un esempio ¢ dato dalla seguente proiettivita f/: P'(R) = P'(R);

S (Ixe, x,1) = [— x5, xol.

5. Siano P,, P,, P;, P, punti distinti di una retta proiettiva P. La quaterna
ordinata (P,, P,, P,, P,) ¢ detta armonica se
B(P,, P, Ps, P)=-1.

In tal caso i punti P;, P, si dicono coniugati armonici rispetto a P, P,. Dalle
[27.10] segue che anche P,, P, sono coniugati armonici rispetto a P;, P,.

Se i punti di una quaterna armonica vengono permutati in tutti i modi possi-
bili, i valori assunti dal birapporto sono solo tre, e precisamente —1, 1/2, 2. Cid
segue subito dalle espressioni [27.10] di tali birapporti. Si ha inoltre in tal caso

Jj(P,, P,, P,, P)=27/4.

Se P, ¢ il baricentro dei punti P, ¢ P, nella retta affine P\ {P,} (il punto medio
del segmento P,P; se K= R), & possibile scegliere il riferimento in modo che
P, =P[1, 0], P,=P,[0, 1], P, = P,[1, 1], P, = P,[2, 1], e quindi

B(P,, P,, Py, P)=1/2,
da cui si deduce che
B(Pli P2’ P39 P4)=_1

e quindi P,, P,, P;, P, ¢ una quaterna armonica.

Un altro modo di costruire quaterne armoniche ¢ il seguente. Sia P un piano
proiettivo, e siano O,, O,, O,, O, punti a tre a tre non allineati.

Siano P, = L(O,, O) N L(O,, O)), P,=L(0,, O)NL(O,, O)) esia z = L(P,, P).
Consideriamo i punti di 2

P,=2 NL(O,, O), P,=1 N L(O,, Os).

Allora P,, P,, P,, P, & una quaterna armonica su #z (fig. 27.1).

Per dimostrarlo fissiamo in P coordinate omogenee in modo che O;, O,, O
siano i punti fondamentali e O, il punto unita. Si calcola subito che P, = P, [1, 1, 0],
P,= P[0, 1, 1], P,= B;]1, 2, 1], P,=P,[1, 0, —1]. Poiché si ha

(1,2, D)=010,1,0+0, 1, 1)
(la O’ —1)2(1, 19 0)—(0’ 1, 1);
otteniamo

B(PlyPZ’PZDP&t):_l'
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0,
o
o, &
P, P, P; P; z Figura 27.1

La configurazione di rette che abbiamo appena descritto ¢ detta quadrilatero
completo.

Esercizi

1. Determinare la formula y = Ax del cambiamento di coordinate dal riferimento stan-
dard di P?(R) al riferimento individuato dai punti Py, P,, P,, M in ciascuno dei casi
seguenti:

a) P0:[17 11 _1]’Pl:[29 110]71)2:[07 17 lLM:[l, 170]
b) P0:[1s _150]7Pl:[05 15 1]9P2:[29 09 1]5M:[17 29 2]

C) POZ[I’ 17 l]sPl:[lv 07 I]sPZ’:[l’L’O]’M:[‘L 29 2]'
2

2. Determinare la proiettivita £ di P'(R) che soddisfa le condizioni seguenti:

AL =11, -1, f({2,0p=11,1, fd1, -1h=12, 1].
3. Determinare la proiettivita f di P>(R) che soddisfa le condizioni seguenti:
fe=2¢, f(H=4', fd1,2,11=]1,1, 1], dove:
2. Xo—-X=0, 2:X+X, =0, LX+X+X,=0, £2:X+X,=0.
4. Determinare i punti fissi delle seguenti proiettivita di P*(R):
a) f([xo, X1, X2]) = [— X +15x1 4+ 62X, — 2x0 + 8x1 + 25,4 — 18X, — 5x,])
b) f([x0, X1, X2]) = [X0 — X1, X0 + 331, 2X3].
5. Dimostrare la seguente identita:
BPy, Py, U, V) B(P>, Ps, U, V') B(Ps, P, 'U, V)y=1

dove Py, P,, P;, U, V sono punti distinti di una retta proiettiva P.
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al sistema e,e, e,. Segue dalle proprieta dei cambiamenti di coordinate omogenee
che la relazione cosi definita & una relazione di equivalenza in y
Una classe di equivalenza in & & una curva algebrica di P.-1’equazione

F(Xm le XZ) = 0 [28.13]

¢ una equazione della curva algebrica rappresentata dalla coppia (e,e,e,, F(X,,
X,, X3)) e I'insieme ¥ dei punti le cui coordinate omogenee nel riferimento
e,e, e, soddisfano la [28.13] ¢ il suo supporto. Il grado di una sua qualunque
equazione ¢ detto grado della curva.

2.Sia % c A’(K) la curva piana di equazione f(X, Y)=0, e siano
A= (a,)eGL,K), c="(c; ¢), X' ='(X"Y'). L’equazione

FAX +¢)=0 [28.14]

puod interpretarsi in due modi.

Per la definizione 28.3, la [28.14] pud essere considerata come I’equazione
di una curva piana & affinemente equivalente a %, e precisamente
¥ = T, ( D). D’altra parte possiamo interpretare la sostituzione

X=AX"+c¢

come un cambiamento di coordinate affini, e quindi, per quanto visto in (1), la
[28.14] pud anche vedersi come un’equazione della stessa curva % in un nuovo
riferimento.

Un’osservazione del tutto simile puo farsi per curve euclidee o proiettive.

3. Una generalizzazione naturale della nozione di curva algebrica piana ¢ quella
di ““ipersuperficie algebrica’” di A"(K), E" o P (K).

Un’ipersuperficie algebrica di A"(K) ¢ una classe di proporzionalita di poli-
nomi non costanti di K[X,, ..., X,]. Se f(X,, ..., X,) €K[X, ..., X,] ¢ un polino-
mio non costante, ’equazione '

F(Xp s X)=0

i

[28.15]
& un’equazione dell’ipersuperficie rappresentata da f, e il suo grado ¢ detto grado
dell’ipersuperficie. Il supporto dell’ipersuperficie di equazione [28.15] € I’insieme
9 costituito dai punti P€A” le cui coordinate sono soluzioni della [28.15]. In
modo simile si definisce un’ipersuperficie algebrica di E".

Un’ipersuperficie algebrica di P"(K) & una classe di proporzionalita di poli-
nomi omogenei non costanti di K[X,, X,,..., X,]. Le nozioni di equazione,
grado, supporto si danno in modo del tutto analogo al caso delle curve piane.
Si osservi che questa definizione di ipersuperficie algebrica di P” ¢ equivalente
a quella che abbiamo dato nell’esempio 24.5(5).

Un’ipersuperficie di A%, E? o P? ¢ detta superficie, rispettivamente affine,
euclidea o proiettiva.

7
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Un’ipersuperficie di supporto & viene di solito denotata con la lettera 74
restando con cid sottinteso che una sua equazione & stata assegnata. Un’ipersu-
perficie di grado 1 & un iperpiano, e se ha grado 2, 3, ..., si dice quadrica, cubica ecc.

11 lettore non avra difficolta a estendere al caso delle ipersuperfici algebriche
le definizioni di equivalenza affine, congruenza e equivalenza proiettiva.

Esercizi

1. Determinare chiusura proiettiva e punti impropri delle curve di A?(C) di equazioni
seguenti:

a) X+2Y*-1=0
) 3Y+XY+XY*=0

b) X’Y*—-1=0
d) X’Y-XY’+X'-Y=0.

2. Stabilire quali delle seguenti curve di E* sono simmetriche rispetto all’origine o
rispetto agli assi coordinati:

a) XY+Y*-Y=0

) 1+X*+Y*=0.

b) X+Y+XY=0

3. Dimostrare che se f(X, Y)€eR[X, Y] soddisfa f(X, Y)=/f(Y, X), allora la curva
% CE? di equazione f(X, Y) =0 & simmetrica rispetto alla retta di equazione
X-Y=0. '

29 Curve algebriche reali

Nel paragrafo 28 abbiamo considerato semplici esempi di curve di A%(R) il cui
supporto € ridotto a un solo punto, o addirittura ¢ @. Questi esempi dipendono
dal fatto che R non ¢ algebricamente chiuso; essi non si presentano per curve piane
complesse. ’

Precisamente, consideriamo in A%(C) una curva algebrica % di equazione

fX, Y)=0. [29.1]

e supponiamo che il polinomio f (X, Y') abbia grado m =1 nella variabile Y, cio¢
si scriva nella forma

JX, V) =fX)+AX) Y + ... + [, (X)) Y™

con f(X), f1(X), ..., f,,(X)€C[X]. Nel caso in cui f(X, Y) sia costante rispetto
a Y scambieremo la X con la Y nelle considerazioni che seguono.

Sia A il sottoinsieme finito di C costituito dalle radici di f,,(X). Per ogni
x€C\4 il polinomio in Y

S, V)= +fi0)Y+ ... +f,x) Y™ [29.2]
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Analogamente, se f(X, Y) =0 & ’equazione di una parabola % di E2, ¢
aX + bY + c ¢ un polinomio non nullo di grado minore o uguale a 1, ’equazione

fX, Y)+1t@X+bX+c)=0 - [35.7]

rappresenta ovviamente ancora una parabola per ogni 7€ R, perché i termini dj
secondo grado del primo membro sono gli stessi di quelli di f(X, Y). Abbiamo
quindi un fascio di parabole. Dal punto di vista proiettivo la [35.7] si interpreta
osservando che la sua chiusura proiettiva ¢ la curva di equazione

F(Xy, X1, X;) + tX,(aX, + bX, + cX,) = 0. - [35.8].

Poiché le coniche di equazioni F(X,, X;, X,) =0e X,(aX, + b.X, + cXO) =
hanno per tangente la retta impropria # nel punto improprio di %, cid avviene

anche per la [35.8], perché entrambe appartengono al sistema lineare ®,, (cfr.
complemento 1). ’

In modo simile si dimostra che se £ ¢ un’ellisse, o un’iperbole, allora per 1€ R
la [35.7] ¢ I’equazione di un’ellisse, rispettivamente di un’iperbole, e quindi si ha
un fascio di ellissi, rispettivamente un fascio di iperboli.

3. Generazione proiettiva delle curve piane. Sia r=0 un intero. Per ogni
f = 0 , I siano F;y(X), ..., F,(X) polinomi omogenei di grado n, linearmente
mdlpendentl, e sia A, 11 sistema lineare di curve di grado n, di equazione

AoFio(X) + ... + A, F,(X) = 0.

Sia G(X) il determinante della matrice

Fp(X) o Fo(X)
Fo(X) ... F,(X)
Fro(x) cee Frr(x)

che € un polinomio omogeneo di grado n,+ n, + ... + n,.

Sia £'C P? la curva piana di equazione G(X) = O Un punto P appartiene a
% se e solo se la matrice [35.9], calcolata in P, ha rango <r. Cid & equivalente
all’esistenza di una soluzione non banale del sistema di equazioni lineari omoge-
nee di cui essa ¢ la matrice dei coefficienti, cioé all’esistenza di lys .-, [,€K non
tutti nulli tali che si abbia simultaneamente

WFoP)+ ... +LF,(P)=0, i=0,...,r.

Quindi Pe £ se e solo se P appartiene simultaneamente alle r + 1 curve di
equazioni '

WFoX)+ ... +LF,(X)=0, i=0,...,r.

re
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Questa descrizione di % ¢ una sua generazione proiettiva per mezzo dei sistemi
lineari Ay, ---5 Mgy
Ad esempio, dati Fy,(X), Fy,(X) omogenel di grado n, F,,(X), F,,(X) omoge-

nei di grado m, linearmente indipendenti, la curva di grado n + m di equazione
Foo(X) F; (X) = Fyy (X) F4(X) = 0 [35.10]
¢ il luogo dei punti di intersezione variabile delle curve dei due fasci
AoFoo(X) + A Fp (X) =0
MFo(X) + A F(X)=0

per stessi valori dei parametri Ag» M- Nel cason=m =1 la [35.10] & una conica.

Esercizi

1. Siano (a0, @1, @), (bo, by, b), (Co, €1, ), (o, di, ), (€0, €1, €2), (fo, fi, 1) sei punti
di P?(K). Dimostrare che esiste una conica che li contiene se € solo se € soddisfatta
la condizione

@ aa aa a aa a

bg bob1 bobz 12 blbz b22

& e ce ¢ oac o

di dod, dod, d didr d}

2
eé €0, €0 elz e e €

o i fofe fIONSS3

2. Siano (a0, @1, @), (bo, by, b), (Co, €1, ), (do, ), do), (e, €1, €2), cinque punti di
P?(K). Dimostrare che essi impongono condizioni indipendenti al sistema lineare delle
coniche se e solo se la matrice

@ aa aa, a aa @
b: boby bob, b bib, b
& e e ¢ caa o
d} dod, dod, di didy d;
e ee ee, e ee ezzl
ha rango massimo. Dimostrare che se questa condizione & soddisfatta, allora la conica
che contiene i cinque punti assegnati ha equazione
X XX XX Xi XX, Xi
@ aa @wa a ama @
b bob, bob, b} bb, b}
@ o G ¢ e ck
dé dod, didy, di did, d;

& el ee, e ee e
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Figura 4.4. La configurazione descritta nell’Esercizio 4.17

oluzione Poiché P ¢ C, la polare r non passa per P; pertanto le rette r € s non
possono coincidere e quindi si intersecano in un unico punto D.

11 punto D non pud appartenere alla conica C, infatti altrimenti, essendo D un
punto della polare di P, laretta L(D, P) = s sarebbe tangente alla conica (cft. 1.8.2),
contro I’ipotesi. Dunque in particolare D ¢ diverso sia da R che da Q.

La polare pol. (D) passa per P ¢ interseca r in un punto M tale che P,D, M
sono i vertici di un triangolo autopolare per C. Esiste allora un sistema di coordinate
omogenee su P?(C) rispetto al quale si ha P = [1,0,0],D = [0,1,0],M = [0,0, 1].
In tali coordinate s ha equazione x, = 0 e una matrice associata alla conica & del tipo

1 0 0

0 a 0 | conaebnonnulliossiaxj + ax? + bx3 = 0 & un’equazione della

0 0 b
conica. Calcolando le intersezioni fra C e s sitrovache 0 = [a, 1,0] e R = [—a, 1,0]
con o? = —a.

Nel sistema di coordinate x¢, x| indotto su s si ha che P = [1,0],D = [0,1],Q =
[, 1],R = [—a, 1]. Pertanto 58(P,D, Q,R) = —1.

wbwierd  Poiché P ¢ C, la retta pols(P) interseca C in due punti distinti,
diciamo A e B. Inoltre, si verifica facilmente che A, B, P, Q sono in posizione generale,
per cui possiamo porre su P?(C) un sistema di coordinate rispetto al quale si abbia
P =[1,0,0,A = [0,1,0], B = [0,0,1] e Q = [1,1,1]. Imponendo che si abbia
polc(A) = L(A,P) = {x, = 0}, polo(B) = L(B,P) = {x; = 0}, e Q € C,
si ottiene facilmente che C ha equazione x3 — x;x; = 0. Poiché s = L(P,Q) ha
equazione x; = x, ne segue che R = [—1, 1, 1]. Inoltre, poiché r = L(A,B) ha
equazione xg = 0,siha D = r Ns = [0, 1, 1]. Dunque

B(P,D,Q,R) = 5([1,0,0],[0,1,1],[1,1,1],[-1,1,1]) = —1.
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oluzione Ragionando come nella Soluzione (1), si prova che il punto D esiste
ed & unico. Siano A, B definiti come nella Soluzione (2). L'insieme F delle coniche
tangenti in A alla retta L(P,A) e tangenti in B alla retta L(P, B) ¢ un fascio con punti
base A e B. Poiché R ¢ diverso sia da A che da B, esiste una sola conica nel fascio
che passa per R e tale conica ¢ C.

Poiché i punti P, Q,A, B ed i punti P, R, A, B sono in posizione generale, esiste
un’unica proiettivita £ : P?(C) — P?(C) tale che f(P) = P,f(Q) =R,f(A) =Ae
f(B) = B. Tale f lascia invariate le rette L(P,A) e L(P, B) e porta C in una conica
tangente a L(P,A) in A, tangente a L(P,B) in B e passante per R. Per I'unicita
ricordata sopra, f(C) = C. Inoltre, f(s) = s, per cui f(s NC) = s NC, ossia
f({Q,R}) = {Q,R}. Siccome f(Q) = R, si haf(R) = Q. Infine, poiché f(r) = r
si ha anche /(D) = D. Dunque

B(P,D,Q,R) = B(f(P).f(D).f(Q).f(R)) = B(P,D,R,Q) = B(P,D,Q,R)""
(cfr. 1.5.2). Allora 3(P, D, Q, R)* = 1; poiché Q # R, ne segue 3(P,D,Q,R) = —1.

Esercizio 4.18
Si consideri il seguente fascio di coniche di P*(R):
200 — (e + Nxd + (u— AN)xd — 2uxoxy — 2pxox; =0, [A ] € PY(R).

(a) Sideterminino le coniche degeneri e i punti base del fascio.
(b) Si dimostri che esiste una ed una sola retta tangente a tutte le coniche del fascio.
(c) Sideterminino tutte le coniche del fascio che nella carta affine Uy sono parabole.

wiiiie  (a) La generica conica Cy ,, del fascio ¢ rappresentata dalla matrice

2A —p —
Axp=| -1 —A—-p 0
— [ 0 w—A

Poiché det Ay, = 2)3, il fascio contiene una sola conica degenere D; di equazione
—x2 4+ x3 — 2xox1 — 2x9x2 = 0, ossia (2xg +x1 — x2)(x1 +x2) = 0. Chiamiamo [,
e [ le componenti irriducibili di D, di equazione rispettivamente 2x¢ +x; —x = 0
e x1 + x, = 0; esse si intersecano nel punto P = [1,—1,1].

Scegliamo un’altra conica del fascio, ad esempio in corrispondenza della coppia
omogenea [\, 1] = [1,0]; otteniamo cosi la conica D, di equazione 2x3 —x% —x3 =
0. Intersecando le generatrici D; e D, del fascio, troviamo che i punti base sono
P=[1,-1,1]e0=1,1,-1].

(b) Nel punto P la conica irriducibile D, ¢ tangente alla componente /; di Dy;
di conseguenza tutte le coniche del fascio risulteranno tangenti alla retta /; in P
(cfr. 1.9.5).

Se r € una retta tangente a tutte le coniche del fascio, r deve essere tangente in
particolare alla conica degenere Dy = [; + [,. Pertanto r deve passare per P. D’altra
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Tale conica passa per Ps se e solo se 3\ + 4u = 0; scegliendo [\, p] = [4, —3],
otteniamo come soluzione la conica di equazione 4xox; — 3x(xo +x; — x3) = 0.

0 4 -3
(b) La conica C ¢ rappresentata dalla matrice A = 4 0 =3 ].Poiché
-3 =3 6

det A # 0, la conica ¢ non degenere.

Visto che I’applicazione pol, ¢ un isomorfismo proiettivo (cfr. 1.8.2), esiste un
unico punto R = [a, b, c| tale che pol, (R) ¢ laretta r di equazione 5xo+x; —3x, = 0.
Poiché pol.(R) ha equazione RAX = 0, ossia

(4b —3c)xo + (4a — 3¢)x1 + (—3a — 3b + 6¢)x; = 0,
i valori a, b, c richiesti saranno quelli per cui esiste # # 0 tale che
(4b —3c,4a — 3¢, —3a — 3b + 6¢) = h(5,1,-3).

Le soluzioni di tale sistema lineare sono costituite dalla famiglia {(z,27,7) | t € C},
per cui il punto R = [1,2, 1] soddisfa la richiesta.

Osserviamo che un modo alternativo per determinare R € quello di scegliere due
punti M, N distinti su r e prendere R = pol.(M) N pol.(N): per la proprieta di
reciprocita, pols(R) = L(M,N) = r.

Esercizio 4.2

Siano Py, Py, P3 punti non allineati di P*(K) e sia r una retta passante per P, e

non passante né per P, né per P3. Si consideri il sottoinsieme dello spazio A, delle
coniche proiettive di P?(KK):

F ={C € Ay | C passa per P\, P,,P; ed é tangente ar in Py }.

Si mostri che F ¢ un sistema lineare, e se ne calcoli la dimensione.

oluzione Imporre che una conica C sia tangente a r in Py corrisponde a imporre
due condizioni lineari indipendenti (cfr. Esercizio 3.43 e Nota successiva). Le coniche
di F si ottengono imponendo anche il passaggio per i punti P, e P e cioé altre due
condizioni lineari, per cui F € un sistema lineare di dimensione > 1.

In effetti 7 ha dimensione 1, ossia ¢ un fascio. Per provare ci0, supponiamo per
assurdo che F abbia dimensione almeno 2 e scegliamo un quarto punto P4 ¢ r in
modo che Py, Py, P3, P4 siano in posizione generale. Sia F” il sistema lineare formato
dalle coniche di F che passano anche per Py4; poiché dim 7/ > dimF — 1 > 1,
possiamo scegliere due coniche distinte C;, C, in F’. Tali coniche si intersecano in
almeno 5 punti contati con molteplicita (in quanto /(Cy,Cy, Py) > 2 visto che Cy,C,
sono entrambe tangenti alla retta r in Py, cfr. 1.9.3). Di conseguenza per il Teorema di
Bézout C; e C, hanno una retta in comune [ e sono entrambe degeneri, cioé C; = [+7;
e Cy = [ + r,. Affinché due coniche siffatte siano tangenti a r in P;, ci sono solo
due possibilita: o/ = r oppure [ € r;, i = 1,2, si incontrano in P;. Il primo caso non
¢ possibile perché r; dovrebbe passare per i punti P,, P3, P4 che non sono allineati.
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Neppure il secondo caso & possibile perché almeno due fra P,, P3, P4 dovrebbero
stare o su [ o su r; € quindi risulterebbero allineati con P;. Abbiamo cosi trovato una
contraddizione, per cui dim F = 1.

yoluzione E possibile anche risolvere I’esercizio per via analitica. Sia R un
punto di r non allineato con P, e P3; scegliendo Py, Py, P3,R come riferimento
proiettivo, abbiamo P; = [1,0,0],P, = [0,1,0],P3 = [0,0,1,R = [I,1,1] e
r = L(P1,R) = {x;—x, = 0}. SiaC una conica di F e sia M una matrice simmetrica
che la rappresenta. Poiché C passa per [1,0,0],[0,1,0],[0,0, 1], gli elementi della

0 a b
diagonale principale di M devono essere nulli, ossia M = a 0 ¢ con
b ¢ O

a, b, ¢ € Knon tutti nulli. Dunque C ha equazione del tipo F(xg,x1,x2) = axoxi +
bxoxy + cx1xp = 0.

Poiché VF = (ax; + bxy,axq + cx2,bxo + cx1) e VF(1,0,0) = (0,a,b), la
retta r & tangente a C in P se e solo se b = —a. Pertanto F ¢ formato da tutte e sole
le coniche rappresentate da matrici della forma

0 a —a
a 0 ¢ |, [aceP(K)
—a ¢ 0

per cui F ¢& un sistema lineare di dimensione uno, ovvero un fascio.

Nota. Ilrisultato vale anche nel caso in cui la retta r passi, ad esempio, per P,. Infatti
in tal caso ogni conica C € F interseca r in almeno 3 punti contati con molteplicita
e quindi per il Teorema di Bézout la retta € componente di C. Di conseguenza le
coniche di F sono tutte e sole quelle di tipo r + s al variare di s nel fascio di rette di
centro P3, per cui F € ancora un fascio (cfr. Esercizio 3.44).

Esercizio 4.3
Si considerino in P*(R) i punti
Pr=1[0,1,2], P»=[0,0,1], Ps=[2,1,2], Ps=[3,0;1].

Si determini, se esiste, l’equazione di una conica passante per P1,Py,P3,P4 e
tangente in Py alla retta r di equazione xo — x = 0.

[0 Osserviamo che laretta r passa per il punto P3 e che Py, P», P3 non sono
allineati. La conica cercata appartiene al fascio F di coniche passanti per Py, P, P3 ¢
tangenti in P3 a r (cfr. Esercizio 4.2 e Nota successiva). Esso ¢ generato dalle coniche
degeneri r + L(Pl,Pz) € L(Pl,Pg,) + L(Pz,P3).

Poiché L(Pl,Pz) = {X() = 0}, L(P],P3> = {2X1 — X2 = O} € L(Pz,P3) =
{xo — 2x; = 0}, la generica conica Cy , di F ha equazione

Axo(xo — x2) + p(2x1 — x2)(x0 — 2x1) = 0.
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(v —u)(v+u) + u*v = 0. Dunque (0, 0) & un punto doppio ordinario di 7(C N Uj).
Ne segue che [1,0, —1] € un punto doppio ordinario di C. '

Esercizio 3.15
Sia C la curva proiettiva di P*(C) di equazione
F(x0,x1,%2) = xgxs —x3 Lapxd £ Sx%xl —5x3, =10

e sia Q = [0,1,0]. Si verifichi che C é non singolare e si determinino i punti P € C
tali che la tangente a C in P passi per il punto Q.

Wilivitune  Supponiamo che (xg,x1,x2) risolva il sistema

Fow = x% —I—x% + 10x9x; — 15x(2) =0
Fx1 = (xo +x1)(5x0—3x1):0
sz = 2)(0)62 =)

Da F,, = 0 si deduce che xo = 0 0 x, = 0. Nel primo caso, da F,, = 0 si deduce
x1 = 0, per cui F,, = 0 permette di concludere che anche x, = 0. Nel secondo caso,
da Fy, = 0 si deduce xo = —x oppure x| = %xo. Insieme alla condizione x, = 0,
ciascuna di queste uguaglianze, se sostituita in Fy, = 0, implica xo = x; = 0. In
ogni caso abbiamo mostrato xo = x; = x, = 0, per cui C ¢ non singolare.

La tangente a C nel punto [yo, y1,y] ha equazione F, (0, y1,¥2)X0+Fx, 0, ¥1,
y2)x1 +Fx,(y0,y1,y2)x2 = 0, e pertanto contiene Q se e solo se F, (y0,y1,y2) = 0.
Ne segue che tutti e soli i punti di C la cui tangente contiene Q sono determinati dalle
soluzioni del sistema

3

{F(yo,yl,yz) = yoy3 — ¥} +yoy}+5y5y1 — 5y =0
Fy,(v0,y1,¥2) = (o+y1)(5y0—3y1) =0

che & soddisfatto dai punti di coordinate [0,0, 1], [1, —1,2v/2], [1, —1, —2v/2], [3V/3,
5v/3,2iv/10], [3/3, 5v/3, —2iv/10].

Nota. Dimostreremo nell’Esercizio 3.29 che, se C & una curva liscia di P?(C) di
grado maggiore di 1 e Q € P?(C), allora I’insieme delle rette tangenti a C che si
possono condurre da Q ¢ sempre finito e non vuoto.

Inoltre, nella soluzione dell’Esercizio 3.15 si ¢ osservato che i punti della cubica
C la cui tangente 7p contiene Q sono i punti di intersezione di C con la conica Q
definita dall’equazione F,, = 0. Per il Teorema di Bézout il numero di tali punti,
contati con molteplicita, ¢ uguale a 6. In effetti, non ¢ difficile verificare che il punto
P = [0,0,1] ¢ un flesso e che I(C, Q,P) = 2, mentre i 4 punti restanti non sono
flessi e in tali punti C e Q si intersecano con molteplicita 1.

T
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Esercizio 3.16
SiaC la curva di C? di equazionef (x,y) = xy? —y*+x3 —2x%y = 0. Si determinino:

(a) I punti impropri e gli asintoti di C.

(b) I punti singolari di C con le relative molteplicita e tangenti principali, specifi-
cando quali di essi sono punti singolari ordinari.

(c) L'equazione della retta tangente a C nel punto P = (4, —4).

WP  (a) Identificando C? con la carta affine Uy di P?(C) attraverso lamappa
jo: C* — Uy definita da jo(x1,x2) = [1,x1,x2], la chiusura proiettiva C di C ha

equazione
2 4 3 )
F(x0,X1,X2) = Xox1X5 — X5 + xox7 — 2x0x7x2 = 0.

Calcolando I’intersezione fra C e la retta xo = 0, troviamo come unico punto
improprio P = [0, 1, 0].

Usando le coordinate affini u = 20

X1
coordinate (0,0) e la parte affine C N U; ha equazione uv* — v* + u — 2uv = 0.
Pertanto P ¢ un punto semplice di C e la tangente a C N U, in P ha equazione u = 0.
Dunque la tangente a C in P ¢ la retta xo = 0, e di conseguenza non ci sono asintoti
per C.

S = % nella carta affine U, il punto P ha

(b) Ricordiamo che i punti singolari di C sono i punti propri che sono singolari
per C. Per determinare i punti singolari di C, basta risolvere il sistema

Foo= x1x3+4+x3—2x3x =x1(x2 —x1)2=0
F,, = xox% + 3x0x% —4xox1x, =0 s
Fy, = 2xox1xp — 4x% — 2x0x% =0
che ha come unica soluzione il punto O = [1,0,0], che corrisponde a (0,0) €

(2. Dall’equazione di C riconosciamo che (0,0) & un punto triplo; poiché la parte
omogenea di grado 3 di f(x,y) & xy? + x3 — 2x?y = x(x — y)?, vediamo che le
tangenti principali a C nell’origine sono le rette x = 0 e x —y = 0 (quest’ultima con
molteplicita 2). Dunque 1’origine ¢ una singolarita non ordinaria.

(c) Poiché F,,(1,4,—4) = 256, Fxl(l,_4, —4) = 128, F,,(1,4,—4) = 192,
I’equazione della retta proiettiva tangente a C in [1,4, —4] € 4x¢ + 2x; + 3x, = 0.
Ne segue che la retta tangente a C in P ha equazione 2x + 3y +4 = 0.

“sercizio 3.17
Si consideri la curva C di C* di equazione f(x,y) = x —xy*> +1 = 0.

(a) Si determinino i punti singolari e gli asintoti di C.
(b) Si determinino i punti di flesso della chiusura proiettiva di C, verificando che
sono allineati, e si calcoli I’equazione di una retta che li contiene.



