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Primo modulo.

[1] Si considerino su R le strutture differenziali indotte dai seguenti atlanti formati da una sola
carta:

o (R,¢1), dove ¢1: R — R & l'identita;

e (R,p2), dove po: R = R, @o(z) = 2°.

Si indichi con R, R con la struttura differenziabile indotta da ;.
Si dimostri che

1. L’identita Ry, — Ry, non & un diffeomorfismo (quindi le strutture differenziali determinate
da (R, ¢1) e (R, @2) sono distinte).

2. Si esibisca un diffeomorfismo f: R,, — Ry,. (Si deduca che le strutture differenziali
determinate da (R, ¢1) e (R, p2) sono diffeomorfe).

[2] Si dimostri che la sfera S™ & una varieta differenziabile.
[3] Si dimostri che RP" & una varieta differenziabile.

[4] Si dimostri che RP' ¢ diffeomorfo a S.

[5] Si dimostri che CP" & una varieta differenziabile.

[6] Si dimostri che CP' ¢ diffeomorfo a S2.

[7] Si dimostri che S C M & una sottovarietd e F': M — N & una funzione C*°, la restrizione di
F a S e C* elarestrizione del differenziale di F' ¢ il differenziale della restrizione.

[8] Si dimostri che la proiezione 7: S™ — RP" & un diffeomorfismo locale.
[9] Si dimostri che S™\{due punti} ¢ diffeomorfa al cilindro S"~! x R.
[10] Si dimostri che ogni funzione C*° tra due varieta ¢ continua.
[11] Si dimostri la composizione di funzioni C* tra varieta & C°.
[12] Siano M, N varieta differenziabili. Si dimostri che M x N & una varieta differenziabile; che
M x N e N x M sono diffeomorfe; le poiezioni sui singoli fattori sono C'°°; M & una sottovarieta
embedded in M x N.
13] Si trovi un’immersione esplicita di (0,1) in S? che non ¢ un embedding.

g
[14] Sia R?2 lo spazio delle matrici reali 2 x 2 e

cosf —sinf
A= ( sinf  cosf > '

Sia inoltre T4 : R>2 — R??2 la mappa X — AX. Si verifichi che T4 & C™ e si trovi

9 : 9 9 : 9
Tax (COSQ% —sm@a—y +cosf 5 —mn@m) .



[15] Si dimostri che l'insieme delle matrici n x m avente rango j ¢ una sottovarieta dello spazio
vettoriale delle matrici n x m.

[16] Si dimostri che T'S! & diffeomorfo a S* x R.

[17] Si dimostri che R? con il prodotto vettoriale A & un’algebra di Lie.
Dati i campi su R?
0 0 0 0 7 0 0
= Yy— — Z— = Z— — r— = r— —y—
Yoz oy’ Ox 0z’ Oy Yoz
si verifichi che Spang{X,Y, Z} con 'usuale bracket di spazi vettoriali definisce un algebra di Lie
isomorfa a (R3, A).

[18] Sia F': M — N una mappa liscia tra varieta differenziabili e 7: E — N un fibrato vettoriale.
Si definisce
F*(E)={(p,e) e M x E : w(e)=F(p)}.

Si dimosrtri che F*(F) ha una naturale struttura di fibrato vettoriale su M (detto fibrato pull-back).

[19] Sia M una varieta differenziabile, S C M una sottovarietd e 7: E — M un fibrato vettoriale.
Si dimostri che 7g: m=1(S) — S definisce un fibrato vettoriale su S. Si trovino le mappe di cocliclo
di questo fibrato.

[20] Sia M una varieta differenziabile, S C M una sottovarieta e 7: E — M un fibrato vettoriale.
Si dimostri che I'unione disgiunta degli spazi vettoriali T,M/T,S, al variare di p in S, ha una
naturale struttura di fibrato vettoriale su S. Si trovino le mappe di cocliclo di questo fibrato.

[21] Si trovi il flusso dei seguenti campi vettoriali su R?:

0 L 0 0 43 0 0 0 0 n 0
—+ =, T— —, T — Y, — tx—.
yax oy or yay or yay yax oy
[22] Si dimostri che il gruppo dei diffeomorfismi della palla aperta B agisce transitivamente su B.
(Suggerimento, si dimostri che dato p € M si dimostri che I'insieme dei punti ¢ di M per cui esiste
un diffeomorfismo ¢ di B tale che ¢(p) = g & aperto e chiuso in B).

[23] Si dimostri che ogni curva integrale massimale ¢ iniettiva, periodica, o costante.

[24] Sia S C M un’ipersuperficie compatta, e X € T'(M) un campo vettoriale trasverso a S
(X, ¢ T,,S per ogni p € S). Si dimostri che esiste un € > 0 tale che il flusso di X si restringe ad
un diffeomorfismo fra (—e,€) x S e un intorno di S in M.

[25] Sia F': M — N un’applicazione di classe C* fra varieta, X € I'(M) e Y € I'(N). Indichiamo
con ¢: U — M il flusso di X e con ¢: V — N il flusso di Y. Si dimostra che Y ¢ F-riferito a X
se e solo se per ogni ¢ risulta in 1, o F' = F o y.

[26] Sia F': M — N una sommersione. Si dimostri che per ogni X € T'(N) esiste un campo
vettoriale Y € T'(M) che & F-riferito a X. Si dimostri che in generale Y non & unico.

[27] Sia F': M — N una sommersione suriettiva. Sia X € I'(M) tale che F,,(X,) = F,4(X,) per
ogni p,q € M tali che F(p) = F(q). Si dimostri che esiste un unico Y € T'(INV) che & F-riferito a X.

Secondo modulo.



[28] Si dica se I'insieme delle soluzioni del sistema di equazioni
B4y +22=1, z=uay,
in R? una varieta differenziabile.

[29] Si trovi un esempio di una varietd M che ammette un sottoinsieme A e una funzione f €
C*°(A) che non pud essere estesa a una funzione differenziabile definita su tutto M.

[30] Si dimostri che in una varieta differenziabile connessa coppie di punti si collegano con curve
C™ a tratti.

[31] Dato € > 0 si costruisca un diffeomorfismo v: [—¢,1 + €] — [—1, 2] che sia I'identita su [0, 1].

[32] Sia F': M — N un’applicazione liscia con differenziale di rango costante. Si dimostri che
e se I & surgettiva, allora € una sommersione;

e se F' & bigettiva, allora e un diffeomorfismo.

[33] Si dimostri che 'insieme delle matrici 2 x 2 aventi determinante nullo non & una sottovarieta
dello spazio vettoriale delle matrici 2 x 2.

[34] Data l'applicazione differenziabile f: R? — R3,
(u,v) = (20 — u?, 3u, 4u + v?)

e la 2-forma differenziale
w=ydr ANdy — zdz N dz + xdx N dy

si calcoli f*(w).
[35] Si dimostri che la 1-forma su R?

w=e"dr+ 2xyey2dy — 2zdz.
¢ chiusa. Dire se ¢ anche esatta.

[86] Sia M una varieta differenziabile e o € Q"(M). Si verifichi che vale la seguente formula

r+1
da(le BRRE) Xr+1) = Z(_l)JJrlXj (a(Xla cee 7Xja BRRE) Xr+1)>
j=1
r+1 o
+ Z (71)Z+JO‘([XZ"XJ'];X17'--7Xia---an7~'-aXr+1)
1<i<j<r+1

per ogni X1,...,X,4+1 in I'(M).

[87] Sia w: M — N un rivestimento C* tra varieta differenziabili. si verifichi che 7*: Q(N) —
Q(M) & iniettiva.

[38] Sia7w: M — N un rivestimento C* il cui gruppo di automorfismi agisca transitivamente sulle
fibre (cioé per ogni p, ¢ in M tali che 7(p1) = 7(p2) esiste un diffeomorfismo v: M — M tale che
moy=mey(p1) = p2). Sidimostri che una forma differenziale w € Q(M) soddisfa w = 7*(n) per
una qualche forma 7 € Q(N) se e solo se v*(w) = w per ogni automorfismo ~ del rivestimento.



[39] Sia M una varietd differenziabile di dimensione n. Provare che il fibrato delle n-forme
differenziali ¢ banale se e solo se M ¢ orientabile.

[40] Sia w una 1-forma differenziale su una varieta differenziabile M e si consideri una funzione
ovunque non nulla f: M — R tale che d(fw) = 0. Provare che w A dw = 0.

[41] Si consideri la 1—forma differenziale su R*
a = xdy — ydx + zdt — tdz

e sia
i: 8% ={(z,y,2,t) eER* : 2?2 +¢y> +224+t2 =1} - R?

I’inclusione. Provare che ¢*« non si annulla in nessun punto.



