FOGLIO 2: ESERCIZI SULLE FORME DIFFERENZIALI (PARTE I)

[1] In R3 si considerino le forme differenziali
w=(2—-y)dr —eYrzdz, p=dr—3zdy, p=sinzdrAdy+e* YdyANdz,
calcolare
wAY, wAp, DA p.
Soluzione. Si ha
WA =-3(2—y)zdx ANdy + ze¥zdx Adz — 3re¥2? dy A dz,

wAp=1[2—y)e* Y —xsinze¥z|dr Ady A dz,
Y ANp=e""Ydx Ndy Ndz.

[2] Date le forme differenziali su R?
w = 2zyde A dz + 3x2dy Adz, n=edr AdyAdz

ed i campi vettoriali

0 0 0 e, o 0
X:x%—i-za—y, Y:xya—y—emza, Zzy%—i—@
calcolare le funzioni w(X,Y), w(X, Z) e n(X,Y, Z).
Soluzione. Si ha
wX,Y) = 2xyl(de Adz)(X,Y)] + 322 (dy A d2)(X,Y)]
= 2zy[de(X)dz(Y) — dz(X)dz(Y)] + 32%[dy(X)dz(Y) — dz(X)dy(Y)]
= 2zy(—ze™ —0) + 32%(—2e"* — 0)

—22%ye”* — 3x2ze™%.

Analogamente
w(X,Z) = 2zy[(de Ad2)(X,Z] + 32%(dy A d2)(X, Z))
= 2uylde(X)dz(Z) — dz(X)dx(2)] + 322 [dy(X)dz(Z) — dz(X)dy(2)]
= 2zy(z —0) + 32%(2 — 0)
222y + 322,
Infine
de(X) de(Y) dx(Z
n(X,Y,Z) = e¥(dxANdyANdz)(X,YZ)=¢e"Y| dy(X) dyY) dy(Z
d2(X) dz(Y) dz(Z
T 0 Y
= Wl z xzy O
0 —e** 1

e (x%y — yze®).



FOGLIO 2: ESERCIZI SULLE FORME DIFFERENZIALI (PARTE I)

[3] Siano w una k-forma differenziale e 1 una s-forma differenziale su R™. Provare che
(a) se w Ay = (=1)"* (¢ Aw);

(b) se w é una k-forma differenziale e k é dispari, allora w A w = 0;
Soluzione. (a) Si usa che w A = segno(o)(y Aw), con o € Siis la permutazione data da

1 k k+1 ... k+s

7= s+1 ... s+k 1 s

e che il segno della permutazione o ¢ data da (—1)%s.
(b) Per (a)
WwAw= (—l)ka Aw,
ma k € dispari, quindi k2 = (2m +1)2 = 4m? + 4m + 1 e di conseguenza (—1)F° = —1.
[4] Dare un esempio di k-forma differenziale (con k > 0) per cui w Aw non sia la forma differenziale
nulla.
Soluzione. Ad esempio la 2-forma differenziale w = dx, A dxy + dxs A dxy su R* € tale che
wAw#0.
[5] Sia w la 2-forma differenziale su R?" data da
w=dxri ANdre +drsANdry+ ...+ dro,_1 N dxo,.
Calcolare il prodotto wedge (o esterno) w™ = w A ... A w ripetuto n-volte.

Suggerimento: w™ € una 2n-forma differenziale su R*" e quindi w™ = fdry Adxo A ... A dxoy,.
99
Determinare la funzione f|



