ESERCIZI DI GEOMETRIA 3 - FORME DIFFERENZIALI (PARTE II)

[1] Data l'applicazione differenziale
F:R? = R (21, 22) = (€™, 21 + 2, cos(z122))
calcolare il pull-back F*w della 2-forma differenziale w = 2xdy A dz + 3yz2dz A dz.
Soluzione. Si ha
F*w = 2e%d(x) + x2) Ad(cos(z122)) + 3(w1 + x2) cos?(x122)d(e®) A d(cos(x122))
= 2e"(dxy + dxo) N [—zosin(x) + zo)dxy — 27 sin(xy29)dzs]
+3(21 + 22) cos?(z122)e® dry A [—xo sin(zy + z2)dw — 21 sin(x22)dws)
= 2e%tsin(z29) (e — 21)d2y A dre — 371" (27 + X9) COS%(2172) Sin(wy22)dwy A ds.

[2] Data l'applicazione differenziale
G:R3 = R? (2,y,2) — (%Y, ysin 2)
calcolare il pull-back G*n della 1-forma differenziale n = x123 dzy — 3(x1 + x2)dzs.
Soluzione. Si ha
G*n = z%eY(ysinz)?d(z%e¥) — 3(2%€¥ + ysin 2)d(ysin 2)
= z%y%e¥sin? 2 (2ze¥dr + 2%e¥dy) — 3(2%e¥ + ysin 2)(sin zdy + y cos zd2)
22%y2e?Y sin? zdx + (zy?e? sin® z — 32%eY sin 2 — 3y sin? 2)dy
—3y(x%e¥ + ysin 2) cos zdz.

[3] Siano (r,6) coordinate su R? e (x,y,z) coordinate su R3. Data l'applicazione F : R? — R?
definita da F(r,8) = (cosf,sin,r). Calcolare il differenziale F in termini di queste coordinate
ed i pullback F*(dz), F*(dy), F*(dz).

Soluzione. I differenziale F, in ogni punto (r,0) ha matrice associata

—sinf 0
cosf 0
0 1
Inoltre
F*(dz) =d(x o F) = d(cos ) = —sin 6d#,
F*(dy) =d(yo F) = d(sinf) = cos 6d#,
F*(dz) =d(zo F) =dr.

[1] Calcolare il differenziale esterno dw, dn, df delle seguenti forme differenziali in R3:
w = arctan(y + z)dr + xdy +log(1 + y*)dz, n = aydr Ady+ e*dy Ndz, f(x,y,2) = xyz.
Soluzione. Si ha:
dw = d(arctan(y + z)) Adz + dz A dy + d(log(1 + y?))d=
2
= {1— dx/\dy—mdx/\dz—i-ﬁdy/\dz,
dn = 0,
df = yzdr+ zzdy+ xydz.
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[4] Data la forma differenziale
x x
w= |log(z +y)+ pra dx + mdy.
Dire se w ¢ esatta ed in caso affermativo determinare una primitiva di w, cioé una funzione f tale
che w = df.
Soluzione. La forma differenziale definita sull’aperto
{(z,y) eR* |z +y >0}
€ esatta e w = df, con f(x,y) =z log(z +y) +¢, c € R.
[5] Provare che le identitd
rot(grad(f)) =0, div(rot(X))
con f funzione differenziabile su R? e X campo vettoriale in R?, seguono dal fatto che d? = 0.
[6] Siano f, g : R? — R funzioni differenziabili su R?. Provare che
fe  Jy
9z

df Adg = o

dx N\ dy.

Soluzione. Si usa che
df = fodz+ fydy, dg= gydzx+ g,dy.
Quindi
df Ndg = (fodz + fy dy) A (g dz + gy dy) = (fagy — fyge)dx A dy.



