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Esercizio 1. (7 punti) Consideriamo la seguente famiglia di sottoinsiemi di
R:

F = {∅,R} ∪ {(−∞, a) | a ∈ Q}.

(a) F definisce gli aperti di una topologia su R? F definisce i chiusi di una
topologia su R?

(b) Mostrare che F è una base per una topologia T su R, e descrivere gli
aperti di T .

(c) Dire se (R, T ) è connesso, compatto, e/o di Hausdorff.

(d) Sia S = {1} ∪ [3, 5]; determinare l’interno e la chiusura di S in (R, T ).

Esercizio 2. (7 punti) Consideriamo i seguenti sottospazi di R2 (con la
topologia euclidea):

A =
{

(x, y) ∈ R2 | y = 0
}

B =
{

(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1
}

e poniamo
X = A ∪B.

(a) Dimostrare che A è un retratto di X, scrivendo esplicitamente una re-
trazione rA : X → A.

(b) Dimostrare che B è un retratto di X, scrivendo esplicitamente una
retrazione rB : X → B.

(c) Dimostrare che A non è un retratto di deformazione di X.



Esercizio 3. (5 punti) Sia S la superficie compatta che si ottiene identifi-
cando i lati di un poligono secondo la sequenza

W = a f c−1 e−1 b d a−1 f−1 c e b−1 d−1

Determinare la classe di omeomorfismo di S nella classificazione delle super-
fici, e determinare la sua caratteristica di Eulero.

Esercizio 4. (7 punti) Data la matrice:

A =


1 9 18 0
0 −2 1 0
0 0 −2 0
0 3 8 1

 .
(a) Determinare la forma di Jordan J e il polinomio minimo di A.

(b) Calcolare l’esponenziale eJ .

(c) Determinare gli autovalori della matrice eA, e dire se eA è diagonalizza-
bile.

Esercizio 5. (6 punti) Si consideri F : P2(R)→ P2(R) data da

F
(
(x0 : x1 : x2)

)
= (−x0 + 2x1 − 3x2 : −3x1 − x2 : 3x2).

(a) Verificare che F è una proiettività e trovarne i punti fissi.

(b) Mostrare che i punti A,B,C,D sono allineati, e calcolare il birapporto
β(A,B,C,D), dove

A = (1 : 0 : 0), B = (1 : −1 : 0), C = (3 : −1 : 0), e D = (0 : 1 : 0).


