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L'integrale è ben definito

LEI se f r IR e continua in r allora te o

sufficientementepiccolo CTR

Dimostrazione del lemma Sia re e sia 8 o te

di or te E In questo modo BIG Cr e

fin giflying Vxebfx.li
BesCxoI

compatto

Si può applicare il teorema di derivazione sotto segno
di integrale e

la x yiflyidytxc.BG

Si possono eseguire tutte le derivate che desideriamo



Dunque dal fatto che feci segue chefecicrd.coESefeCCr abbiamo che tw aperto limitato

tale che Tcr fa f uniformemente su ù
Dimas sia D IEI dlx.ae e sia Seco E

Consideriamo le fieri da E E che è a sua volta

un compatto Poiché f e continua sulcompatto k e uniforme

mente continua ti µ o Jago Ix yKey Ifan figliaµ
Nel seguito prenderemo sempre in modo che

se E 1 x pfly dà diffida
E te

fin fai ftp.yilfiyi fcxddy3 41

Cosìche se E EL

fin 7k I DIftp.fcxildycyb yldgy

Dimostrazinedettenenediregolaritàdell siniarmoniche



near tingiti I'lurida
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In altre parole se ne gode della proprietà della media

sferica e 1441 allora re coincide con le sue regolarizzate
se c e sufficientemente piccolo

osservazione Se n è una funzione armonica in R

allora lo sono tutte le sue derivate q.in Infatti da

Oreo 0 0 Ore 0 n

Dunque se ne ha la proprietà della media superficiale o

volumetrica anche qu ce l'ha_



RENÉE Se n è una funzione armonica

in R limitata allora è costante

Dimostrazione come già osservato anche Qin ha la proprietà
della media volumetrica

aiuta t.ec in Ernb iYYYae fIiiud9hWn2h 2

Dunque toxinCHIE regio 15 11 Ehm
r e

Facendo tendere i io otteniamo Qin o Haiti
Quindi se è costante

cetre C'è una versione piùsofisticata delteorema che

chiede solo che n sia inferiormente limitata

DISUGUAGLIANZA Di HARNACK

TEOREMA supponiamo che si sia una funzione armonica

non negativa in r Allora per ogni w aperto connesso

Tcr esiste una costante caccia tale che

suprescinfreci ci



Dimostrazione sia iii infdcx.cn e sia e ci
E W

Per la proprietà della media se ix Her abbiamo

rigidanei fight È Bad
BIAEB.net

relydy TechIlari µ I
ora per ogni coppia x z in w è possibile trovare una

catena di N ignenti di lunghezza E 2 che li

connette Da notare che N dipende solo da W Infatti
possiamo estrarre una collezione di palla IBCxi.nl i li N
che ricopre 5

osservazione Risulta dalla precedente dimostrazione che

se ne è una funzione armonica non negativa inBur allora

III
È notevole che la stima non dipenda da r

Corollario Se n è una funzione armonica in R limitato

inferiormente allora è costante



Dimostrazione Sia C infra_Poniamo ven C in
R

modo che o e info o Abbiamo
R

ohi FI fa.fi o jninjio o

Quindi Infra III neo

e reo su R

Funzioni sub E SUPER ARMONICHE Principio DEL Massimo

E DEL MINIMO

Definizione Una funzione continua in R si dice

subarmonica se regia relying ti BIER
Bigi

superarmonica se mai rigida
Bra

teorema sia MEIR aperto limitato non vuoti e sia

meet Allora

i Principio del massimo Se ne è subormonica in R

next E Max m the r
cor



il Principiodelmassimoforte Se si è connesso allora

o si è costante oppure

reale max n Ed
or

Dimostrazione Dimostriamo prima iii sia m mq n
e M fer reca m Sia FEM allora

m ne E rigida ti Better
BCiti

D'altra parte se Bates

dye È m'Brexit em

Quindi retta m In questo modo abbiamo dimostrato
n e continua

che M è aperto in r Poiché e'anchechiusi

e connesso concludiamo che o M oppure Me r

il












