
 
IL PROBLEMA DI DIRICHLET PER IL LAPLACIANo

si tratta del problema

Ore f sur
re g suor

Dove f e g sono funzioni assegnate Se f o il problema

corrispondente consiste nel trovare un'estensione armonica per

la funzione g Sono di rilievo le ipotesi di regolarità

sui dati f.ge sul dominio si e le richieste sulla

regolaritàdella soluzione

Abbiamo già osservato che se siete è un aperto limitato

allora il problema ammette al piu una soluzione La questione

principale è dunque quella esistenziale

DÌ diciamo che RE R aperto e limitato ha

la proprietà dellasfera esterna se tx.com esiste una palla

B g c Rir tale che txofentty.la
I



Vale il seguente risultato che non dimostreremo

to supponiamoche re R aperto e limitato abbia

la proprietà della sfera esterna allora perogni

felice rect e gelosi il problema

On f in r

neg suor

Ha un'unica soluzione me l'Crime

vista
Abbiamo anchetil seguente teorema

te de feltrinelli allora considerato la

convinzione rtfxi ffx yif.ly dy
è di classe Clavicle e risolve brief in

d

Qui TG1 I è la soluzione fondamentale funzione di
Green del laplacian che abbiamo studiato a suo tempo



LI se me

È Ì Ìn senza

la traccia riffa dipende ovviamente da f ter

la funzione rtf permetta di ricondurre il problema
generale a quello dell'estensione armonica cioe

ON O in r

vi g ing
suor

infatti reeving E l d rete risolve

oaf in r i nlgj g n

ffatnffjg.ciconcentriamo quindi sul problema
dell'estensione

armonica e vediamo il caso particolare seguente

ESTENSIONIARMONICHESULDISCOBIDIMENSIONALEDATA
una funzione g definita sulla circonferenza unitaria

vogliamo trovarne un'estensione armonica

Utilizziamo le coordinate polari e la separazione di variabili



Poniamo vino ucraino 2min01 Sappiamo che

Ore ramo asino Nutrire fino o

Cerchiamo soluzioni fattorizzato

vuole 4h40

rituffava 9km41919 419 9 4401 0

o 1 0 Efa 2T Otteniamo

HENRY'm
È III il costante

Guardiamo l'equazione 4 dry su art

a cui associano condizioni periodiche 44 2T 4101

La periodicità implica che d te con KEN e

410 Acasket Brink

Con questa informazione possiamo risolvere l'equazione

in qirqlri rqkr.ie qlrko_ l'equazione

Per risolverlo poniamo µ Ita già et t.bg



ii etoile µ etqlexetqyetkkf.at
Quindi otteniamo
il re Kao Htt at tb qui elogi b

se le o petti
cadete bèh qui ar bit

cerchiamo soluzionicontinue per cui escludiamo il logaritmo

e le potenze negative In definitiva troviamo

aptcofkol bnrts.info K o

abbiano risolto il problema dell'estensione armonica

per le armoniche fondamentali
Consideriamo il dato al bordo g S R e

poniamo qlot.glcosa sino Si tratta di una

funzione2T periodica Scriviamo q in serie di Fourier

4101 NÈancorano pensiamo

di
a quale di ascoltando

I



pm sincro qlo do

formalmente l'estensione armonica di g si scrive usando

le coordinate polari come

vuoi È arrivano Partanna
Esempio gcx.gl E

poi g cosa sino costo

Calcoliamo i coefficienti di Fourier

d È ficoda sé

A Iconacostada
costo cosaa sina.cn 20 ii È

anno costada fannocontrada annosinodo

fannocoroda fcorno a castalda
cosmocostada fannocoroda comodo

fannocosìda II fa fu



Ma Innocenteda o kn

4101 coi20

vino ricorso

In questo esempio la serie di Fourier e finita e non

si pongono problemi di convergenza Altrimenti possiamo

avvalerci dai seguenti risultati del tutto analoghi a quelli

giàvisti per l'equazione del calore lezione del 15aprile confrontare

Consideriamo una serie

i vk.at Èamicona piisimmo
EMMA li Se le secessioni 4h f n sono limitate

allora la serie i converge in op dott Inoltre converge

uniformemente in o xfont perogni Rai e detta

relay va a con ancora y asino n è armonica nel

discounitario

Iiii de État pietra allora la serie converge uniformemente



in o i 0,211

Dimostrazione i abbiamo ldnl tp.IE C km o

Se Rca abbiamo pertanto

I r cosmo fusionno E RE
Per il criterio di convergenza di Weierstrass deduciamo

la convergenza uniforme della serie In particolare la somma

della serie è una funzione continua Ora dimostriamo

che è una funzione armonica A questofine poniamo

È aii'cosmo partimmo
e Una.gl I 2,0 dove ancora y asino

In questo modo un re uniformemente Per dimostrare

l'armonia del limite utilizziamo la proprietà della media

osservando che questapassa al limite rispetto alla convergenza

uniforme ring untidy
Belpt
rigidauh



ii se sappiamo che Inizi tipi stra allora possiamo usare
il test di Weierstrass per la convergenza uniforme su addotte

Vogliamo trovare delle condizioni sul dato al bordo

che assicurino che nel suo sviluppo in serie di Fourier

i coefficienti Hui Pn siano assolutamente sommabili

Sia qq.gl cosasino e siamo

a Ègida an Sfasciando pettininogado

TEORIA supponiamo che 4101 sia di classe ciclo.at

e che anpm siano i suoi coefficienti di Fourier

Detta vuoi È anrncosno

ipiisinnoencxiyl.cnrp sex rcosqy nsino abbiamo che

che ne l D netta e soluzione di

Lin o in D

rag
suoi



Diamine Consideriamo i coefficienti di Fourier

di q'col Ah Tn Con una semplice integrazione

per parti troviamo rivedere la lezione del 15aprile
ndr h i

piu hpa mi

Segue dalla diseguaglianza di Bessel che
era

repiegatrie io4 1 ne

e dunque

È knit Pnl E I hlkttlp.tt

GÉRARD
Infine per l'identità di Bessel µ coincide con la
somma della sua serie di Fourier



Nei fatti abbiamo dimostrato il seguente teorema

te se g è di classe è loD allora il problema

dell'estensione armonica è risolubile in D


