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Prefazione

La presente raccolta di problemi ed esercizi nasce dall’esperienza maturata durante
il corso di Equazioni a Derivate Parziali (EDP), tenuto nell’ambito delle lauree di
primo e secondo livello presso il Politecnico di Milano. La principale finalita del
corso ¢ confrontare gli allievi con un percorso didattico che li abitui ad una sinergia
metodologica nell’affrontare un dato problema teorico e/o modellistico riguardante
i temi introduttivi delle EDP.

Questo testo intende proporsi sia come verifica del grado di preparazione rag-
giunto sia come spunto di approfondimento e si presenta come il naturale comple-
mento al testo Fquazioni a Derivate Parziali, Metodi, modelli, applicazioni di S.
Salsa (Springer-Verlag Italia, 2004), nel seguito indicato con [S], del quale condi-
vide la linea di sviluppo degli argomenti.

II volume ¢ diviso in due parti; nella prima, costituita dai capitoli dal primo al
quarto, l'obiettivo & I'uso di tecniche classiche, come la separazione delle variabili,
il principio di massimo o le trasformate di Laplace e Fourier, per risolvere problemi
di diffusione, trasporto e vibrazione. Il quinto capitolo invita a familiarizzare con
i risultati di base negli spazi di Hilbert, nella teoria delle distribuzioni (o funzioni
generalizzate) di Schwartz e in quella degli spazi di Sobolev pitt comuni. Il sesto ed
ultimo capitolo riguarda la formulazione variazionale o debole dei pit importanti
problemi iniziali e/o al bordo per equazioni ellittiche e di evoluzione. Completano
il testo due appendici A e B, con un rapido cenno a problemi di Sturm-Liouville
e funzioni di Bessel (A) e ad alcune formule ed identita di uso comune (B).

L’introduzione ad ogni capitolo contiene una sintesi degli strumenti teorici piu
utilizzati. Gli esercizi sono suddivisi in due gruppi:

— problemi risolti, che costituiscono dei modelli metodologici di riferimento, la
cui soluzione & presentata in dettaglio

— esercizi proposti, che il lettore & invitato ad affrontare autonomamente. Anche
di questi & presentata la soluzione, a volte in forma sintetica.

Gli esercizi contrassegnati con uno o due asterischi si presentano come comple-
menti teorici e possono risultare particolarmente impegnativi.

Vogliamo ringraziare i numerosi colleghi che con i loro suggerimenti hanno con-
tribuito al miglioramento del testo e in particolare Anna Zaretti e Cristina Cerutti.

Infine, desideriamo ringraziare Francesca Bonadei, di Springer-Verlag Italia, per
aver incoraggiato e seguito la stesura del volume.
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1

Diffusione

1. Richiami di teoria

Il principale riferimento teorico per i problemi e gli esercizi contenuti in questo
capitolo & [S], Capitolo 2. Richiamiamo alcuni concetti e risultati di uso frequente,
in relazione all’equazione di diffusione

Ut —DAu:f,

in un dominio cilindrico Q7 = 2 x (0,7, dove 2 & un dominio (aperto connesso)
in R™.

e Frontiera parabolica. L’unione della base inferiore di Q7 (data da 2 x {0}) e
della superficie laterale ST = Q x [0,T] costituisce la frontiera parabolica di Qr,
che si indica con 9,Q7. E su 0pQr che vanno assegnati i dati nei problemi ben
posti per ’equazione di diffusione.

e Principio di massimo. Siano 2 limitato e w € C*1 (Qr)NC (@T) supercalorica
(risp. subcalorica), cioé tale che

(1) we —DAw=¢<0 (risp. > 0) in Qr.
Allora il massimo (risp. minimo) di w é assunto sulla frontiera parabolica 0,Qr

di QTZ

maxw = max w.

Qr o Qr
In particolare, se w é negativa (risp. positiva) su 0,Qr, allora é negativa (risp.
positiva) in tutto Qr. Se poi ¢ = 0 il massimo ed il minimo di u sono assunti sulla
frontiera parabolica 0,Qr di Q7.



2 1 Diffusione

e Soluzione fondamentale e problema di Cauchy globale. La funzione

1 x|2
FD(X,t):We‘TDL" t>0
4w Dt

si chiama soluzione fondamentale dell’equazione di diffusione; per ¢ > 0 & soluzione
di uy — DAwu = 0 e inoltre, se ¢ (x) indica la delta di Dirac nell’origine,

ltil%lFD(x,t):5(x), / u(x,t)dx = 1, per ogni t > 0.

n

La soluzione fondamentale permette di costruire la soluzione del problema di
Cauchy globale
us — DA = f(x,t) in R"x (0,00)
{ u(x,0) = g (x) in R™
mediante la formula

wiet) = [ oG-y )a@dy+ [ [ Tocoyit—s)fayis

valida, per esempio, se |g (x)| < ceAXl| f & limitata e f, f;, fa;s feie; sONO continue
in R™ x (0,+00). Il dato iniziale ¢ assunto nel senso che, se x¢ ¢ un punto in cui
g & continua, allora

u(x,t) = g(xo)  se (y,t) = (%0,0), £>0.

e Passeggiata aleatoria e soluzione fondamentale (n = 1). Consideriamo una par-
ticella di massa unitaria in moto lungo I’asse x, secondo le seguenti regole.

(1) In un tempo 7 la particella si muove di h, partendo da z = 0.
(2) Essa si muove a destra o a sinistra con probabilita p = %, in modo
indipendente dal passo precedente.

All'istante t = N7, cioé dopo NN passi, la particella si trovera in un punto x = mh,
dove N ¢ un intero naturale e m ¢ un intero relativo. La probabilita p (z,t) che la
particella si trovi in x al tempo t € soluzione del problema discreto

1 1
(2) p(x,t—l—T):§p(x—h,t)+§p(x+h,t)
con le condizioni iniziali

p(0,0)=1ep(z,0)=0 sex #0.
2
Passando al limite nella (2) per h,7 — 0, mantenendo — = 2D = costante ¢
T
interpretando p come densita di probabilita, si ottiene ’equazione p; = Dp,, € le
condizioni iniziali diventano
li t) =9.
i p (2,t)
Abbiamo gia constatato che 'unica soluzione ¢ data dalla soluzione fondamentale
dell’equazione di diffusione:

p(x,t) =Tp(x,t).
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2. Problemi risolti

e 21— 28: Metodo diseparazione delle variabili.

e 29-212: Uso del principio di massimo.

e 213 —2.19: Applicazioni della soluzione fondamentale.
e 220 — 2.23: Uso delle trasformate di Fourier e Laplace.
224 —227: Problemi in dimensione maggiore di uno.

2.1. Metodo di separazione delle variabili

Problema 2.1. (Modelli di conduzione per una sbarra omogenea). Conside-
riamo una sbarra di materiale omogeneo di densita lineare p(z) > p, > 0 e
sezione S (x), variabili, dislocata lungo 'intervallo 0 < x < L, (con S (z) < L).
Supponiamo che la superficie laterale sia termicamente isolata e che la tempe-
ratura u al tempo t = 0 sia u (x,0) = g (). Scrivere il modello matematico che
regola I'evoluzione di u per t > 0, corrispondente ai seguenti tre casi.

a) Gli estremi sono termicamente isolati.

b) Si mantiene un flusso entrante di Qo e Qr, (calorie al secondo) agli estremi
x =0 e x = L, rispettivamente, per t > 0.

c) Agli estremi 0 ed L é presente uno scambio convettivo di calore (legge di
Newton) con I'ambiente circostante, che si trova a temperatura 6 = 6 (t).

Soluzione

Poiche la sezione ¢ molto minore della lunghezza possiamo adottare un modello
monodimensionale. Per ricavarlo isoliamo un cilindro di sbarra di volume V tra i
punti z, z 4+ dz. Assumiamo che il flusso q di calore per conduzione' segua la legge
di Fourier, cioé:

qa=q(z) = —Ku,l. (K costante).
Assumiamo, inoltre, la legge costitutiva e = c,u per la densita di energia?, con ¢,
costante. Poiché la sbarra é termicamente isolata e non vi sono sorgenti distribuite
esterne, la legge di conservazione dell’energia da, in tutti e tre i casi

—i Cypu dv = / —Kuzl- v do.
dt Jv ov
Essendo u = u (z,t) e p = p (z), abbiamo:
d c+dx
—/ CyPU dvzcv/ p(z) S (x)us (x,t) dz
dt \%4 T

mentre, essendo i- v = 0 sul bordo del cilindretto,

/ —Kugl-v do = —k[S (x + dx) uy (x + dz,t) — S (z) ug (z,t)].
ov

LCalorie al secondo per unita di superficie.
2Energia per unita di massa, per unita di volume.
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Uguagliando, dividendo per dz e passando al limite per dz — 0, si ottiene ’equazione
copSuy = K (Sug),
in0<ax<L,t>0.

a) In questo caso il flusso di calore attraverso gli estremi della sbarra & nullo; le
condizioni corrispondenti sono, percio condizioni di Neumann omogenee:

—uy (0,t) = uy (L, t) =0.
b) In tal caso si hanno condizioni di Neumann non omogenee:
KS (0) Uy (0, t) = —Qo, kS (L) Uy (L, t) = QL-

c) Assumendo la legge di Newton, il flusso entrante di calore agli estremi &
proporzionale alla differenza tra la temperatura dell’ambiente circostante e quella
della sbarra. Se h > 0 ¢ il coefficiente di trasferimento agli estremi, si ottengono le
condizioni di Robin:

— kg (0,8) = [0 (t) —w(0,8)], Kuy (L t) = h[0(t) —u(L,1t)].

Problema 2.2. (Cauchy-Dirichlet). Siano D > 0, costante, e g € C* ([0, 7]),
con g (0) = g (w) = 0. Risolvere, usando il metodo di separazione delle variabili,
il seguente problema:

ut(x,t) — Dugy(z,t) =0 0<z<m,t>0
u(z,0) = g(x) 0<z<mw
uw(0,t) = u(m,t) =0 t>0.

Esaminare unicita e dipendenza continua.

Soluzione

Due osservazioni preliminari. La prima & che la scelta dell’intervallo [0, 7] per la
variabile spaziale & puramente di comodo (ci permettera di utilizzare gli sviluppi in
serie di Fourier su intervalli che sono multipli interi di r, alleggerendo la notazione).
Nel caso che la variabile spaziale y variasse tra 0 ed L > 0, si puo utilizzare gli svi-
luppi in serie di Fourier sugli intervalli appropriati oppure riportarsi all’intervallo
[0, 7] mediante il cambiamento di scala y = zL/7, v (y,t) = u (7wy/L,t); si ottiene
infatti per v il problema

vt—DW—Lzzvyyzo O<y<mt>0
v(y,0)=g(my/L) O<az<m
v(0,t) =v(m,t) =0 t>0.
Inoltre osserviamo che la condizione al contorno & di Dirichlet omogenea. Cio rende

molto piu diretta I’applicazione del metodo di separazione delle variabili. La prima
parte della procedura consiste nel cercare soluzioni non nulle del tipo

u(z,t) = v(z)w(t).
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Sostituendo nell’equazione si ottiene
v(z)w' (t) — Dv" (z)w(t) = 0,

da cui, dividendo per v(z)w(t) (assumendo che tale quantitd non si annulli) e
riarrangiando i termini:

Lw'(t)  v'(x)

D w(t)  wv(z)’
Ora, il primo membro non dipende dalla variabile & mentre il secondo non dipende
dalla variabile ¢, ed i due sono uguali. Se ne deduce che devono essere uguali alla
medesima costante A € R. Si ottiene quindi

w'(t) — ADw(t) = 0,

con soluzione

(3) w(t) = Ce*Pt, C € R,

e

4) V" (x) — Mv(z) = 0.

Le condizioni di Dirichlet impongono v(0)w(t) = v(m)w(t) = 0 per ogni ¢t > 0, cioe
(5) v(0) = v(w) = 0.

Il problema ai limiti (4), (5) ha soluzioni non nulle solo per valori speciali di A, che
si chiamano autovalori. Le corrispondenti soluzioni si chiamano autofunzioni.
Distinguiamo tre casi.

Caso \ = p? > 0. L'integrale generale &
v(x) = Cre!* 4+ Coe™7.
Si ottiene poi
cC1 + Cy = 0
etrmCy + e HT(Cy, = 0,
da cui C7 = Cs = 0. Di conseguenza otteniamo solo la soluzione identicamente
nulla.

Caso A = 0. La situazione ¢& sostanzialmente analoga alla precedente. Abbiamo
v(z) = Cy + Caz,
che, date le condizioni nulle di Dirichlet, fornisce immediatamente Cy = Cy = 0.
Caso \ = —u? < 0. Abbiamo
v(x) = Cy cos pux + Cy sin pux, v(0) = v(m) = 0.
Da v (0) = 0 deduciamo Cy = 0; da v () = 0 si ottiene
Cosinumr =0 = p = k intero positivo e Cy arbitrario.

Gli autovalori sono dunque A\ = —k? e le autofunzioni sono vy (z) = sinkz.
Ricordando la (3), abbiamo trovato le infinite soluzioni

o (z,t) = Ce ¥ Dtgin kx,k=1,2,..,
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che soddisfano le condizioni ¢ (0) = ¢, (7) = 0. Nessuna di esse soddisfa la con-
dizione iniziale u (x,0) = g (x), tranne nel caso in cui g (z) = C'sinmz, con m
intero. L’idea & di usare la linearita del problema sovrapponendo le vy e cercando
di determinare i coefficienti della sovrapposizione in modo che anche la condizione
iniziale sia soddisfatta. Si pone cioé come candidata soluzione:

u(z,t) = Z cwe ¥ Pl sin kg
k=1
e si impone
(6) u(z,0) :chsinkm:g(az).
k=1

Osserviamo che u (z,0) si presenta come una serie di Fourier di soli seni; prolun-
ghiamo allora g come funzione dispari in [—m, 7] e sviluppiamola in serie di soli
seni:

oo 2 T
g(x) = ng sin kz, g = — / g (z)sinkz dz.
k=1 0

™

Dal confronto con la (6), deve essere ¢ = gi e otteniamo cosi la soluzione
o0 o0 5

(7 u(x,t) = ngvk (z,t) = nge_k Dt gin k.
k=1 k=1

e Analisi della (7). La funzione g ¢ di classe C! ([0,7]) e si annulla agli estremi,
percio, il suo prolungamento dispari sull’'intervallo [, 7] & di classe Ct ([, 7]) .

La teoria delle serie di Fourier assicura che E lgk| & convergente . Poiché anche
k=1

P < ol

‘gke

la (6) converge uniformemente in tutta la striscia [0, 7] x [0,00) ed ¢ possibile
scambiare l'operazione di limite e di somma. Cid assicura che la (7) & continua
in [0,7] X [0,00). D’altra parte, se t > to > 0, la rapida convergenza a zero
dell’esponenziale per k — oo permette di derivare termine a termine (fino a qua-
lunque ordine di derivazione) ed in particolare

Ut — Dumc = ng [(vk)t -D (vk)()jg;'] = 07
k=1

per cui la (7) & soluzione dell’equazione differenziale nell’interno della striscia.

e Unicita e dipendenza continua. L’unicita di una soluzione continua in [0, 7] X
[0,00) e la dipendenza continua dai dati seguono dal principio di massimo: se
indichiamo con u4 la soluzione corrispondente al dato g,

max [ug, — tg,| < max|gi — ga|.
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Problema 2.3. (Cauchy-Neumann). Siano D > 0, costante, e g € C* ([0, 7))
tale che ¢g'(0) = ¢'(w) = 0. Risolvere, usando il metodo di separazione delle
variabili, il seguente problema:

ut(x,t) — Dy (z,t) =0 O<z<mt>0
u(z,0) = g(x) 0<z<m
—uz(0,8) =0, ug(m,t) =0 ¢>0.

Esaminare unicita e dipendenza continua dal dato iniziale.

Soluzione

Si tratta di un problema di Cauchy-Neumann con condizioni al bordo omogenee.
Procedendo come nell’esercizio precedente, si comincia a cercare soluzioni non nulle
del tipo

u(z,t) = v(z)w(t)

pervenendo alle medesime equazioni. Si ottiene quindi

w'(t) — ADw(t) =0,
con integrale generale
(8) w(t) = Ce*Pt, C € R.
Occorre poi determinare autovalori ed autofunzioni del problema

{ v (x) — dv(z) =0

v'(0)=v'(mr)=0
con A costante reale. Al solito, distinguiamo tre casi.
Caso A\=px2 > 0. L’integrale generale &
v(z) = Cre!™ + Cre™7.
Le condizioni di Neumann impongono v’ (0)w(t) = v'(m)w(t) = 0 per ogni ¢ > 0.
Si ottiene
et Cy — e PCy = 0,

da cui Cy = Cy = 0, essendo p(e7#™ 4+ ™) #£ 0. Questo caso produce solo la
soluzione identicamente nulla.

Caso A = 0. Abbiamo

{ ,U,Cl - /,LCQ = 0

v(z) = Cp + Cax,
che, date le condizioni nulle di Neumann, fornisce immediatamente Cy = 0 e C}
arbitraria. In questo caso abbiamo autofunzioni costanti.

Caso A= —u? < 0. Abbiamo
v(z) = C cos pz + Cy sin pz, v'(0) =o' (7r) = 0.
Essendo
v'(z) = —pCy sin px + pChy cos p,
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da v’ (0) = 0 deduciamo Cs = 0; da v’ (7) = 0 si ottiene
Cisinpur =0 = p =k € N, Cy arbitrario.
Gli autovalori sono dunque A\, = —k? e le autofunzioni sono vy, (z) = cos kz.
Ricordando la (3), abbiamo trovato le infinite soluzioni
o (z,t) = Ce ¥ Pteoska, k€ N

che soddisfano le condizioni ¢} (0) = ¢} (7) = 0. Nessuna di esse soddisfa la con-
dizione iniziale u (z,0) = g (z), tranne nel caso in cui g (z) = Ccosmz, con m
intero. Cerchiamo come candidata soluzione:

oo
2
t) = E cpe ¥ Pleoskx
k=0

scegliendo i coefficienti ¢; in modo che
o0

9) u(x,0) = Z e coskx = g(x).
k=1

Osserviamo che u (x,0) si presenta come una serie di Fourier di soli coseni; pro-
lunghiamo allora g come funzione pari in [—7, 7| e sviluppiamola in serie di soli
coseni:
9 | - 2 (7
0
xr) == cos kz, =— x)coskx dx.
9@ =5 +3 == [ 9@

Si noti che go/2 ¢ il valor medio del dato iniziale g sull’intervallo [0, 7]. Dal con-
fronto con la (9), deve essere cg = go/2, ¢ = gi e otteniamo cosi la soluzione

_ %, S _ % kK*D
(10) =73 Z gk ( =5 nge tcos k.

e Analisi della (10). La funzione g ¢ di classe C! ([0, 7]) con derivata nulla agli
estremi, percio il suo prolungamento pari sull’intervallo [—, 7] & di classe C* ([, 7]) .
(o)

La teoria delle serie di Fourier assicura allora che E |gr| & convergente. Poiché
k=1

2
‘gke_k Dt‘ < |gxl

la (10) converge uniformemente in tutta la striscia [0,7] x [0,00) ed & possibile
scambiare I’operazione di limite e di somma. Cio assicura che la (10) & continua in
[0, 7] x [0, 00). Controlliamo ora le condizioni di Neumann agli estremi. Sia ¢y > 0;
per t vicino a tg, si pud derivare termine a termine, ottenendo

(11) ug (T, t) = — Z kgke’kgm sin kz.
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Essendo?®

—kth‘ < 1
> k>

V2eDt 9]
la serie (11) converge uniformemente in [0, 7] X [tg, 00), per ogni tg > 0. In parti-
colare

‘kgke

o0
li wt) = -Sk li —k*DtGin ke = 0
L TR DL L L
> 2
li L(xt) = =) k li —k"Dt gin by = 0.
L R > kgi lim e Plsinke

k=1

La funzione & quindi di classe C! in ogni striscia del tipo [0, 7] x [to, o0). Calcoli
analoghi mostrano che se t > ¢y > 0, la rapida convergenza a zero dell’esponenziale
per k — oo permette di derivare (di ogni ordine di derivazione) termine a termine
ed in particolare

k=1

per cui la (10) ¢ effettivamente soluzione dell’equazione differenziale nell’interno
della striscia [0, 7] x (0, 00).

e Unicita e dipendenza continua. Supponiamo che vi siano due soluzioni u e v
dello stesso problema, continue in [0, 7] x [0,00) e di classe C* in [0,7] x (0, 0).
Poniamow =u—wv e

E(t) = / w? (1) dz.
0
Abbiamo E (t) > 0, E(0) =0, lim o F (t) =0 e, per t > 0,

E' (t)= 2/ ww de = QD/ WWay d.
0 0
Integrando per parti, ricordando che w, ¢é nulla agli estremi, si trova
E (t) = —2D/ (w;)? dz <0.
0

Ne segue che E ¢ decrescente e quindi £ = 0 per ogni t > 0. Poiché w & continua,
si deduce che w (z,t) = 0.
Osserviamo poi che, per 'uguaglianza di Bessel,

s
2 2
sup [lu (Dl a 0 = SUD / u(z,t)? do
t>0 t>0 J0

e}
2 2
< WZ lgp|” =7 HgHL2(O,T()
k=0
che mostra la dipendenza continua (in media quadratica) dal dato iniziale.

L . 2
3Massimizzare la funzione f (x) = e~ Pt
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Problema 2.4. (Cauchy-Neumann, stato stazionario e comportamento asinto-
tico). Sia u soluzione del problema:

ug(x,t) = Dugy(z,t) O<z<L,t>0
u(z,0) = g() 0<z<L
—ug(0,8) = ugy(L,t) =0 ¢ >0.

a) Interpretare il problema supponendo che wu sia la concentrazione (massa
per unita di lunghezza) di una sostanza soggetta a diffusione. Giustificare intui-
tivamente il fatto che

w(z,t) = U  (costante) pert— +00
dove U é una costante. Integrando opportunamente I’equazione, trovare il valore
diU.
b) Supponiamo che g € C([0,L]) e che u sia continua in [0, L] x [0,00) e
di classe C' in [0, L] x [tg, 00), per ogni to > 0. Mostrare che u(z,t) — U per
t — 400 in media quadratica, cioé

L
/ (u(z,t) — U)%dz — 0 per t — 0.
0

c) Sia g € C* ([0, L]) con ¢'(0) = ¢'(w) = 0. Usando la formula per u trovata
nel problema 2.3, mostrare che u(x,t) — U uniformemente in [0, L], per t —
+00.

Soluzione

a) Se lequazione regola la diffusione di una concentrazione (unidimensionale)
di una sostanza allora le condizioni al contorno di Neumann ci dicono che il flusso
attraverso gli estremi della sostanza ¢ nullo. E quindi ragionevole aspettarsi che
la massa totale venga conservata, e che la sostanza tenda a distribuirsi unifor-
memente, raggiungendo quindi densita costante. D’altra parte, le uniche soluzioni
stazionarie (indipendenti da t) del problema sono proprio le costanti. Se integriamo
I'equazione rispetto a x su [0, L] e sfruttiamo le condizioni di Neumann, otteniamo

L L
/ ug(x,t)de = / Duyy(z,t) de = Duy (L, t) — Du,(0,t) = 0,
0 0
da cui
L
dt Jo

che & appunto la conservazione della massa. Essendo u continua in [0, L] x [0, 00),
si ha che

(12) u(z,t)dr =0,

L L
/ u(z,t)de — / g(x) dzx per t — 0.
0 0

/OL u(z,t)dx = /OL g(x) du.

Otteniamo quindi
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Di conseguenza, se u(x,t) — U per t — +00 necessariamente si ha

1 [E
U:z/0 g(z)dx.

Dimostriamo ora che effettivamente u tende alla costante U appena definita. Po-
niamo w(zx,t) = u(x,t) — U. Chiaramente w(z,0) = g (z) — U e, per la (12), la
funzione w & a media spaziale nulla , cioe fo w(z,t)dz = 0, per ogni ¢t > 0. Come
nel problema 2.3, se

L
E(t) = / w?(z,t) dz
0
si ottiene I
E' (t)= —2D/ w?(z,t) da.
0

Alla fine dell’esercizio mostreremo che?

L
E(t)
(13) / wia,t)dr > 2.
0
Abbiamo quindi la seguente disequazione differenziale (ordinaria):
2D
E'(t) < —75 B(1)
ossia d oD
E IOgE (t) < —ﬁ.
Integrando tra 0 e ¢ si ha,
2D

ed infine .
E(t) < BE(0)e 22"
Quindi, per t — 400, E(t) tende a 0, che significa

L
/ (w(zx,t) — U)*de — 0 per t — 00,
0

ossia u(z,t) tende a U in media quadratica.

b) Siag € C* ([0,L]) e ¢'(0) = ¢'(m) = 0. Utilizziamo l'espressione analitica della
soluzione, ottenuta nel problema 2.3. Passando dall’intervallo [0, 7] all’intervallo
[0, L] si ottiene facilmente

ap X

0 _ 2

u(z,t) = > + E ane” Pt cos A\,
n=1

dove A\, =nw/L, a,, = fOL g(x) cos \pzdx. Ora, sen > 1,¢ > 0,

2 P2
DAt cos A\pz| < e PMtq,,|

‘anef

4Disuguaglianza di Poincaré.
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ed essendo g € C1 ([0, L)), ¢'(0) = ¢'(m) =0,

+o0o
Z lan| =S < oo.
n=1

Si ha dunque

+o0o
2 2
< e DA E |an| = e PMES — 0 per t — 4o0.

—+o0
_ 2
E ane DAt cos An T
n=1 n=1

Si ricava quindi che, per t — 400, u(x,t) tende (con velocita esponenziale) a
ap/2 = U, uniformemente in z.

e Dimostrazione della (13). Dal teorema del valor medio, per ogni ¢ > 0 si puo
trovare x (t) tale che

w(z (t) 1) = f/o w(z, ) dz = 0,

Per il teorema fondamentale del calcolo si ha, allora:

w(x,t) = / wy(s,t)ds
a(t)

e, per la disuguaglianza di Schwarz:

z L L 1/2
/ wy(s,t)ds| < / lwa(s,t)| ds < VL (/ w2 (s,t) ds) .
x(t) 0 0

Quadrando entrambi i membri ed integrando si [0, L] si ha:

w(z,1)| =

L L
/ w?(s,t)ds < LQ/ w?(s,t) ds.
0 0

Problema 2.5. (Cauchy-Neumann; equazione non omogenea). Risolvere,
usando il metodo di separazione delle variabili, il seguente problema:
up(x,8) — gy (zyt) =tz 0<z<mt>0
u(z,0) =1 0<z<mw
uz(0,8) =0, ug(m,t) =0 ¢>0.

Soluzione

Si tratta di un problema di Cauchy-Neumann non omogeneo, con condizioni
al bordo omogenee. Per ogni T > 0 fissato, la funzione f (¢,z) = tx & limitata
in [0,7] x [0,7] e quindi esiste un’unica soluzione continua in [0,7] x [0,7] del
problema. Per usare il metodo di separazione delle variabili, conviene considerare
prima ’equazione omogenea ed in particolare il problema agli autovalori associato:

{ v"(z) — dv(z) =0
v'(0) = '(7) = 0.
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Nell’esercizio 2.3 abbiamo trovato che gli autovalori sono Ay = —k? e le autofun-
zioni sono vy, (z) = cos kx. Scriviamo ora la candidata soluzione nella forma

+o00o
u(z,t) = Z ek () vy (x)
k=0

e imponiamo che (ricordare che v}/ = —k?vy):
+o0
Up — Uy = Z (¢, (t) + KPck (t)] vp () = ta
k=0
e che

+oo
u(z,0) = ch (0) vk (z) = 1.
k=0
Sviluppiamo allora f (z) = « in serie di coseni. Si trova:

43R cos(2k +1
w=———ZM
2 T (2k+1)

con serie uniformemente convergente in [0, 7]. Confrontando le ultime tre equa-
zioni, occorre che i coefficienti ¢y () siano soluzioni dei seguenti problemi di Cau-
chy:
co (t) = 5t, co (0) = 1;
chy. (t) + 4k?eop (t) = 0, ek (0) =0, k> 1;
C/2k+1 (t) + (2k + 1)262k+1 (t) = —%mt, Cok+1 (0) = 0, k Z 0.
Risolvendo, si trova:
co(t) = T2 4 1;
Cok (t) = 0, k > 1;
_ 4 1 —(2k+1)%t
C2k+1 (t) - _71'(2k+1)4 |:t + (2k+1)2 (e ( 7t — 1>:| ) k 2 0.

La soluzione &, dunque (Fig. 1):

+o0
u(z,t) = %tQ +1+ Z Cokt1 (t) cos (2k + 1) .
k=0

e Analisi della soluzione. Poiché
‘(e_(%"’l)zt - 1) cos(2k+ 1)z <2

deduciamo che la serie

T —R+1)%t _ g

2T cos (2k + 1) z,

k=0
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375 7

25 7

12.5 7

-12.5 7

Figura 1. La soluzione del problema 2.5 per 0 < < 3, 0<t < 3.

le serie delle derivate parziali prime e seconde rispetto ad x

T k)%t g T —2k+1)%t
72758111(2]{7‘#1)33, fzizlcos(%ﬂrl)x,
i (2k+1) i (2k+1)

e la serie della derivata parziale rispetto a t,

f e~ (2k+1)%¢

- Y ————cos(2k+1)x,

= 2k +1)
sono tutte uniformemente convergenti in [0, 7] x [0, 00). Queste derivate si possono
percio scambiare col segno di somma e quindi u ¢ di classe C? in [0, 7] x [0, 00). In
particolare segue che u ¢ soluzione dell’equazione di diffusione in (0, 7) x (0,00) e
assume i dati con continuita.

Problema 2.6. (Cauchy-Neumann, non omogeneo). Risolvere, usando il me-
todo di separazione delle variabili, il seguente problema:

(2, t) — Ugg(z,t) =0 O<z<mt>0
u(z,0) =0 0<z<m
g (0,8) =0, ug(m,t)=U t>0.

Se U # 0, puo esistere una soluzione stazionaria e, = oo ()?

Soluzione

Si tratta di un problema di Cauchy-Neumann con condizioni al bordo non omo-
genee. Per usare il metodo di separazione delle variabili, conviene riportarsi a
condizioni omogenee ponendo

w(z,t) =u(z,t) —ov(x)
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dove v, (0) = 0 e vy () = U. Per esempio si pud scegliere
Uax?
La funzione w & soluzione del problema non omogeneo
wi(x,t) — Wee(z,t) =U/m 0<z<m t>0
w(z,0) = ~Ux? /27 0<z<m
we(0,t) =0, wy(m,t) =0 ¢>0.

Come nel problema 2.5, date le condizioni di Neumann omogenee, scriviamo

w(x,t) = C()T(t) —|—ch (t) cos kx
k=1

15

in modo che le condizioni di Neumann siano (formalmente) soddisfatte. Dobbiamo

determinare i coefficienti ¢ (t) in modo che

12 oo
Wy — Way = C()T(t) + Z[cﬁg (t) + k2ck ()] cos ka = v
k=1

0)  «— Ua?
w (z,0) = COT() —|—ch (0) coskx = —%.
k=1

. . . 2 . . . . .
Scriviamo lo sviluppo g (z) = 5% in serie di coseni. Si trova

U U [x2 (-1
o %{54—4; 2 coskx

con la serie uniformemente convergente in [0, 7]. Confrontando le ultime tre for-

mule, occorre che i ¢ (t) siano soluzioni dei seguenti problemi di Cauchy:

2U Un
/t:— O:——'
hit) ==, 00 ==
2U (—1)"*
¢ (t) + k?ex (t) = 0, Ck(o):7 72 y k>1
Si trova:
C(t)—gt—@'
QU(_1)+ K>t
Ck(t)—7 12 5 kZl

d
d
&l\')
d
3
[\~}
d
NE

k
(_1) i e*k%

1) u@n= e 28 UT )

k=1

coskzx.

Se U # 0 non puo esistere una soluzione stazionaria ues, = U (), in quanto

dovrebbe essere soluzione del problema u” (x) = 0, u._ (0) = 0, u/

questo problema non ha soluzione.

(r) =U, e
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Figura 2. La soluzione del problema 2.6 (U = 7).

o Analisi della (14). La serie ¢ uniformemente convergente in [0, 7] x [0,00) e
quindi » & ivi continua. Le derivate di qualunque ordine si possono scambiare col
segno di somma [0, 7] X [to, 00) per ogni ¢y > 0 e quindi u ¢ soluzione dell’equazione
di diffusione in (0, 7) x (0, 00).

Problema 2.7. (Misto Neumann-Robin). Una sbarra di materiale omogeneo,
avente lunghezza L, é isolata lateralmente ed all’estremo x = 0. L’altro estremo é
soggetto a radiazione secondo la legge di Newton (il flusso di calore dall’estremo
é proporzionale alla differenza della temperatura u e quella dell’ambiente, uguale
ad U).

a) Scrivere il modello matematico per l’evoluzione di u per t > 0.

b) Usando il metodo di separazione delle variabili, risolvere il problema, sup-
ponendo g € C* (R), periodica di periodo L. Analizzare il comportamento per
t — +00.

Soluzione

a) Posto D il coefficiente di risposta termica della sbarra, v > 0 il coefficiente
di proporzionalita che compare nella legge di Newton per 'estremo x = L e g la
distribuzione di temperatura all’istante ¢ = 0, si ha il problema di Robin:

ug(x,t) — Dugye(x,t) =0 O<z<L,t>0
u(z,0) = g(x) 0<z<L
uz(0,) =0 t>0.

Um(Lvt) = _V(U(Lvt) - U)



2 Problemi risolti 17

b) Visto che la condizione di Robin in 2 = L & non omogenea, poniamo z(x,t) =
u(z,t) — U. La nuova incognita soddisfa il problema omogeneo

zt(x,t) — Dzge(x,t) =0 0<z<L,t>0
z2(z,0) =g(x) = U 0<z<L
25(0,8) =0

aolLot) = —y2(Lt) 7Y

Cercando soluzioni del tipo z(z, ¢) = v(x)w(t) ci troviamo a dover risolvere ’equazione
w' (t) = ADw (t) =0
con integrale generale
w(t) = CeMPt C e R,
e il problema agli autovalori
v (x) + No(z) =0
(15) v'(0) =
V(L) = —yv(L).
Distinguiamo tre casi:
Caso A=y? > 0. Si ottiene
v(z) = Cre!” 4+ Cae™ M

e poi

/LCl - /LCQ =0
{ (n+7)ett Cr— (p—v)e " Cy = 0.

Essendo” 11 [(p + y)ett — (u—~)e #E] #£ 0, si ottiene Cy = Cy = 0.

Caso A\=0. Abbiamo
v(z) = Cy + Caz,
che, date le condizioni di Robin, fornisce C; = Cs = 0 e cio¢ ancora la soluzione
nulla.

Caso A=—p? < 0. Abbiamo
v(x) = C4 cos px + Cy sin px.

Poiché
v'(z) = —pCh sin px + pCs cos px
la condizione v'(0) = 0 implica Cy = 0, mentre la condizione v'(L) = —yv(L)
implica
psin uL = vy cos uL
ossia
_7
(16) tanul = —.
1

SInfatti e2#L > (u—~) / (u+~) per ogni p,v > 0.
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Ponendo s = uL, la (16) equivale a tans = yL/s. In Figura 3 si vede che, per
s >0, 1 grafici della tangente y = tan s e dell’iperbole y = yL/s si intersecano in
infiniti punti che indichiamo con 0 < s; = ;L < s3 = oL < .... Si noti che
(n—1m<p,L<nrm

e quindi u,, ~ nw/L per n — oo. Ne segue che anche tan u,, L e sin u,, L tendono a
zero per n — oo. Troviamo cosi gli autovalori

Figura 3.
S
2
e le autofunzioni v, (z) = C cos u,,z. La candidata soluzione ¢, dunque,

+oo .
z(z,t) = E ane” Pt cos i, .
n=1

La condizione iniziale impone che
“+oo
z(m,O):Zancosunx:g(x)—U, 0<z<L.

n=1

Ora, il problema (15) & un problema di Sturm-Liouville regolare® e pertanto le
autofunzioni v, () = cos p,,x hanno le proprieta di ortogonalita

/L () () 0 m;«én
Un (T) Uy z)dr = sin(2u,, L
0 —§+ 4:n ):Bn m=n.

Si noti che 3,, — L/2 se n — oo. Se g € C* ([0, L]), si pud scrivere
+0oo

g(x)=U =" gncosp,z

n=1

6 Appendice A.
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dove
1 L
(17) =7 / lg (x) — Ul cos p,,x d.
n J0O
Troviamo cosi
—+oo
(18) z(x,t) = Z gnefD“it COS [, T
n=1

ed infine u (z,t) = z (z,t) + U.

e Analisi della (18). Ricordiamo che p,, ~ nw/L. Ne segue che anche tan u, L e
sin p,, L tendono a zero per n — oo. Inoltre, 8,, — L/2 se n — co. Abbiamo allora,
date le ipotesi su ¢:

1 L
Ign|§ﬂ—/0 9 (@)~ U| do< M

‘gne_D“it cos ,unx‘ < Me=Drat,

La serie (18) @& percio uniformemente convergente in [0, 7] X [tg,00) e le derivate
di qualunque ordine si possono scambiare col segno di somma, per ogni tg > 0; u
¢ dunque soluzione dell’equazione di diffusione in (0,7) x (0,00). Per t — +00 si
ha z (z,t) — 0, uniformemente in [0, 7], e quindi u (z,t) — U.

Problema 2.8. (Problema ai valori finali; equazione backward). Sia v soluzione
del problema ai valori finali:
wp (2, 8) — gy (2,80) =0 O0<z<m0<t<T
(19) w(z, T) = g(x) 0<z<m
w(0,t) = u(m,t) =0 0<t<T.
a) Mostrare che il cambio di variabile t = T — s riduce il problema (19) per
I’'equazione forward in un problema ai valori iniziali per ’equazione backward.

b) Risolvere (formalmente) con la separazione di variabili, indicando sotto
quali ipotesi sul dato g la formula trovata é effettivamente una soluzione del
problema.

c) Usando il dato iniziale g, () = % sinnz, mostrare che non c’¢ dipendenza
continua dai dati.
Soluzione
a) Ponendot =T —sewv(z,s) =u(z,T —s), si ha
v (z,8) = —us (T'—5) e v(z,0)=u(z,T),
per cui il problema per v é:

Vs(2,8) + Vge(2,8) =0 O0<z<m0< s<T
v(z,0) = g(z) 0<z<m
v(0,s) =u(l,s) =0 0<s<T



20 1 Diffusione

dove 'equazione & backward e dove g € un dato iniziale.

b) Esattamente come nel problema 2.2, si trova la formula seguente per la can-
didata soluzione

(o) (o)
u(x,t) = Z crvg (x,t) = Z cwe T sin ka.
k=1 k=1

Questa volta, occorre scegliere i coefficienti ¢, in modo che u(z,T) = g(z) e
quindi, se

g(x) = gesinka,
k=1

deve essere

Cr = gkesz.
Si trova, infine,
(o) (o)
(20) u(x,t) = Z crvg (x,t) = Z gre™ T gin ka.
k=1 k=1

Rispetto al caso dei valori iniziali, si nota che ora ’esponenziale, essendo 1’esponente
positivo per t < T, “gioca contro” la convergenza. Per assicurare la possibilita di
derivare sotto il segno di somma e quindi di controllare che la (20) sia effettiva-
mente una soluzione, occorre che i coefficienti g, tendano a zero molto rapidamente.
Una ipotesi sufficiente per poter effettuare le operazioni indicate ¢ che

oo
2
(21) Z|gk|ekT<oo.
k=1

In particolare, la (21) implica che g = o (k~™) per ogni m > 1 ossia che g deve
essere prolungabile come funzione dispari, periodica di periodo 27, e almeno di
classe C*° (R). Cio non &, in realta, sorprendente se si pensa che, nel problema
forward, anche partendo da un dato iniziale irregolare per ¢t = 0, la soluzione &
di classe C*° (R) immediatamente per ¢ > 0, almeno in 0 < z < 7; il dato finale
deve dunque tener conto dell’effetto fortemente regolarizzante dell’equazione di
diffusione.
¢) Scegliamo come dato finale

1 .
gn (x) = —sinna.

La (20) da
1
U (z,t) = — e (T~ sin na.
n
Poiché
90 (@) = = [sinna] < ~
gn T n - n’

gn — 0 uniformemente in R, per n — oo; d’altra parte, se n = 2m + 1

Up, (:O)‘ = le”zT — 00
2 n
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per n — oo. Ne segue che la soluzione non dipende con continuita dai dati ed il
problema non ¢ ben posto.

2.2. Uso del principio di massimo

Problema 2.9. (Principio di massimo). Sia u soluzione del problema
we(x,t) — uga(x,t) =0 O<z<1,t>0
u(z,0) = sinmx 0<z<1
u(0,t) = 2te! =t u(1,t) =1 —cosmt t>0
continua® nella semistriscia S = [0, 1] x [0, 00).
a) Provare che u é non negativa.

b) Trovare una limitazione superiore per i valori u (%, %) eu (%, 3).

@Si noti che i dati si raccordano in modo continuo.

Soluzione

a) La frontiera parabolica 0,5 della striscia ¢ I'unione delle semirette z = 0,
x=1,¢t> 0 e del segmento 0 < z < 1, sull’asse = (¢ = 0). Per il principio di
massimo, u ¢ non negativa in tutta la striscia se u > 0 su 0,5. Sulle semirette
si ha 2te™* > 0, e 1 — cosmx > 0; anche il dato iniziale sin 72 & non negativo.
Concludiamo dunque che v > 0 in S.

b) Sempre per il principio di massimo, il valore u (% %) non 5upera il massimo
dei dati sulla frontiera parabolica del rettangolo Sy, = [0,1] x [0, 1) data da

0<z<1,t=0}U a::o,ogztg1 U :c:l,ogtgl .
{ 8 8

Il massimo del dato iniziale e di 1 —cos 7t & uguale a 1. Il grafico di 2te! = (indicato
in figura 4) presenta un massimo globale pari a 2 in ¢ = 1; nell’intervallo [0, 1/8]
il suo massimo & /8 /4 ~ 0.599 72 < 1. Possiamo solo dire che u (2, 8) < 1. Con
lo stesso ragionamento si ricava u ( 3) < 2. In realta, si puo dire che u (z,t) < 2
in tutta la striscia S.

Figura 4. Grafico di 2te' ™.
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Problema 2.10. (Comportamento asintotico). Sia w soluzione continua nella
semistriscia S = [0, 1] x [0,00) del problema

up (2, 8) — Uuge(z,6) =0 0<z<1,¢>0
w(z,0) =z(1 — x) 0<z<1
w(0,t) = u(1,t) =0 t>0.

Dopo aver mostrato che u é non negativa, determinare due numeri positivi o, 3,
in modo che

u(z,t) < w(x,t) = ax(l — x)e Pt
Dedurre che u(z,t) — 0 uniformemente in [0, L] per t — +oc.

Soluzione

Cominciamo col dimostrare che u > 0. A tale scopo ricordiamo che, in base al
principio di massimo, ¢ sufficiente controllare che v > 0 sulla frontiera parabolica
0pS della semistriscia S. Infatti, per ¢ = 0, u(x,0) = z(1 — z) che ¢ nonnegativa
in [0, 1]. Inoltre v = 0 sui lati x = 0 ¢ z = 1. Dunque, u > 0.

Per determinare i parametri in modo che w sia maggiore di u, ’idea ¢ di applicare
ancora il principio di massimo, stavolta alla funzione continua v = w — u. Piu
precisamente, cerchiamo o, 8 in modo che v > 0 su 9,5 e che sia una soprasoluzione
(cioé vy — vy > 0). Abbiamo:

w(z,0) = ax(l — )
wi(z,t) = —afz(l —z)e Pt

Wy (1,1) = —20e™ Pt
per cui:
Ut(mat)_vzz(mat) :Oé(2—ﬁl‘(1—$))€_5t 0<z < 1, t>0
v(z,0) = (e — 1)z(l — ) 0<z<1
v(0,t) =v(1,t) =0 t>0.

Determiniamo 8 > 0 in modo che
2—px(1—x)>0.
Poiché¢ z(1 — z) < 1, si ha

2—ﬁm(1—m)22—iﬁ

e quindi & sufficiente scegliere 0 < 5 < 8. Controlliamo ora il segno di v su 9,S.
Sui lati di S si ha v > 0, mentre per ¢t = 0,

v(z,0) = (a—1)z(l—2) >0

se a > 1. Pertanto, v > 0 su 9,5 se a > 1.

Riassumendo, per a > 1 e 0 < § < 8, v & soprasoluzione non negativa. Con
queste scelte si pud quindi applicare il principio di massimo a v, ottenendo la sua
non negativita. Si ha percio

e

0 <u(z,t) < ax(l—z)e Pt < Ze_ﬂt
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essendo x(1 — z) < 1/4. Poiché 8 > 0, e #* — 0 per t — oo e quindi u(z,t) — 0
uniformemente in [0, 1] per t — +o0.

Problema 2.11. (Stato stazionario e comportamento asintotico). E dato il pro-
blema

(T,t) —uge(z,t) =1 0<2x<1,t>0

z,0)=0 0<z<l1

0,t) =u(l,t) =0 t>0

g

ul
(

e

a) Determinarne la soluzione stazionaria u® = u® (x) che soddisfa le condizioni
al bordo.

b) Mostrare che u(z,t) < u®(x) pert > 0.
c) Determinare 3 > 0 in modo che u(z,t) > (1 — e Pt)u(x).
d) Dedurre che u(z,t) tende a u®(x) per t — +o0o, uniformemente su [0, 1].

e) Controllare il risultato risolvendo il problema con il metodo di separazione
delle variabili.

Soluzione

a) Ricordiamo che si dice stazionaria una soluzione che non dipende dal tempo (e
quindi tale che us(z,t) = 0). Si tratta quindi di trovare una funzione u®(x) = ¢ (x)
tale che

{ () =1, 0<z<l,
$(0) = ¥(1) =0.
La soluzione ¢é la parabola
1
u’(x) = E:E(l — ).
b) Poniamo v(x,t) = u®(z) — u(zx,t). Allora
ve(x,t) — vgp(z,t) =0, 0<z<l,t>0.

Essendo u continua nella chiusura della striscia S = [0, 1] x (0, 00), per dimostrare
che & non negativa, il base al principio di massimo & sufficiente controllare che i
dati iniziali e ai lati sono non negativi. Infatti v(0,t) = v(1,t) =0set>0e

1
v(z,0) = 59:(1 —z) >0,
se 0 <z < 1. Dal principio di massimo deduciamo dunque, v > 0 ossia u® > u.
c¢) Come nel problema 2.10, poniamo w(x,t) = u(z,t) — (1 — e Pt)u*(x) e cer-
chiamo 8 > 0 in modo che w > 0 su 9,5 e che sia una soprasoluzione. Essendo
OU(1 = Pty (a)] = — (1l — )"
Oz [(1 = eiﬁt)us(x)] = —e~ Pt
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si ottiene
wi(z,t) — wey(x,t) = l—l—e_Bt(l—gm—l—ng) 0<z<1,t>0
w(z,0) =0 0<z<1
w(0,t) =w(1,t) =0 t>0.

Si tratta quindi di trovare i valori di 8 che rendono non negativo il secondo mem-
bro dell’equazione. A quel punto I'applicazione diretta del principio di massimo
fornisce la non negativita di w e la disuguaglianza richiesta. Il secondo membro
dell’equazione differenziale ¢ nonnegativo se

1+e P11+ ﬁxQ > e_'gtﬁx.
2 2
Essendo gxe’m < g per 0 <z <0 et >0, ésufficiente richiedere
p
1>=
-2
ossia 8 < 2.
d) Sia 8 < 2. Si ha, allora:
(1 — e )u(2) <ulz,t) <u’(w),
cioé
0 < u'(x) —u(z,t) < e Plu’(z).
Di conseguenza

1
sup |u®(z) —u(z,t)| < sup e Plui(z) < se P -0 per t — +o0.
z€[0,1] z€[0,1] 8
Quindi u(z,t) — 0 uniformemente in [0, 1] per ¢t — +o0.

e) La soluzione ¢ della forma
1 o0
w(x,t) = 2% (1—-2)+ Z cwe T sin 21k
k=1
dove i ¢; sono scelti in modo che

1 o0
w(z,0) = 2% (1-2z)+ ;—1 ¢k sin 2mkx = 0.
Si vede comunque che

1
w(x,t)—i:n(l—x) < Se”! — 0, per t — o0,

oo
dove S = Z |ex|, convergente poiche il dato iniziale & regolare in [0,1] e si annulla

. k:.z 1
agli estremi.

Nota. Nel prossimo esercizio si mostra che se una soluzione dell’equazione di
diffusione ha un massimo o un minimo in un punto (xo, tg) sulla superficie laterale
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di un cilindro, la derivata u, non si pud annullare in (xg, o). Questo risultato &
noto come principio di Hopf.

Problema 2.12**. (Principio di Hopf). Sia u soluzione di
up(x,t) — ugg(z, ) =0
nel rettangolo Sy = (0,1) x (0,T), continua in Sp. Assumiamo inoltre che
uy (x,t) sia continua in [0, 1] x (0,T].
a)Sia0<ty<Te
u(z,t) >m, per0<z <1 0<t<t,.
Infine, sia u(0,tp) = m. Mostrare che u,;(0,tp) > 0 (non pud annullarsi)”.
b) Dedurre che se u é soluzione del problema di Neumann
ut(x,t) — ugy(z,6) =0 in St
u(z,0) = g(x) 0<z<1
Uy (0,8) =uyx(1,6) =0 0<t<T,
allora

min g = miny < maxu = maxg
[0,1] S St [0,1]

e u é 'unica soluzione.
%Suggerimento: osservare che la funzione

e’ —1

z(z,t) =

si annulla per £ =0 e 2, (0,t) = 1/e > 0

Soluzione

a) Poniamo anzitutto v = v —m in modo che v (0,20) =0ewv >0se 0 <z <1,
0 < t < tg. L’idea & di trovare una funzione w tale che sia minore di v in un intorno
di (0,9), che si annulli in (0,%y) e che wy (0,%9) > 0. Infatti, in tal caso si avrebbe:

v (h, to) —v (O, to) w (h, t()) —w (O, to)
>
h h
e passando al limite per h — 0% risulterebbe

vz (0,t0) > wy (0,t) > 0.

Scegliamo come intorno di (0, o) il rettangolo

1 to
o= (03)(3)

et —1

Osserviamo che la funzione

2(z,t) =
si annulla per = 0. Inoltre, in @ si ha

ogzg\/é_l
e

a,
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1
z (0,t0) = ° >0,

Zpw = €771 > 0.

Sia mg (> 0) il minimo di v sui lati z = 1/2 e t = t(,/2 di Q. Poniamo

Allora w & sottosoluzione nonnegativa dell’equazione di diffusione, minore di v sulla
frontiera parabolica di @, si annulla per z = 0 e w, (0,%y) = #’l‘oé > 0. Abbiamo
trovato w con le caratteristiche desiderate.

b) Proviamo che minjg ;; ¢ = ming u. Il caso del massimo & analogo. Supponiamo
che minjg 1) ¢ > ming_ u. Allora, per il principio di massimo, il minimo di u in St
deve essere assunto in uno o piu punti sui lati di St. Se (0,%) oppure (1,ty), con
0 <ty <T,¢il punto di minimo con coordinata ¢ minima, allora, per il punto a)
dovrebbe avere derivata spaziale non nulla; ma questo contraddice le condizioni
omogenee di Neumann.

Infine, 'unicita della soluzione del problema di Neumann segue dal fatto che la
differenza tra due soluzioni con gli stessi dati avrebbe dato iniziale nullo.

2.3. Applicazioni del concetto di soluzione fondamentale

Problema 2.13. (Sorgente puntiforme, non istantanea). Una sostanza inqui-
nante di concentrazione u = u(x,t) (massa per unita di lunghezza) diffonde,
con coefficiente di diffusione D, lungo un canale stretto (l'asse z). In z = 0 ¢
presente una sorgente di inquinante di intensita ¢ = q(t) (massa al secondo per
unita di lunghezza) dove

0 t>T.

Determinare la concentrazione di inquinante nel punto x = 0, al tempo t, e il
suo andamento asintotico per t — oo.

q(t):{ Q 0<t<T

Soluzione

Per t < 0 la concentrazione & nulla; per ¢ > s, ricordiamo che I'p(0,t — s)
rappresenta la concentrazione in z = 0, al tempo ¢, dovuta ad una sorgente di
intensita unitaria situata in x = 0 all’istante ¢ = s. Se la sorgente al tempo t = s
ha intensita ¢(s), il suo contributo alla concentrazione in x = 0, al tempo ¢ &

0 t<s
_ - 1
A7 D(t — s)

La somma dei contributi al variare di s < ¢ da

+oo
u(0,t) = /0 I'p(0,t — s)q(s) ds.
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Di conseguenza, se t < T,

u(O,t):/O QFD(O,t—s)ds:\/M_D/O \/tl__s f?_\/

mentre, se t > T,

u(O,t):/O T (0, )ds—WM_D/O s \/_\[ Vi=T).

Per t — o0, si ha:

[\[ ViTT] = T 27 1

u(0.2) = Nt v R

Figura 5. Andamento della concentrazione u (0,¢) nel problema 2.13.

Problema 2.14. (La funzione errore). Trovare tutte le soluzioni dell’equazione
u(z,t) — Dugy(x,t) = 0 aventi la forma

w(z,t) = v <%) .

Utilizzare il risultato per ritrovare la funzione I'p(z,t).

Soluzione

Si tratta di sostituire nell’equazione. Per comodita di notazione, poniamo

@ o6 w91 P

= — da cui si ottiene — = — , = , ==
¢ Vit ot 20/t O\t Ox?

Abbiamo percio:

T —iv’ U (T :11}”
ut(x,t)=—mv(£), ux(x,t)—ﬁ (€), U (@, t) = 20" (€)
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e quindi deve essere

~ 57 (O = DO =0,

S/ (€) 40 (€)= 0

Questa ¢ un’equazione ordinaria lineare, del prim’ordine rispetto all’incognita v,

che fornisce
52
76 =Cexr (—35).

da cui, integrando ulteriormente,

I 7D
v(&) =Cy —I—Cz/exp <_ﬁ) =C +Cz/ e * dz.
0

7

cioe

Definiamo

erf(x \/_ / = dz (funzione degli errori di Gauss),
e cosl possiamo scrivere

x
u(x,t) =C1+ Corerf | —— | .
()= vt Cuert ()
Ponendo Cy = % si ha
I'p (z,t) = uz(z, t).

Nota. La funzione errore ¢ invariante rispetto al cambio di variabili (dilatazioni
paraboliche) z +— Az, t — A2t; queste soluzioni si dicono autosimili (selfsimilar
solution) e sono molto utili quando anche il dominio ed i dati sono invarianti per
dilatazioni paraboliche (si veda I’Esercizio 3.11).

05T

Figura 6. La funzione erf (z).

7(37'f sta per error function.
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Problema 2.15. (Barriere assorbenti e condizioni di Dirichlet; metodo delle
immagini). Consideriamo la passeggiata aleatoria simmetrica® unidimensionale
di una particella di massa unitaria, inizialmente nell’origine. Siano h e T, i passi
spaziale e temporale, rispettivamente, e sia p = p (z,t) la probabilita di transi-
zione®. Supponiamo che una barriera assorbente sia posta in L = mh > 0. Con
cio si intende che, se la particella si trova in L — h al tempo t e si muove verso
destra, al tempo t + T viene assorbita e si ferma in L. Si chiede:

a) Quale problema risolve p = p (z,t) quando si passa al limite per h,7 — 0,
mantenendo h?/7 =17

b) Trovare 'espressione analitica di p.

c¢) Mostrare che, nel moto limite, la particella raggiunge L in tempo finito con
probabilita 1; osservare, in particolare, che, per t > 0,

L
/ p(x,t)dx < 1.

—00

“[S], Capitolo 2.
Ossia la probabilita che la particella si trovi in « al tempo ¢.

Soluzione

a) Trattandosi di una passeggiata simmetrica, la densita limite p & soluzione
dell’equazione

1

bt — Epmm =0

per x < L e t > 0; poiché parte dall’origine, si ha
p(x,0) =46

in (—oo, L). Per analizzare che cosa succede in x = L, usiamo la condizione di
assorbimento, in base alla quale, la particella che si trova in L—h al tempo t+7 puo
provenire solo dal punto L — 2h con probabilita 1/2. Dal teorema delle probabilita
totali, abbiamo dunque,

1
(22) p(L—h,t+7):§p(L—2h,t).
Se passiamo al limite per h,7 — 0, troviamo che deve essere
p(L,t)=0

e cioé una condizione di Dirichlet omogenea.

b) Per trovare p (z,t), usiamo il metodo delle immagini che consiste, anzi-
tutto, nel sistemare un’altra barriera assorbente nel punto 2L, simmetrico dell’origine
rispetto ad L. Sfruttando la linearita dell’equazione del calore, consideriamo la
differenza delle soluzioni fondamentali con condizioni iniziali § (x) e § (x — 2L)
rispettivamente:

(23) p? (z,t) =T (z,t) =T (x — 2L,t) =T (2,t) — T (2L — x,t) .



30 1 Diffusione

La p? cosi definita ¢ precisamente la soluzione cercata, in quanto, per —oco < = < L,
si ha

p* (2,0) =T (2,0) ~T (2L — 2,0) =6

p(L,t) =T (L,t) — T (L,t) = 0.

c¢) Indichiamo con X (t) la posizione della particella al tempo ¢ e con Ty, il
primo istante in cui la particella raggiunge il punto L. Ty, & una variabile aleatoria
definita precisamente dalla formula

T, = irslf{X(s) =L}.

Vogliamo mostrare che la probabilita dell’evento {7}, < co} & uguale a 1. Cio segue
se facciamo vedere che

Prob{TL >t} — 0set— oo.

Ora, l'evento {17 >t} si verifica se e solo se, al tempo ¢, la particella si trova
nell’intervallo (—oo, L), (quindi, in particolare, non ha ancora raggiunto L). La
probabilita di trovarsi nell’intervallo (—oo, L) &

L
Prob{T; >t} = / p? (z,t) dz

oo

- /L 0 (2,8) — T (z — 2L, 1)] dz

oo

1 L [ a2 ’(I_QL)Q]d
= é 2t — e 2t €T
V2mt /700
I 2
= e 2t dx
V21t /7L

Vo 1 v
Tz = 2ty) = —/ e Y dy.
( ) NI

Se ora t — o0,

Prob{Tr, >t} — 0.
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Problema 2.16. (Problemi sulla semiretta; metodo di riflessione). Sia g :
[0,+00) — R una funzione continua e limitata.

a) Trovare una formula per la soluzione del seguente problema
up(x,t) — Dugy(z,t) =0 >0,t>0
u(z,0) = g(x) x>0
u(0,t) =0 t >0,
estendendo il dato iniziale in modo dispari ed usando la formula per il problema
di Cauchy globale.
b) Trovare una formula per la soluzione del problema
us(x,t) — Dugy(z,t) =0 >0,t>0
u(z,0) = g(x) x>0
uz(0,¢) =0 t>0
estendendo il dato iniziale in modo pari ed usando la formula per il problema di
Cauchy globale.

¢) Mostrare che le formule trovate danno I'unica soluzione limitata dei due
problemi.

Soluzione

a) In questo caso estendiamo g in modo dispari, ponendo

{ glz) x>0

—g(-z) 2<0 (riflessione dispari).

Si osservi che la funzione cosi definita & continua su R solo se g(0) = 0. Conside-
riamo il problema di Cauchy globale

up(x,t) — Dugy(z,6) =0 z€R,t>0
u(z,0) = g(z) z € R.

La soluzione risulta essere, per ogni z € R et > 0,

(o t) = /R T —y,)3(y) dy

+oo 0
= / Ip(z—y,t)g(y) dy — / Ip(r —y,t)g9(~y)dy
0

— 00

+oo +oo
= / I'p(x —y,t)g(y) dy—/ Ip(z+y,t)g(y) dy
0 0

dove nell’ultimo integrale abbiamo scritto y al posto di —y e scambiato gli estremi
di integrazione. Sia ora u(z,t) la restrizione della funzione @ sul primo quadrante.
Dal calcolo precedente si ottiene

+o0
(24) ul, 1) = / To (e —4.t) ~ T +y,1)] o(y) dy.

o Analisi della (24). Chiaramente u ¢ limitata e risolve ’equazione del calore nel
quadrante x > 0, ¢t > 0. Inoltre, essendo I'p una funzione pari rispetto alla variabile
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spaziale, si ha®
+o0o
w0.0)= [ Co(-5,t) = To(u.0)] glu)dy =0 per oguit > 0.
0
Quindi u soddisfa anche la condizione di Dirichlet sulla semiretta = 0. Ponendo

() >0 _ 0 x>0
g+(m):{90 z<0 9 (m):{g(—x) x <0

si puo scrivere
+o0o

u(z,t) =ut (z,t)—u" (z,t) = / Lp(z—y,t)g* (y) dy— / Ip(z—y,t)g™ (y) dy.

— 00 — 00

+o0o

Ne segue subito che, per ogni xg > 0, se (z,t) — (z,0) si ha
ut (z,t) — g(x0), e u™ (z,t) — 0,

essendo g continua in xg. Dunque u é continua nella chiusura del quadrante, tranne
eventualmente l'origine e in particolare u (z,0) = g(z), * > 0. La continuita
nell’origine si ha se e solo se g(0) = 0. Infatti, solo in questo caso, entrambe g* e
g~ sono continue in x = 0.

b) La strategia & perfettamente analoga a quella del punto precedente. Esten-
diamo perd ¢ in modo pari, ponendo

(m):{ g@) x>0

g(—z) <0 (riflessione pari).

7
e consideriamo il problema di Cauchy globale con dato g. La soluzione & data da

a(et) = /R T (e —y,0)j(y) dy =

+oo 0
/ Ip(z —y,t)g(y) dy + / Ip(z —y,t)g(—y)dy =
0

—0o0

+00 Foo
= / Ip(z —y,t)g(y) dy + / Ip(z +y,t)g(y) dy.
0 0

Indichiamo con u(x, t) la restrizione della funzione @ sul primo quadrante. Si ottiene

+oo
(25) uli, 1) = / Tp(—y,t) + Tp(z +4.8)] 9(y) dy.

o Analisi della (25). Come prima, u & limitata e risolve I’equazione del calore
nel quadrante x > 0,¢ > 0. Osserviamo che g & continua anche in x = 0, per
cui u assume con continuita il dato di Cauchy su tutta la semiretta x > 0. Per
controllare la condizione di Neumann, dobbiamo calcolare u,(0,t). Osserviamo che

1 (x+y)? Tty
0, +y,t) =0, ——— | = ———=T +y,t
D(x Y ) \/mexp( ADt 2D+t D(x Y )

8Non ci sono problemi nel passare al limite per  — 01, quando ¢ > 0.
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e quindi, calcolando in = = 0,

e
0:I'p(+y,t) = ¢2DtFD(y,t)-

Ora, per t > 0 si puo derivare sotto il segno di integrale, ottenendo

u5(0,1)

+o0
/0 0.Tp (=9, 8) + 0, Tp(y, lg(y) dy

too g
/O 557 T (w:1) = To(y,)]g(y) dy
- 0

c) Se esistessero due soluzioni limitate, il procedimento di riflessione produrrebbe
due soluzioni limitate dello stesso problema di Dirichlet globale, in contraddizione
con la teoria generale.

Nota. Le funzioni

'y (z,y,t) =Tp(x —y,t) —Tp(z+y,t)

Fg (z,y,t) =Tp(z—y,t) + Tp(z +y,t)

si dicono soluzioni fondamentali per i problemi di Cauchy—Dirichlet e di Cauchy—
Neumann per il quadrante t > 0, x > 0.

Figura 7. T, (z, ) ' =14 (z = 1,t) = Tyja(z + 1,1).
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Figura 8. Fj/4 =Ty/4(x—1,¢) +T1ja(z+1,1).

Problema 2.17. (Metodo di riflessione per un intervallo finito). Adattando il
metodo di riflessione usato nel punto b) del problema precedente, dedurre una
formula per la soluzione del problema.

Uy — Dy, =0 O<z<L,t>0
(26) ug (2,0) = g () 0<z<L
ua:(O,%t) :um(lay7t) =0 ¢t>0

dove g ¢é continua in [0, L].

Soluzione

Date le condizioni omogenee di Neumann prolunghiamo prima ¢ in modo pari
sull’intervallo [—L, L], ponendo

g(z) = { glw) O=<z=<L (riflessione pari).

g(—z) —L<z<0

Estendiamo poi g a tutto R ponendola uguale a zero fuori dall’intervallo [—L, LJ;
infine, definiamo

—+oo

g (z) = Z g(x—2nL).

n=—oo

La g* & continua, periodica di periodo 2L e coincide con g su [—L, L]. Si noti che,
per ogni z, solo un addendo della serie & non nullo. Risolviamo ora il problema di
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Cauchy-Dirichlet globale con dato iniziale g* mediante la formula

+o0
(27) w(et) = / Tp (& —y,t) g* () dy

o0
+oo +o00
- | toG-y5- 2Ly

n=-—ooY

Ricordando che g (y — 2nL) & nulla fuori dall’intervallo (2n—1)L <y < (2n+1) L,
si puo scrivere

“+o00 (2n+1)L
u(x,t) = Ip(z—y,t)g(y—2nL)d L
(1) n;oo/@nl)L p@-105 )y(y%nL)Hy
+oo L
= ¥ [ To@-y-2mL0gd

+o0o L
= Z /0 Ip(x—y—2nL,t)+Tp(z+y—2nL,t)]g(y)dy

n—=—oo

/O Np (w,y,t) g (y) dy

dove

+oo
Np (z,y,t) = Z p(x—y—2nLt)+Tp(x+y—2nL,t)|.

n=—oo

La restrizione di u all’intervallo [0, L] ¢ la soluzione di (26). Controlliamo.
Dato iniziale. Dalla formula (27), u certamente ¢ soluzione dell’equazione di
diffusione inoltre, essendo g* continua, si ricava subito che, se xq € [0, L],

u(z,t) = g* (xo) = g (o) , se (,1) — (20,0).

Calcoliamo il flusso in & = 0; per ¢ > 0 si puo derivare sotto il segno di integrale,
per cui ¢ sufficiente verificare le condizioni di flusso sul nucleo Np; si trova:

9xNp (07 Y, t) =
1 =
= 357 > l(~y=2nL)Tp (y+2nL,1) + (y = 2nL) T (y — 2nL, 1)
n=—oo
1 =
= oDt > [=w+2nL)Tp (y+2nL,t) + (y+ 2nL)Tp (y + 2nL,1)]
n=—oo
= 0.

Per il flusso in x = L, si trova, cambiando opportunamente gli indici di sommatoria:

a-’END (La y7 t) =
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1 2
= 5 > (L—y—2nL)Tp(L—y—2nL,t)
1 2
+5p; > (L+y-2nL)Tp(L+y—2nL,t)

=0
per la simmetria di I'p. Le condizioni di Neumann sono dunque verificate.

Nota. La funzione Np = Np (z,y,t) si chiama soluzione fondamentale con
condizioni di Neumann, per Uintervallo [0, L]. Incidentalmente, poiché la soluzione
corrispondente al dato iniziale g () =1 & u (z,t) = 1, si deduce che

L
- / Np(z,y, t)dy.
0

In particolare, se |g (z)| < ¢, si deduce |u (z,t)| < €, mostrando un’idilliaca dipen-
denza continua di « dal dato iniziale.

Problema 2.18. (Principio di Duhamel). Consideriamo il problema di Cauchy—
Neumann

ut(w,t) — Dugy(x,t) = f(z,t) 0<z <L, t>0
(28) u(z,0) = 0<z<L
ug(0,t) = uzp(L,t) =0 t > 0.

Sia f continua per 0 < x < L, t > 0. Mostrare che, se v(z,t;7), cont > 7 > 0,
e la soluzione di

ve(2,t;7) — Dvgg (2, 857) =0 0<az<L,t>T
(29) U(Ia T;T) = f(ﬂ?,’]’) 0<z<L

v(0,87) = v (L, 5;7) =0 t>0

allora la soluzione di (28) é data da

) = /0 o, ti7) dr

Dare una formula esplicita ed esaminare la dipendenza continua di u da f.

Soluzione

Poiché f & continua per 0 < x < L, t > 0, dal problema precedente si deduce
che la soluzione del problema (29) & per ogni 7, 0 < 7 < ¢,

L
”("”’“):/o Np (@95t —7) f (4,7) dy
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ed & continua nello stesso insieme. In tal caso si ha, per ogni 0 < x < L, t > O:
t

ug (z,t) = v(m,t,t)—i—/tvt(x,t;r)dr:f(x,t)—l—/ ve(x, t;7)dr
0

0
t
Ugy (T,t) = /vm(x,t;T)dT.
0

Quindi

ug — Dugy = f (2,1) O<z<L,t>0
e inoltre u (z,0) = 0. Concludiamo che u ¢ soluzione di (28). Una formula esplicita
per u & la seguente:

t t oL
u(m,t):/o v(x,t;r)drz/o/o Np (z,y,t —7) f (y,7) dydr.

Una formula alternativa segue dal metodo di separazione delle variabili. Infatti,
per v(z,t;7) si trova la formula

fO() P —n27%(t—7)/L ﬁ
v(z,t;7) = 5 +;fk( e cos<Lx>

dove

for) = 7 [

L
fe(r) = %/0 f(y,7)cos (%x) dy,

/ fo(r dT—l—Zcos (—x)/ foe (T e’ m (=) Ly

e Dipendenza continua. Si noti che, essendo

L
/ ND(xayat_T)dyzl
0

da cui

pert > T, se
If(y,T) <e
per
0<7<T,0<y<L,
si ha:

|u<xt|<// Np (.t — ) |f (y,7)] dydr < Te

che mostra dipendenza continua su intervalli di tempo finiti.
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Problema 2.19*. Sia g limitata® (|g (z)| < M per ognix € R) e

u(x,t>:ArD<x—y,t>g<y>dy.

Mostrare che, se g é continua in xg, allora u (z,t) — g (zo) per (z,t) — (x0,0).

2
“Basta, in realta, che esistano due numeri C' ed A tali chelg (z)] < Ced®”".

Soluzione

Ricordiamo che fR I'p(x —y,t)dy =1, per ogni t > 0, z € R. Possiamo percio
scrivere

(30) u(a,t) — g (o) = /R I (2 —4.t) [g (v) — g (z0)ldy.

Fissato € > 0, sia 0. tale che, se |y — xg| < 20, allora

lg (y) — g (zo)| <e.

Scriviamo ora:

/FD(x—y,t)[g(y)—g(xo)]dy:/ dy+/ e dy.
R {ly—z0|<20: } {ly—x0|>28:}

Abbiamo:

/ e
{ly—=zol<24.}

Per il secondo integrale, osserviamo che, se |z — x| < 0. e |y — xg| > 2., allora
|z — y| > 0.; dunque, se |z — zg| < d. si puo scrivere:

s/ T (e —9,0) g (y) — g (@o)ldy < e.
{ly—mo|<26. } —

<e

/ oy < f Ip (2 —3,6) g (y) — g (o) |dy
{ly—wo|>26.} {ly—z|>éc} T
2M e—y)2
< — e~ "t dy = (y —r = Z\/47TDt)
VATDE J{|y—a|>5.}
1 too o,
< e ?dz—0 pert]O.

VT e
Concludiamo che, se |z — x| < . e t > 0 & sufficientemente piccolo,
u(z,t) — g (xo)| < 2¢

che é quello che si voleva dimostrare.
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2.4. Uso delle trasformate di Fourier e Laplace

Problema 2.20. (Trasformata di Fourier e soluzione fondamentale).
a) Usando la trasformata di Fourier rispetto ad x, ritrovare la formula per la
soluzione del problema di Cauchy globale

us — Dugy = f(2,t) —co<z<oo, t>0
u(z,0) =g (x) —00 < T < 0.

b) Sotto I'ipotesi che g ed f siano funzioni in L? (R) e L? (R2), rispettivamente,
precisare il significato della condizione iniziale.
Soluzione

Definiamo 4 (§,t) = [gu( Ye~#8d¢, trasformata di Fourier parziale di wu.
Allora u soddisfa (formahnente) 11 problema di Cauchy

{ U +DET=F(Et) t>0
u(€,0)=9()

£ e R, dove fé la trasformata di Fourier parziale di f. Si trova dunque
t
W60 =3O P+ [P ds =i (60 + B (6.
0

Ricordiamo ora che lantitrasformata dell’esponenziale =P8t & T'p (x,t) e che
I’antitrasformata di un prodotto ¢ la convoluzione delle antitrasformate; si ottiene
percio:

u (1) AFD<x—y,t>g<y>dy+/0 /er—y,t—s)f(y,s)ds

= wuy(x,t) +us (z,t).

o Analisi della condizione iniziale. Abbiamo proceduto formalmente; se g ed f sono
funzioni, per esempio, in L? (R) e L? (R2), le operazioni effettuate sono lecite ed
il dato iniziale u (x,0) & assunto “in senso L*”, cioe

lim [ [u(x,t) — g (x)]*dz = 0.

tl0 R

Infatti, per I'identita di Parseval, si ha
/ (2, 1) — g (@)2dz = / A (6.t) — g (€)1
R R
/ @ (6,0) — 5 ()2 de + / s (6,1) 2 de.
R R

Ora, per ogni K > 0, fissato, si puo scrivere:

[rmen-g©ra = [ | -1 gere

1€1>K |€1<K

IN
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R 2
Per il primo integrale si ha, essendo ‘e‘Dg t— 1‘ <4

L g4/ )P de <«
|€|>K

se scegliamo K = K|y abbastanza grande. Per il secondo, una volta fissato K = K,
si puo usare il teorema della convergenza dominata e concludere che, se t < t. — 0,
I < e. Pertanto uy (z,t) — g (z) in L? (R) per t — 0.

Analogamente, essendo e~ D& (t=9) <1se0 < s <t e, perla disuguaglianza di

Schwarz,
2
(/Ot\f@,s)\ds) St/;\f@,s)fds,

/R / [ DR (e, ) ds

Ot R ,
o ‘f(f,s)‘ ds de

si puo scrivere

2
dg

/ s (6,1) 2 de
R

IN

e quindi us (x,t) — 0 in L? (R) per t — 0.

Problema 2.21. (Condizioni di Dirichlet sulla semiretta).
a) Usando la trasformata-seno di Fourier, trovare una formula per una solu-
zione limitata del problema

up (2, t) — Upg(2,8) =0 x>0,t>0
(31) u(x,0) =0 x>0
u(0,t) = g (1) t>0,

dove g é continua, limitata e in L? (0, 00). Mostrare che é I'unica soluzione con
le proprieta indicate.

b) Provare che, senza la condizione g € L* (0, 00), il problema (31) non ha, in
generale, soluzione unica. (Le funzioni

wy (x,t) =€e"cos (2t +x) e ws(x,t)=e “cos(2t —x)

possono essere utili).

Soluzione

a) La trasformata-seno di Fourier rispetto a = & definita da:

S(u) (&) =U(Et) =2 /O " e, ) sin (€2) d.

™

Si noti che U ¢ una funzione dispari di €. Ricordando la formula

S () (6.1) = 260 (0,1) — €U (&),
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si deduce che U é soluzione del problema

{m@ﬂ+€U@ﬂ—%@u>£>at>o

Si trova
2 [t
Ut =2¢ [ g s
T Jo

Eseguendo la trasformata inversa, si ha:
u(z,t) = /000 U (&, t)sin(§x)dé = % /Otg (s) {/000 2¢e€ (1=9) sin(fm)df] ds
t 00 o0 2
= —/0 9(s) {[sin(ﬁx)e_éz(t_s)dg}o —:E/ e & (=) cos(éx)dﬁ} ds

7(t — ) 0

t o}
= %/0 % {/0 e & (t=s) cos(éx)dﬁ] ds.

Osserviamo che:

e 2 1 [ 2 . T 22
—ag S = — —ag”+ilw = —e 4a
/0 e cos(&x)dg 5 [me d¢ 1/4ae .

Sostituendo a =t — s, si trova, infine

(32) u(z,t) = 2%/0 . z(j))3/2 e*uf—fs) s,

o Analisi della soluzione**. Occorre controllare che la (32) sia effettivamente so-
luzione limitata del nostro problema. Lasciamo al lettore la dimostrazione della
limitatezza cominciamo col verificare che é soluzione dell’equazione differenziale
nel quadrante x > 0,¢ > 0. Osserviamo che u si pud riscrivere nella forma piu
significativa seguente:

u(z,t) :—2/0 Ty (z,t —5)g(s)ds

dove

1 x?
I‘(a:,t):\/ﬁexp T

¢ la soluzione fondamentale per 'operatore 9y — O,,. Il nucleo I';, (z,t) & soluzione
dell’equazione di diffusione nel quadrante x > 0,¢ > 0 e quindi, se & possibile
la derivazione sotto il segno di integrale, anche u & soluzione nello stesso insieme.
Poiché g é limitata, si pud passare sotto il segno di integrale con le derivate rispetto
ad z. Un po piu delicata ¢ la derivazione rispetto a t. Abbiamo:

u(x —ul(x — t+h t
( ,t—i—hl)1 (z,h) 272 [/0 I‘x(:n,t-i-h—s)g(s)ds—/o Fx(x,t_S)g(S)ds‘|
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ot t+h

- / [I‘E(:E,t—l—h—s)—Fz(x,t—s)]g(s)ds—i—/ Ty (x,t+h—35)g(s)ds
0 t

= 1+ L.

Fissiamo x > 0 ed osserviamo che, per ogni b > 0, la funzione
22
(33) ttle™

ha un massimo nel punto t, = 22/4b. Ne segue che

5 2
Ol (z,t) = \/%e_x /4t <_gt_5/2 _ %t—ﬁz)

é limitata per cui, se h — 0,

t
L — —2/ Ol (z,t — 8) g (s)ds.
0
D’altra parte,

E/ I‘x(m,t—i—h—s)g(s)ds:ﬁ/ Ty (z,8)g(t+h—s)ds
t 0

e dato che, se s < h <« 22,
T 2
[, (z,8) < C—=—=h"3/2e%" /4
o (@:9) Var

deduciamo che Iy — 0, per h — 0. Possiamo dunque concludere che

t
Up — Upy = —2/ (0 — 0pa)Ty (z,t — 5) g (s)ds = 0.
0

Vediamo ora i dati iniziali e al bordo. Se xg > 0, ¢ facile verificare, utilizzando la
(33), che u (z,t) — 0 se (x,t) — (0,0). Controlliamo ora il dato sulla semiretta
x =0, t > 0. Notiamo che, anzitutto,

193%_2/0 Ty (2.t — 8)ds = (2 = 22 /At — 5))

1 > 1 >
= lim— 2272y = —/ 226724y
210 /T Jo2 VT Jo

L (7 e 1
e —_— [ zZ = 1.
VL

Allora, per § > 0, to > 0, fissati, abbiamo:

u(@.t) — g (to) [—2/Otrx<m,t_s>ds] _

t

t—0
——2/0 mx,t—s)[g<t0>—g<s>1ds—2[ T, (2.t — 5)[g (to) — g (s)] ds.

-5
Il primo integrale a destra tende a zero se x — 0, data ’espressione analitica di I',.
Il secondo & pin piccolo di 2e, se d e t sono scelti in modo che |g (tg) — g (s)] < e.
Quindi, u (x,t) — g (to) se (z,t) — (0,t0).
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b) Osserviamo subito che le funzioni w; e wq sono soluzioni di w; — wg, = 0 (in
tutto il piano z,t); inoltre

wy (z,0) = e®cosz, wq(0,t) =cos2t
wy (x,0) = e Fcosz, wi(0,t) = cos2t.
Modifichiamole in modo da avere dato iniziale nullo e lo stesso dato di Dirichlet

suxz =0,t>0. A questo scopo, ricordiamo dal Problema 2.16 che le funzioni®

(34) v (1)

+oo
/ I (z,y,t) €Y cosy dy
0

+oo
(35) v (z,1) = / T~ (2,y.t) ¢ cosydy
0

sono soluzioni di vy — vy, = 0 nel quadrante = > 0,¢ > 0, con dato laterale nullo e
dato iniziale

vy (2,0) = e” cosx, vy (x,0) =e ¥ cosuz,
rispettivamente. Allora, le funzioni
Uy =Wy —v1, U2 =W2—V2

hanno dato iniziale nullo, dato di Dirichlet su x = 0 uguale a cos2t ed ¢ facile

controllare che sono diverse (per esempio nel punto (%, %)) Il problema non ha

dunque soluzione unica. Si noti che g (¢t) = cos2t ¢ di classe C*° (R), & limitata
ma non ¢ in L? (R).

Problema 2.22. (Coefficiente di reazione lineare). Mediante 'uso della trasfor-
mata di Fourier, risolvere il seguente problema:

Up = Upy +axu T ER, >0
u(z,0)=g(x) z€R

dove g é continua e a quadrato sommabile in R. Esaminare Ieffetto del termine
di reazione scegliendo g (x) = 0 (x). Cambia qualcosa se il termine di reazione ¢é
—zu?
Soluzione
Sia
ﬂ@ﬂ:/u@ﬂKM%
R

la trasformata di Fourier parziale di u. Allora, ricordando che la trasformata di
zu (x,t) & ite (€,1), u soddisfa (formalmente) il problema di Cauchy.

{ Uy —ille = €0 —o00< &< 00, t>0
u(€,0)=g() —oco<§< oo

9Si veda la nota alla fine del Problema 2.16.
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L’equazione differenziale ¢ lineare non omogenea del prim’ordine e si puo risolvere
col metodo delle caratteristiche, presentato nel Capitolo 3. Le curve caratteristiche,
di equazioni parametriche

tzt(T),f:€(T),Z:Z(T)

sono soluzioni del sistema

%—1, t(0)=0
g—fz—i, £0)=s
T ==z 2(0=7(s).

Dalle prime due, si trova t = 7, £ = s — i7.La terza da
~ 2 _isr2ars
2(1,8) =g (s)e s TG,

Eliminando i parametri s, 7, si trova

. 3
U(Et) =G (€ +ir)e Tt

ed infine

1 ,
u(m,t):%e% /R =t e=E15 (¢ 4 it) d.

Ricordiamo ora che g (£ + it) & la trasformata di
e”g(z),
mentre et ¢ la trasformata di

Iy (z,t) = e,

Ne segue la formula
3
u(x,t) = / Iy (x —t2 —y, t) eyt+%g (y) dy.
R
Se g (z) = ¢ (z), abbiamo (figura 8)
+3
(36) u(z,t) = esly(z—121)
1 3 (z—1t?)?2 }
(37) VArt p{ 3 4t
1 2 (v -2tz
= —exXpy - ——" ;.
Vart 12 4t
Si vede quindi che, per ¢ — oo, la soluzione diverge a 4+oco in ogni punto z. Il
termine di reazione cancella quindi Ieffetto di smorzamento dovuto alla diffusione.

Se ci fosse —x al posto di  non cambierebbe nulla: basta porre y = —x e ci si
riporta al caso precedente.
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Figura 9. Effetto del termine di reazione zu: la soluzione (36) per 0 < z < 10,
007 <t <2

Problema 2.23. La temperatura di una sbarra omogenea di lunghezza L e
piccola sezione é nulla. Determinare una formula per la temperatura sapendo
che

u(0+,t) =6 (¢), u(L,t) =0, t >0,
dove 6 (t) indica la distribuzione di Dirac nell’origine. Usare la trasformata di
Laplace.

Soluzione

Supponendo che © ammetta trasformata di Laplace rispetto a ¢, sia

£(w) (@,¢) = U (2,¢) = / ety (2, ) dt
0
definita nel semipiano Re ( > a. Allora, ricordando che

L (ur) (x,¢) = U (2, ¢) —u(z,0) = U (z,(),
si deduce che U ¢ soluzione del problema!”
CU—=Uzz = 0, 0<z<L
Uu,¢) = 1, U(L,¢)=0.
Risolvendo I’equazione ordinaria si ha:

Ul(x,¢) = C’le\/ch + 0267\/293

Ve = VI

dove

10poniamo per semplicita D = 1.
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Imponendo le condizioni agli estremi, si trova

Cy+Cy =1, CheVE + Che Vel =

)

da cui
T . T
~ 2sinh (VL) ¢ 1T T o (VCL)

Dunque

VEL—2) _ oVC(o—1L)
Uwo = S
sinh [\/((L — )]
sinh (\/ZL) ’

Per antitrasformare U, ricordiamo che!! I’antitrasformata della funzione 1 (a, ) =
e~V< ¢ la funzione

U (a,t) = %fz’,mewyu'

™

Cerchiamo quindi di esprimere U come somma di termini del tipo e=aVC_ Per
¢ > 0, scriviamo:

e\/Z(LiE) —_ e\/z(sz) efz\/z - 67(2L7E)\/Z
eVCL — e=VCL B 1 — e 2VCL

_ [—avT _ ) —  onLT
{ —(2L— c};eng

oo o0

_ Z e—(2nL+x)\/Z N Ze—(QnL—w)\/Z
n=0 n=1

= > ¢@nL+z,¢) =) (2L —x,().
n=0 n=1

Abbiamo, cosi, osservando che ¥ ¢ dispari rispetto alla variabile a:

o0

u(z,t) = Z U (2nL + z,t)

n=—oo

2\/7 t3/2 Z (2nL + x)e” @Gnkte)/it

Hyedere tabella in Appendice B.
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2.5. Problemi in dimensione maggiore di uno

Problema 2.24. (Cauchy-Dirichlet nel rettangolo). Le superfici di un piatto
sottile rettangolare di lunghezza a e larghezza b sono isolate termicamente mentre
i suoi quattro lati sono mantenuti a temperatura zero. Determinare I’evoluzione
della temperatura conoscendo la temperatura iniziale e sapendo che essa non
varia con lo spessore.

Soluzione

Il problema & tipicamente bidimensionale, potendosi assumere v = u (z,y,t).
Avremo (per semplicita poniamo il coeficiente di diffusione D = 1):

Ut — (Ugg + Uyy) = 0, 0<z<a,0<y<bt>0
con la condizione iniziale
u(z,y,0) =g(z,y)
e le condizioni di Dirichlet
{ w(0,9,t) =0, wu(a,y,t)=0, 0<z<a,t>0
w(z,0,t) =0, wu(x,b,t)=0, 0<z<a,t>0.

Si puo usare il metodo di separazione delle variabili. Cerchiamo prima soluzioni
non nulle della forma

u(z,y,t) = v (z,y)z(t)
che soddisfino le condizioni di Dirichlet. Sostituendo nell’equazione e separando le
variabili si ottiene:

Vew 0y _ %

v oz

Per z non ci sono problemi; si ha:

2 (t) = ce M,

=\

Per v si trova il problema agli autovalori
(38) Vg + Uyy = AV
nel rettangolo (0,a) x (0,b), con le condizioni
(39) ’U(O,y):O, v(a,y):O, Ogygb
v(z,0)=0, v(z,b)=0, 0<z<a.
Separiamo ulteriormente le variabili, ponendo
v(z,y) =X (2)Y ().
Sostituendo nella (38) e separando le variabili, si ha
V') X'(@) _
Y (y) X ()
dove & costante. Ponendo
v=-—\— Hy
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abbiamo quindi i seguenti due problemi agli autovalori per X e Y:

X'4+puX=0 0O<z<a X(0)=X(a)=0
Y40y =0 0<y<b Y(0)=Y(b) =0.

Abbiamo gia risolto questi problemi in alcuni esercizi precedenti. Le autofunzioni
e i corrispondenti autovalori sono:

X (@) = Apsin (222)  p, —wig L3
Y, (z) = By sin ("—zry) Uy, = ”252 n=1,2,
Poiché
A= _(V + :LL)v
concludiamo che gli autovalori per il problema (38), (39) sono
2 2
__p2(m _
>\mn_—7T <?+b—2>, m,n—1,2,...
con corrispondenti autofunzioni
Umn (2, Y) = Chp sin (w) sin (n%;y) , m,n=1,2,..
a

Riassumendo, abbiamo trovato soluzioni a variabili separate del tipo
_p2(m2n2 mnT nm
Umn (xvy’t) = C’m,ne " ( a? + bz)t sin (—) sin (Ty)
a
che si annullano sul bordo del rettangolo. Per soddisfare anche la condizione ini-

ziale, sovrapponiamo le u,,, definendo:

(40) u (JJ, Y, t) = Z Cmne_ﬂz( ’:22 +:_22)t sin (mﬂ'l’

m,n=1

e imponendo che

= mmrx
E Cipn Sin ( ) sin
a

m,n=1

(52) =9(@w.

Se assumiamo che g sia sviluppabile in serie doppia di seni, bastera che i Cy,,
uguaglino i corrispondenti coefficienti di Fourier di g e cioé:

Crn = % /Oa /Ob sin (?) sin (nﬁ:y) g (z,y) dxdy.

Come al solito, se g & abbastanza regolare, ad esempio di classe C! nella chiusura
del rettangolo, la serie & uniformemente convergente e la rapida convergenza a zero
degli esponenziali assicura che la (40) sia soluzione del problema.
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Problema 2.25. (Trasformata di Fourier nel semipiano). Sia ¢ = g (z,y) :
R x [0,400) — R una funzione continua e limitata. Si risolva, utilizzando la
trasformata di Fourier, il seguente problema di Cauchy-Dirichlet nel settore
S =R x (0,+00) x (0, +00):

u(z,y,t) — Au(z,y,t) =0 z€R,y>0,t>0

u(xayao):g(xay) xER,y>O
u(z,0,t) =0 zeR,t>0.
Soluzione
Siau (&, y,t fR z,y,t) e~ d¢ trasformata di Fourier parziale di u rispetto

a z. Allora, rlcordando che la trasformata di u., (z,y,t) & —&% &y, t), u(&, )
soddisfa (formalmente) il problema di Cauchy nel quadrante y > 0, t > 0,

Uy — Uy + =0 y>0,t>0

u(&y,0)=9(y) y>0
Q(6,0,6) =0 t> 0.

con ¢ € R. Eliminiamo il termine di reazione ponendo v (§,y,t) = eggtﬂ(g, y,t); la
funzione v & soluzione dell’equazione v; — vy, = 0 con gli stessi dati iniziale e al
bordo. Col metodo di riflessione del problema 2.16 troviamo:

+oo
v (€. t) = / Ty — 2,6) — Ta(y + 2,8)] §(E, =) dz
e poi
+oo
w(E,y.t) = € / To(y — 2.8) — Ta(y + 2, 8)] G, 2) dz

dove I'1 (y,t) & la soluzione fondamentale per 'operatore 9y — 0y,. Osserviamo ora
che lantitrasformata di e=¢"*g(¢, y) ¢ data da

+oo
/ T (2 — w,1) g (w, ) dw

—0o0
e che
1 2 1 w2
I'y(z,t) T (y,t) = ——e 4t ——=e 4%
1( ) 1(y ) 2\/& 2\/%
1 22442
= 4_71't67 z:‘ = Fl(l', Yy, t)

dove T'y(z,y,t) & la soluzione fondamentale per l'operatore 0; — (9zy + Oyy). La
formula finale é:

+oo +oo
w (. t) = / / (@ —w,y — 2,8) — T1(z —w,y + 2, 8)]g(w, 2) dzdy.

Essendo ¢ continua e limitata, I'analisi della soluzione si effettua come nel Pro-
blema 2.16. In particolare, per ogni zyp € R e yg > 0, se (z,y,t) — (20, %0,0), si
ha

u (xa Y, t) -9 (‘TOa yO)
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e percid u & continua nella chiusura del settore S, tranne eventualmente sul semi-
piano y = 0. La continuita su y = 0 si ha se e solo se g(z,0) = 0.

Problema 2.26. (Cauchy-Dirichlet nella sfera). Sia Bg una sfera di raggio R
in R?, di materiale omogeneo, avente temperatura U > 0 (costante) all’istante
t = 0. Descrivere come evolve la temperatura di Bg in ogni suo punto, nel caso
in cui la temperatura sulla superficie venga mantenuta costantemente uguale
a 0. Verificare che la temperatura al centro tende a zero esponenzialmente per
t — +00.

Soluzione
Il problema ¢ invariante per rotazioni e quindi la temperatura dipende solo dal

tempo e dalla distanza dal centro della sfera, che supponiamo sia l’origine; cioé

u = u(r,t) dove r = |x|. L’equazione per u &'%:

2
ut—Au:ut—(um,—f—;ur):O, O0<r<R,t>0

con le condizioni

u(r,0) = U, 0<r<R
u(R,t) = 0, |u(0,t)| <oo,t>0.
Sfruttando 'identita
2 1
(41) Upp + ;U/T = ; (T"LL)TT
possiamo porre v = ru e scrivere per v il problema unidimensionale:
V¢ — Uppr =0 O<r<R,t>0
v(r,0) =rU 0<r<R

v(R,t)=v(0,t) =0 t>0.

Ricordando la soluzione del problema 2.2, si ha

= k22 knr
v(rt) = Z Ck, €Xp {——Qt} sin —
— R R

dove
oU (B ok 2
ck = EU ; rsin %dr = % (=1)F*,
Troviamo, infine:
k+1

wirt) — 2RU 5 (—113;

mwr
k=1

k2 . kmr
— T2 t| sin —

exp {

12pey I’espressione dell’operatore di Laplace A in coordinate polari si veda I’Appendice B.
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L’analisi della soluzione segue la falsariga di quella del Problema 2.2. In particolare,
per il principio di massimo, u (r,t) > 0; inoltre, se ¢ > 0, si puod passare al limite
per 7 — 0 e determinare la temperatura al centro della sfera; si trova

- k1 k*m? w2
05 (0,0 =203 ()" exp |- St] <2 [T
k=1

essendo la serie a termini decrescenti con segno alternato. Si deduce quindi che
1 (0,t) — 0 con velocita esponenziale.

Problema 2.27. (Cauchy-Dirichlet in un cilindro). Determinare la temperatura
u, interna al cilindro

C:{(x,y,z):r25w2+y2<R2,0<z<b},

sapendo che la superficie del cilindro é tenuta a temperatura u = 0 e che inizial-
mente la temperatura é g = g (r, z).

Soluzione

Il problema da risolvere ¢ a simmetria assiale e le coordinate cilindriche sono le
pitt comode. Sia allora u = u (r, z,t); in queste coordinate, abbiamo'?

Au = v, + ;ur + Uy,

Dobbiamo trovare u, limitata, tale che:

ut—D(uM—l—%ur—l—uzz):O 0<r<RO<z<bt>0
u(r, z,0) = g(r, 2) 0<r<R0<z<b,
u(r, z,t) =0 ser=Roppurese z=00z2=b,t>0.

Cerchiamo soluzioni a variabili separate w (7, z,t) = v (r, z) w (¢) che soddisfino le
condizioni di Dirichlet. Sostituendo nell’equazione differenziale e separando, tro-
viamo per w ’equazione

w' (t) = D \w (t),

ADt “e per v il problema agli autovalori

da cui w (t) = ce
(42) vm«—l—%vr—l—vu:)\v 0<r<RO<z<hb,

v(r,z,t) =0 ser=Roppurese z=002z=0,t>0
dove inoltre v deve essere limitata. Risolviamo anche questo problema usando la
separazione di variabili, ponendo v (r,z) = h (r) Z (z). Sostituendo e separando le
variabili, si ha:

[h” (r) + %h’ (r) = Ah (r)] Z" (z)
0 =70 1 (costante)
da cui i problemi agli autovalori:
(43) 7" +nZ =0, Z0)=Z({b)=0

13 A ppendice B.
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e, ponendo v = —\ — p,

1
(44) R (r) + ;h’ (r)+vh(r) =0, h(R) =0, h limitata.
Il problema (43) ¢ risolto da

: mmz m27\'
Zm (2) = Ay sin (T) P = P3= m=1,2,....

Il problema (44) ha soluzioni non banali solo se v = 4% > 0. Questo si vede
moltiplicando per rh 'equazione ed integrando per parti in (0, R); infatti, si trova:

R R R R
0= / (rhh" + B'h)dr + u/ rh?dr = [rhh/|§ — / r(h')2dr + 1// rh2dr
0 0 0 .

da cui, necessariamente

R R
v= / r(h')er// rhdr > 0.
0 0

L’equazione nel problema (44) ¢ allora un’equazione di Bessel di ordine zero
sole soluzioni limitate sono del tipo (abbiamo posto v =2,y > 0)

h(r) =Jo(yr)

1ele

ove

o} k 2 4
(=" o S S

J = :1—— _ e
0(s) kzzo (2Fk1)2° FERE

¢ la funzione di Bessel di ordine zero. Affinché la condizione h (R) = 0 sia soddi-

Figura 10. La funzione Jp.

M A ppendice A.
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sfatta, occorre richiedere che
Jo (’YR) =0.
Ora, Jy ha infiniti zeri semplici in (0,00), 81 < 83 < +++ < 8§ < -+ , per cui
troviamo infiniti autovalori
Vp = 'Y%z = 5721/R27

con corrispondenti autofunzioni

ha (1) = Jo (SLP:")

Ricordando che A = —v — p, si ricava la doppia infinita di autovalori
- s2 m2m?
S A

per il problema (42), con corrispondenti autofunzioni

) h () ma=12.

, possiamo costruire la candidata soluzione nella

Umn (T, t) = Cmp 8In (
Ricordando che w (t) = ce P!
forma

Yo () e (0[] ).

I coefficienti ¢,,,,, vanno scelti in modo che

(45) i Can SID (m;rz) Jo (SLRT) =g(rz).

m,n=1

(r,2,t) E Cmn bll’l(

m,n=1

Per ricavarli, ricordiamo che le funzioni

en (1) = o (5

hanno le seguenti proprieta di ortogonalita'®

R 0 m#n
/0 T¢n (T) Pm (T) dr = { RTQJ1 (Sn)2 m=n

Moltiplichiamo ora la (45) per
rJo (sgr/R) sin (jrz/b)

e integriamo su (0, R) x (0,b). Tenendo conto delle relazioni di ortogonalita delle
funzioni di Bessel e di quelle delle funzioni trigonometriche, si ricava:

Ci r sin J r,z) drdz.
"= bR2J1 (5%) // ( )O(R)g( )

La soluzione formale cosi trovata € veramente una soluzione sotto ipotesi di suffi-
ciente regolarita del dato g.

15 A ppendice A.
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3. Esercizi proposti

Esercizio 3.1. Sia u la temperatura di una sbarra di materiale omogeneo
di densita p e sezione (piccola) costante, che occupa 'intervallo 0 < x < L. Sia
u(z,0) = g (x). Supponiamo che:
i) la superficie laterale della sbarra non sia isolata termicamente e vi sia uno scam-
bio di calore col mezzo circostante, a temperatura 0, che obbedisce alla legge di
Newton.
it) La sbarra sia termicamente isolata agli estremi.

111) La sbarra sia riscaldata dal passaggio di una corrente elettrica di intensita I.

Scrivere il modello matematico che descrive I’evoluzione di w per t > 0.

Esercizio 3.2. Un tubo di sezione costante S e lunghezza L é riempito di
una sostanza omogenea di porosita costante a (rapporto del volume dei pori e del
volume totale). All'interno del tubo, un gas, la cui concentrazione indichiamo con
u=u(z,t), 0<x < L, diffonde secondo la legge di Nerst:

Q = _Duz

dove Q = Q (x,t) indica la quantita di gas che passa nell’unita di tempo attra-
verso I'elemento di superficie S, nel punto x al tempo t, nella direzione positiva
dell’asse x. Le pareti sono a perfetta tenuta. Scrivere il modello matematico per la
determinazione di u per t > 0, corrispondente ai seguenti due casi: u (z,0) = g (x)
e inoltre:

a) A partire da t = 0, nell’estremo x = 0 si mantiene una concentrazione di gas
pari a ¢ = ¢ (t), mentre lestremo x = L é a tenuta perfetta.

b) Si mantiene un flusso entrante di gas uguale a ¢y nell’estremo x = 0; inx = L
¢’é un diaframma poroso che permette una fuoruscita di gas in accordo alla legge
di Newton. Non c¢’é gas nell’ambiente circostante.

Esercizio 3.3. Siano D > 0, costante, e g € C' ([0, 7]). Risolvere, usando il
metodo di separazione delle variabili, il seguente problema misto:
up(2,t) — Duge(z,t) =0 O0<z<m, t>0
(46) u(z,0) = 2sin (2z) 0<z<m
w(0,¢) = up(m,t) =0 t>0.

Trovare una formula per la soluzione con dato iniziale generico u (z,0) = g (z) .

Esercizio 3.4. Siano D > 0,h > 0, costanti, e g € C* ([0, 7]). Risolvere,
usando il metodo di separazione delle variabili, il seguente problema misto:

up(x,t) — Dugy(z,t) =0 0<z<L,t>0
u(z,0)=U 0<z<L
u(0,t) =0

Uz (L, t) + hu(L,t) =0

(47)
t>0
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Esercizio 3.5. Sia u soluzione dell’equazione
ur = Dugy + bug + cu.
a) Determinare h e k in modo che la funzione
v(z,t) = u(x,t) ehrHrt
sia soluzione dell’equazione vy — Dvg, = 0.

b) Scrivere la formula per il problema di Cauchy globale, con dato iniziale u (x,0) =

uo ().

Esercizio 3.6. Risolvere il seguente problema di Cauchy-Dirichlet, usando il
metodo di separazione delle variabili:
Ut = Ugpr +Mu~+sin27z + 2sindnr 0<x<1,t>0
u(z,0) =0 0<z<l1
w(0,t) =u(1,t) =0 t>0

Esercizio 3.7. (Condizione periodica ad un estremo). Scrivere una soluzione
formale del seguente problema:

U = Dugy 0<zr<l,—o<t<—00
w(0,t) =0, wu(l,t)=p(t) —oco<t<—0

dove p ¢ una funzione di classe C* (R), periodica di periodo T: p(t+T) = p(t).
Esaminare il caso D =1, p(t) = cos 2t.

Esercizio 3.8. Sia g limitata (|g (z)| < M per ogni x €R) e

u(z,t) :/RFD(LU—y,t)g(y)dy

FEsaminare

lim  w(x,t
(z,t)—(z0,0) ( )

nel caso in cui g ha una discontinuita a salto in x.

Esercizio 3.9. Scrivere la soluzione del problema di Cauchy globale con dato
iniziale uguale alla funzione caratteristica dell’intervallo (0,1). In quale senso i
valori iniziali sono assunti?

Esercizio 3.10.  Adattando il metodo di riflessione usato nel punto a) del
Problema 2.16, trovare una formula per la soluzione del problema.
Uy — Dty =0 O<z<L,t>0
(48) u(z,0) =g (x) 0<z<L

w(0,t) =u(L,t)=0 t>0
dove g ¢ continua in [0, L], g (0) = g (L) = 0.
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Esercizio 3.11. Risolvere i seguenti problemi:
Ut — Ugg = 0 nel quadrante x > 0, t > 0,

con le condizioni:

a) u(0,t) =0, u(z,0)=U;

b) u(0,t) =U, u(z,0) = 0;

c) u(0,t) =0,
0 O<z<L
1 L<z<oo.

u(w.0) = {

Esercizio 3.12. In riferimento al problema 2.15:
a) calcolare la probabilita che la particella raggiunga L prima dell’istante ¢,
ossia'®
F(L,t) = Prob{Ty <t}.

b) Determinare la probabilita che la particella sia assorbita in x = L, nell’intervallo
di tempo (t,t + dt).

Esercizio 3.13. (Barriere riflettenti e condizioni di Neumann). In riferi-
mento alla passeggiata aleatoria del Problema 2.15, consideriamo il caso in cui
una barriera riflettente sia posta nel punto L = mh. Con cio si intende che se la
particella si trova in L — % al tempo t, e si muove verso destra, viene riflessa e si
ritrova in L — % al tempo t + 7. Si chiede:

a) Quale problema risolve la probabilita di transizione p = p(z,t) quando si
passa al limite per h,7 — 0, con h?/7 =2D?
b) Trovare I’'espressione analitica di p.

Esercizio 3.14. (Principio di Duhamel). Consideriamo il problema di Cauchy—
Dirichlet
up(x,t) — Dugg(z,t) = f(z,t) 0<z<L,t>0
(49) uw(z,0) =0 0<z<L
w(0,¢) = u(L,t) =0 t>0.
Sia f continua per 0 < x < L, t > 0. Mostrare che, se v(x,t;7), cont > 1 >0, é
la soluzione di
ve(,t;7) — Dvge(z, ;7)) =0 O<az<L,t>T
(50) v(z,7;7) = f(z,7) 0<z<L
v(0,t;7) =v(L,t;7) =0 t>0

allora la soluzione di (28) ¢é data da

u(z,t) = /Ot v(z, t;7)dr.

16 (L,t) = P{TL <t} si chiama funzione di distribuzione (della probabilita) per la varia-
bile T7,. La sua derivata F} ¢ la densita (di probabilita associata).
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Dare una formula esplicita per u.

Esercizio 3.15. Un filo circolare di sezione costante S e lunghezza L, (che
pensiamo centrato nell’origine) ha un profilo iniziale di temperatura noto ed é
successivamente riscaldato dal passaggio di una corrente sinusoidale di intensita
I(t). Scrivere il modello matematico per la temperatura u e trovare l’espressione
analitica di u.

Esercizio 3.16. (Condizioni di Neumann sulla semiretta; trasformata-coseno
di Fourier). a) Trovare una formula per una soluzione limitata del problema

ut(x, 1) — Ugg(x,t) =0 x>0,t>0
(51) u(z,0) =0 x>0
uz(0,8) =g (¢) t>0.

dove g ¢ continua, limitata e in L? (0, o00). Mostrare che é I'unica soluzione limitata.

b) Provare che, senza la condizione g € L? (0,00), il problema (51) non ha, in
generale, soluzione unica, usando le funzioni

wy (x,t) =e“sin (2t +x) e wa(x,t)=—e Tsin(2t —x).

Esercizio 3.17. (Drift variabile). Mediante I'uso della trasformata di Fourier,
risolvere il seguente problema:

Up = Ugpy +xU; TER, >0
u(z,0)=g(x) z€R

dove g é continua e a quadrato sommabile in R. Esaminare 'effetto del termine
di trasporto quando g (x) = § (x — xg).

Esercizio 3.18. La temperatura di una sbarra omogenea semi-infinita e di
piccola sezione é nulla. Determinare una formula per la temperatura sapendo che

u(04,t) =6 (¢), u(00,t) =0,

dove 0 (t) indica la distribuzione di Dirac nell’origine. Usare la trasformata di
Laplace.

Esercizio 3.19. (Cauchy-Neumann per la sfera). Sia By una sfera di raggio
R e in R3, di materiale omogeneo. Descrivere come evolve la temperatura di Bg
in ogni suo punto, nel caso in cui un flusso di calore di intensita q (costante)
entri attraverso la superficie sapendo che la temperatura iniziale € qr, dove r & la
distanza dal centro.

Esercizio 3.20. (Trasformata di Fourier e soluzione fondamentale). Usando
la trasformata di Fourier rispetto a x, ritrovare la formula per la soluzione del
problema di Cauchy globale, in dimensione n.

ur— DAu=f(x,t) x€R" <00, t>0
u(x,0) = g (x) xeR™
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Sotto I'ipotesi che g ed f siano funzioni in L? (R™) e L? (R"“), rispettivamente,
precisare il significato della condizione iniziale.

Esercizio 3.21. Determinare la temperatura v = u (z,y, z,t) nella regione
compresa tra due piani paralleli z =0 e z = 1 sapendo che u = 0 sui due piani e
che inizialmente é

u(m7y7z)o) :g(x5yﬁz)'

Esercizio 3.22. (Principio di massimo). Consideriamo in R"*! il cilindro
Qr =Qx(0,T),
dove €2 C R™ é un dominio limitato, e la sua frontiera parabolica
0pQr = 00x [0, TTU (2x {0}).
Siano
a=a(x,t), b=Db(x,t) € R", c =c(x,t)
funzioni continue in Qp tali che
a(x,t) > ap > 0.
Sia infine u € C*Y(Qr) N C(Q7), che soddisfi
Lu=u; —aAu+b-Vu+cu<0 (risp. > 0) in Q7.

a) Mostrare che, se ¢(x,t) > 0 e u ha un massimo positivo (minimo negativo),
allora questo massimo (minimo) ¢ assunto sulla frontiera parabolica, ossia:

maxu =M >0 = maxu=M.

QT apQT
e (rispettivamente)
minu=m<0 = minu=m.
Qr 0pQr
Dedurre che se u < 0 su 9,Q7 (oppure u > 0) allorau < 0 in Q (oppure u > 0).

b) Dedurre che, se g ¢ una funzione continua su d,Qr, il problema di Cauchy—

Dirichlet
Lu=0 QT
{ u=4g apC?T

ha un’unica soluzione in C*'(Q7) N C(Qr).

¢) Mostrare che il precedente punto b) vale anche quando I'ipotesi ¢ (x,t) > 0
viene sostituita con l'ipotesi pit generale |c(x,t)| < M.

Esercizio 3.23. Dare una formula esplicita per la soluzione del problema di
Cauchy globale (in R?):

{ ur(x,t) = a(t)Au(x,t) + b(t) - Vu(x,t) + c(t)u(x,t) x€R3,t>0
u(x,0) = g(x) x € R3.

dove a, b, ¢ ed f sono funzioni continue e a(t) > ag > 0.
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Esercizio 3.24. Rispondere ai seguenti quesiti.

1. Sia u soluzione dell’equazione us — Uz, = —1, in 0 < x < 1,¢t > 0, tale che
uw(z,0) =0 e u(0,t) =u(l,t) =sinmnt.
Puo esistere un punto xg, 0 < zg < 1 tale che u (zo,1) =17
2. Stabilire se esiste una soluzione del problema
Ut + Ugye =0 -1l<x<1,0<t<T
u(z,0) = |z| -l<z<1
w(0,t) =u(l,t)=0 0<t<T.
3. Controllare che la funzione
u(x,t) = 0,11 (z,t)
é soluzione del problema

Ut — Uz =0 z€R, >0
u(z,00=0 zeR.

e che u (z,t) — 0 se t — 0, per ogni x fissato. Non ¢’é contraddizione col teorema
di unicita per il problema di Cauchy globale?

4. Sia v = u (z,t) soluzione continua del problema di Robin

Up — Uge =0 O<ax<1,0<t<T
u(z,0) =sinnz 0<z<1
—uy (0,t) =u, (1,t) = —hu, h >0 0<t<T.

Mostrare che u non puo avere un minimo negativo. Qual é il massimo di u?

3.1. Soluzioni

Soluzione 3.1. La temperatura soddisfa il seguente problema di Neumann:

K B 2

Up = —Upy — —(u—0) +7~ O<z<L,it>0
PCy PCy PCy

ug (0,8) = uy (L, t) =0 t>0

u(x,0) =g (x) 0<z<L.

dove: il termine 'y% & dovuto al calore generato dal passaggio della corrente e

—%(u — 0) & dovuto allo scambio con I’ambiente circostante.

Soluzione 3.2. Essendo il tubo a perfetta tenuta e non essendoci sorgenti di-
stribuite esterne, in tutti e due i casi, la concentrazione del gas soddisfa I’equazione
di diffusione

(52) Up = Ay
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in0<xz<L,t>0, dove a = D/a. Infatti, la quantita di gas presente al tempo ¢

trazex+ Az e
rz+Ax
/ au (z,t) dx
x

e quindi, la legge di conservazione della massa da, tenendo conto della legge di
Nerst:

r+Ax
/ aug (x,t) de = =D [uy (z,t) — u, (v + Az, t)].
Dividendo per Zm e passando al limite per Az — 0, si ottiene la (52). Vediamo le
condizioni agli estremi.
a) In questo caso abbiamo una condizione di Dirichlet in z =0 :
u (0,t) = c(t)
e una condizione di Neumann omogenea in z = L :
ug (L,t) = 0.
b) In tal caso si ha una condizione di Neumann non omogenea in x =0 :
—Du, (0,t) = ¢
e una condizione di Robin in x = L :

Duy (L,t) = —hu (L,t).
Soluzione 3.3. La soluzione &

(563) u(x,t) = 92¢= Pt sin (gm> .

s
BN
777

Figura 11. v (z,t) = 2¢~ 1t sin (3z).

Infatti, se si pone u (z,t) = v (x)w (t) si & condotti alle equazioni

w” —ADw =20
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con soluzione
w(t) = Ce*Pt, C € R,
e al problema di Sturm-Liouville
v (z) — Mv(x) =0
con condizioni miste
v'(0) ='(7r) = 0.

Nel caso A = p? > 0, si trova solo la soluzione nulla. Nel caso A = —pu? < 0 gli
autovalori sono ,
2k +1
Ak:—(%> k=0,1,..

con autofunzioni corrispondenti

o) s (ZE20,)

Abbiamo cosi le infinite soluzioni
2k +1 (2k+1) \2
uy (z,t) = ¢y sin (%m) e~ (1) Dt

che soddisfano le condizioni miste agli estremi. Se ¢; = 2, u; soddisfa anche la
condizione iniziale. Si ottiene cosi la (53).

Con dato iniziale u (z,0) = g (), la soluzione (formale) &:

+oo
2k +1 o 41) |2
u(z,t) = ;Ck sin <(72+)3:> e~ (H5H) Dt

o = %/Owg(x)sin <%x) do

sono i coefficienti di Fourier di g rispetto alla famiglia {vj}.

dove

Soluzione 3.4. La soluzione ¢

+o0o
2 .
u(z,t)=U E cpe "W Plsin
k=1

dove i g, sono le soluzioni positive dell’equazione

htanul = —p
e
(54) o = cos pp L — 1
Ak
con
(55) o, = L sin (2,ukL).

2 4puy,



62 1 Diffusione

Infatti, se si pone u (z,t) = v (z) w (¢), si & condotti alle equazioni
w” — ADw =0
con soluzione
w(t) = Ce Mt C € R,
e al problema di Sturm-Liouville
v (z) — Av(x) =0
con condizioni miste
v(0) =o' (L) + hv (L) = 0.
Nel caso A = pu? > 0, si trova solo la soluzione nulla. Nel caso A = —u? < 0 si trova
v (z) = Cy cos px + Cy sin px

ed essendo
V' (x) = —pCYy sin px + pCy cos p,
le condizioni miste danno il sistema

{ C1=0

(eos pL + hsin uL)Cy = 0.

Gli autovalori sono percio le soluzioni positive py, k > 1, dell’equazione
htan ul = —p

e le corrispondenti autofunzioni sono
vk () = sin .

La (54) e la (55) seguono dal fatto che

L L

s L — 1

/ sin .z de = oS pRt 2 / sin? . do = oy,
0 M 0

Soluzione 3.5. a) Si ha:
vy = [uy + kulelTtkt
Uy = [ug+ hu]ehEJrkt Vgz = [Ugz + 2huy + h2u]ehm+kt
e quindi, usando 'uguaglianza u; = Dug, + bu, + cu,
v — Dvugy = M@ tht [ut — Dtgy — 2Dhuy, + (k — Dh?)u) =
e TR (b — 2Dh)u, + (k — Dh? + c)u

per cui, se scegliamo

b) La formula &
b2

u(z,t) :e(ciﬁﬁ/ ez W=D p (y — 2, ) ug (y) dy.
R
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Figura 12. Esercizio 3.5: la funzione 30e”~'T'; (=, ).

Soluzione 3.6. Utilizzando I'esercizio precedente, possiamo semplificare po-
nendo
w(w,t) =u(x,t)e ™.
La funzione w soddisfa I’equazione

i

Wy — Wyy = € sin 27x + 2 sin 37z]

con condizioni nulle di Cauchy-Dirichlet. Poniamo w (z,t) = v (z) z (¢). Le auto-
funzioni associate al problema di Dirichlet sono
vg (z) = sinknzx, k=1,2,..

con autovalori A\, = —k?72. Il secondo membro dell’equazione differenziale & della
forma

e ™ vz () +vs (2)],
per cui, la candidata soluzione sara della forma
w(x,t) = co (t) sin 27z + 2¢3 (t) sin 3wx
dove i ¢; (t), j = 1,2, si determinano imponendo ¢; (0) = 0, per via del dato di

Dirichlet nullo e

Wy — Way = [¢; (1) + j272¢j ()] sinjmz = e~ sin jma

j
ossia
i (t) + j°mPc; (t) = e ™, ¢; (0) = 0.

Si trova, se m # 522,

se m = j2m?,
-2 2
X _ —j nt
cj (t) =te .
La soluzione & dunque

u (z,t) = €™ [cg (t) sin 2w + 2¢3 (t) sin 37x].
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Figura 13. La soluzione dell’esercizio 3.6; m = 0.5,0 < ¢ < 0.5. Reazione, sorgente e
diffusione si bilanciano.

Soluzione 3.7. Sviluppiamo p in serie di Fourier; ¢ conveniente usare la

forma complessa:
= 2mint
p)= > pn eXP( T >

n=-—oo

1/T ()e 2mint
n = — X .
T ), PP T

Ricordiamo che, poiché p ¢é a valori reali, si ha

dove

DP—n = Dn-

Assumendo, come ¢ plausibile, che u sia periodica di periodo T rispetto a t, po-

niamo
Z ” eX 27rznt
p’lb n p T

n=—oo

e determiniamo i coefficienti u,, dalle condizioni:

~ Duy, = f [(27;”) up () — D’ (x)] exp (QWTint) o,

quindi
.-
(56) W (z) — %un () =0, n=0+14+2 .
€
(57) U (0) =0, u, (1) = 1.

Poiché anche u ¢ una funzione reale, si ha

U—p () = up (2)
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e quindi e sufficiente determinare u,, per n =0,1,2,... Se n = 0, si trova:
ug (z) = .

Se n > 0, la soluzione generale della (56) &
Un () = anexp{c, (1 +i)a} +bpexp{—c, (1 +1i)x}, Ch =4/ —=—.
Le (57) sono soddisfatte se:
an + b, =0, anexp{c, (1+4)}+bpexp{—c,(1+i)} =1

che danno, dopo qualche calcolo elementare:

1

:—b = ———
= 0 = s, (1 +19)]

In conclusione, tornando a funzioni reali:

e S el ()

Nel caso
it —it
p(t) = cos 2t = %
sihaT =m, cn:\/ﬁ’
1
p1=p—1=§,pn=Osen7éi1
e quindi,
M= T Gsin(1 ) ¢ sen 7
Si trova:
1 i (1442 sin [(1 + 1) z]
— = |(4Dw _ (1+1)£} _smid+z)z]
ul®) = Gty {e ¢ 2sin (1 + 1)
e (vedi figura 14)
u(z,t) = u(x)e " +uy (v)e* =2Re [uy (x) e "]
sin [(1 4 ) ] .
= 1 —2it)| .
Re [ (1) OP %)

Soluzione 3.8. A meno di una traslazione dell’asse x, possiamo sempre sup-
porre che zp = 0. Poniamo [t = ¢g(0+) e [~ = ¢(0—) e introduciamo i due
prolungamenti

9+(m):{ "0 Zs g_(m):{ y@) 520
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Figura 14. La soluzione del problema 3.7.

Le funzioni g7 e g~ sono continue in R. Osserviamo ora che si puo scrivere

0 “+o0o
u(at) = [mrD<x—y,t>g<y>dx+A T (x—y.t)g(y)dy
= ut(z,t) +u (z,t)
+oo
wt (o t) = AFD<x—y,t>g+<y>dy—z+/o T'p (z - y,t) dy
0
w(at) = APD<x—y,t>g*<y>dy—z*[ Ip (= — y,t) dy.

Dal Problema 2.18, abbiamo che, se (z,t) — (0,0) si ha:
[ro@-visma—1t [ Toe-n0g @1
R R

Basta dunque esaminare i limiti di
0

“+oo
/ I'p(x—yt)dy e /Fp(x—y,t)dy-
0 —o0

Si ha

/mr @y t)dy = —— /me——(ls‘ﬁ d _L/ g
| To(@-wt)dy o ), v="m ]

0 1 [TvaADr e
/ Ip(zx—y,t)dy = ﬁ/ e “dz

—00

da cui le seguenti conclusioni:
a) Poiché¢ il limite di 2/v/f per (z,t) — (0,0) non esiste, anche il limite di u*
non esiste. Analogamente non esistono i limiti di v~ e di u.
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b) Se x = o(t) (che implica, in particolare, (z,t) — (0,0) tangenzialmente
all’asse t) allora

ut = 17/2, u” =17/2 e u— (IT+17) /2.

c) Sia ora t = o (|z]) (che implica, in particolare, (x,t) — (0,0) tangenzialmente
all’asse z); se # > 0, u™ — [T e u~ — 0, mentre, se x < 0, u™ - 0eu™ — I".
Nel primo caso u — [T, nel secondo, u — [~.

Soluzione 3.9. La soluzione ¢

1
u(x,t) :/ I'p (x —y,t)dy.
0
Sia (z,t) — (x0,0). Dall’esercizio precedente si deduce che:
selzo|l > 1,u(x,t) — 0;

se
0<zp<lu(z,t)—1;

se, infine, o = 0 oppure zy = 1, il limite non esiste.

Soluzione 3.10. Date le condizioni omogenee di Dirichlet, prolunghiamo
prima g in modo dispari sull’intervallo [—L, L], ponendo

(x):{_g(x) 0<z<L

g(—z) —L<z<0 (riflessione dispari).

Estendiamo poi g a tutto R ponendola uguale a zero fuori dall’intervallo [—L, L]
ed infine definiamo
+o0o

¢ @)=Y G-2l).

n—=—oo

La g* & continua (essendo g (0) = g (L) = 0), periodica di periodo 2L e coincide
con g su [—L, L]. Si noti che, per ogni z, solo un addendo della serie & non nullo.
Risolviamo ora il problema di Cauchy-Dirichlet globale con dato iniziale mediante
la formula

+oo
(58) u(nt) = / Tp (z - y.t) g () dy

o0

400 +o0

- | oG -yi- 2Ly
— 00

Ricordando che g (y — 2nL) & nulla fuori dall’intervallo
2n—1)L<y<(2n+1)L,
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si puo scrivere

+00  a2nt1)L
w(,t) = Y Ip(z—y,t)§(y—2nL)dy
W Jen-1)L

+0oo
Z/ I'p(x—y—2nL,t)g(y)dy

n=—oo

(y— 2nL

+o0
Z/FD r—y—2nL,t)—Tp(x+y—2nL,t)g(y)dy

n—=—oo

/0 Gp (2,5,t) 9 () dy

dove
+oo
Gp (z,y,t) = Z Cp(x—y—2nL,t)—Tp(x+y—2nL,t)].

n—=—oo

La restrizione di w all’intervallo [0, L] & la soluzione di (26). Controlliamo il dato
iniziale. Dalla formula (27), u certamente & soluzione dell’equazione di diffusione;
inoltre, essendo ¢g* continua, si ricava subito che, se zq € [0, L],

u(z,t) — g* (z0) = g (o), se (z,t) — (20,0).

Controlliamo i dati di Dirichlet agli estremi. Per t > 0 si pud passare al limite
sotto il segno di integrale, per cui & sufficiente verificare le condizioni sul nucleo
Gp; si trova, cambiando opportunamente gli indici di sommatoria:

+oo
Gp(0,y,t) = > Tply+2nL,t)—Tp(y—2nL,t)
+oo
= Y [p(y+2nL,t)—Tp(y+2nL,t)
= 0.
Per il flusso in x = L, si trova
“+o0
= Y [p(L-y-2nLt)—Tp(L+y—2nL,t)
“+o0
= Y [p(L-y—-2nLt)-Tp(-L+y+2nL,t)]
= 0.

Dunque le condizioni di Dirichlet sono verificate.

Nota. La funzione Gp = Gp (z,y,t) si chiama soluzione fondamentale con
condizioni di Dirichlet, per Uintervallo [0, L].
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Soluzione 3.11. I problemi nei punti a) e b) sono invarianti per dilatazioni
paraboliche e pertanto & ragionevole cercare le soluzioni nella forma indicata nel

Problema 2.14:
T
) =C1 4+ Cherf | — .
u(z,t) 1 S er <2\/E)

Si controlla ora facilmente che la soluzione (I'unica limitata) del problema a) ¢,
essendo erf (0) = 0, erf (+00) = 1:

u@ﬂ—%ﬁ@%)

Analogamente, una!” soluzione del problema b) &'

wle.t) =0 [1-af (5]

Per trovare la soluzione di ¢), usiamo la (24) nel problema 2.16, che da

“+o0
u(a:, t) = / Fl r—y, ) Fl(x + Y, t)] dy
[ e dy —
(L—z) 1) (Lt=)

2
e * dy] =
2Vt

[fL+x f@—?}

i 2V

+o0o

%\

N[ =

Soluzione 3.12. a) Dalla soluzione del Problema 2.15, tale probabilita & pari

L
F(L,t) = 1—/ p? (z,t)de =1 — \/27 ~5 dx

“+oo 22 +oo
- e 2dr = — e
Noz: /L a=v2ty VT /ﬁ

b) La probabilita cercata coincide con la probabilita che la particella passi per
la prima volta in = = L, tra gli istanti ¢ e t + dt. Quest’ultimo evento coincide con
{t < Ty, <t+dt} e quindi se dt ~ 0,

P{t<Tp <t+dt} =F(L,t+dt)— F(L,t) ~ F(L,t)dt.

Ne segue che
Pl <Tp <t+dt) — —2—c 5at
b= ©\/2rt3/2

Nota. Puo essere istruttivo usare un altro metodo per trovare la soluzione. In-
terpretiamo f come il tasso al quale una quantita di calore unitaria, concentrata

L7Mentre nei problemi a) e ¢) ¢’¢ una sola soluzione limitata, per il problema b), non essendo
il dato di Dirichlet in L? (0, 00) non c’¢ unicita (si veda il problema 2.21).
188i puo usare anche la formula nel problema 2.21.
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Figura 15. La funzione % (erf ;T/“i-” —erf ﬁ), 0<2<2,0.006<t<3.

inizialmente nell’origine, diffonde in presenza di un pozzo assorbente, posto in
x = L. Allora la soluzione & semplice: f non ¢ altro che il flusso uscente di calore
nell’unita di tempo, nel punto L. La legge di Fourier assegna

1 4 L L2
F(Lt) = —5pa(L,t) = NN

confermando il risultato precedente.

Soluzione 3.13. a) La probabilita di transizione p = p (z,t) & soluzione di

1
bt — §pa:m =0

in (—oo, L) x (0,00) ed inoltre p (x,0) = ¢ in (—oo, L). Inoltre, deve essere

(59) / p(z,t)de = 1.

— 00

Per analizzare che cosa succede in x = L, usiamo la condizione di riflessione, in
base alla quale, la particella che si trova in L — h/2 al tempo ¢ + 7 si trova con
ugual probabilita in L — 3h/2 e in L — h/2. Dal teorema delle probabilita totali
possiamo percio scrivere:

1 1 3 1 1
(60) P<L—§h,t+7>§p<L—§h,t)+§p<L§h,t>.

Poiché

1 1 1
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1 1

sostituendo nella (60), dopo qualche semplificazione, si trova
1 1
Dt (L— §h,t) T+o(T)=ps (L— §h’t) h+o(h).

Dividiamo per h e passiamo al limite per h — 0. Poiché h%?/7 = 1, segue che

+ — 0, per cui si ottiene la condizione che p deve soddisfare in = L e cio¢

(61) pe (L) =0 t>0

che corrisponde ad una condizione di Neumann omogenea. In conclusione, p &
soluzione del problema

Pt—3Pse =0 in —co<z <L, t>0
p(z,0) =46 —oco<x <L
P (L) =0 t>0

oltre alla (59).

b) Per risolvere il problema, usiamo il metodo delle immagini, sistemando un’altra
barriera riflettente nel punto 2L, simmetrico dell’origine rispetto ad L. Sfruttando
la linearita dell’equazione del calore, consideriamo la sovrapposizione delle due
soluzioni fondamentali

(62) pP(z,t) =Tp (,t) + Tp (x —2L,t) =Tp (z,t) + Tp (2L — z,1) .

La p® cosi definita ¢ precisamente la soluzione cercata, in quanto, per —oo < = < L,
si ha
p"(2,0) =Tp (2,0)+Tp (2L —2,0) =0

e
P VarDt | 2Dt 5D1
percio
Dz (L, t) = 0,

(deducibile anche senza calcoli dalla simmetria di pf?). Infine,
L L
/ o (2, 1) dz = / (Tp (2,8) + Tp (2L — 2, 1)} da =
—0o0 —0o0
ponendo 2L — x = z nel secondo integrale a destra,
L “+o00
[ ot [ Tonde-1
—o0 L

e quindi anche la (59) ¢ soddisfatta.
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Soluzione 3.14. Poiché f ¢ continua per 0 < z < L, t > 0, dalla soluzione
dell’Esercizio 3.10, si deduce che la soluzione del problema (29) & per ogni T,
0< 1<,

L
v(x,t;r):/o Gp (z,y,t—7) f (y,7) dy

ed ¢ continua nello stesso insieme. In tal caso si ha, per ogni 0 < x < L, t > 0:

t t
ug (z,t) = wv(x,t,t) +/ ve(x, t;7)dr = f(x,t) + / ve(x, t;7)dr
0 0

t
Ugy (T,1) = /vm(x,t;T)dT.
0

Quindi
— Dugy, = f(,1) O<z<L,t>0
e inoltre
u(x,0) =0.

Concludiamo che u & soluzione di (28). Una formula esplicita per u & la seguente:

t t L
u(m,t):/o v(x,t;r)drz/o/o Gp (z,y,t —7) f (y,7) dydr.

Una formula alternativa segue dal metodo di separazione delle variabili. Infatti,
per v(z,t; 7) si trova la formula

k
(x,t;7) Z fr(r)e ™ = L gin <%x>

r)=2 [ 1o ('%x) y

(z,t) Zsm <—3:)/ e (7 e~ (=) /Ly,

Soluzione 3.15. Sia R = L/2r il raggio del cerchio. Usiamo le coordinate 6
e t e poniamo u = u (6,t). La temperatura u varia con continuita, per cui v (6,t)
¢ funzione periodica rispetto ad 6, di periodo 27. Un modello per u si trova col
metodo del Problema 2.1. Isoliamo una porzione di filo V, tra 6 e 04d6, di lunghezza
Rd6. Tl passaggio di corrente di intensita I = I (¢) induce una sorgente distribuita
di intensita vI2, dove 7 dipende dalle caratteristiche del filo (resistenza elettrica,
densita, diffusivita). Pitt precisamente 12 Rdf rappresenta la quantita di calore
generata nell’unita di tempo dentro I’elemento di filo tra 6 e 6 + df. La legge di
conservazione dell’energia da

d d
—/ Cypu dv:/ —n—u7'~uda+'yIQR do
dt v av ds

dove

da cui
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dove T ¢ il versore tangente al filo e v ¢ il versore normale al bordo del cilindretto.
Abbiamo:

d 0+do
7 L Ccypu dv = cypSR/e U (9’,t) de’
mentre, essendo t - ¥ = 0 sul bordo del cilindretto, e
du/ds = ugdf/ds = ug /R,
si ha

K . o H/S
/8v —guoi-v do = ——[ug (0 +db, ) — g (0,1)].

Uguagliando, dividendo per df e passando al limite per df — 0, si ottiene I’equazione

up = Kugo + f (¢), in0<f<2mt>0
con ,
K ~vI
- p =T
cpR CypS
Inoltre,
u(6,0) =g(0) 0<6<2r
w(0,t) = u(2m,t), wup(0,t) =ug(2m,t) t>0.

dove il dato iniziale g ha periodo 2.
Cercando soluzioni del tipo v (0)w (¢) si & condotti al seguente problema di
autovalori:
V" + 2 =0, v(0) =v(2m), v (0) =" (27).
Le soluzioni sono
vp, (0) = Acosnf + Bsinnf, n=0,1,2..

Di conseguenza, cerchiamo la soluzione nella forma:
u(f,t) = Z [An, (t) cosnf + By, (t) sinnf)
n=0
e imponiamo che
[A], (t) + n* KA, (t)] cosnf + [B,, (t) + n*By, (t)] sinnf = f (t)
k=0
con
A, (0) =an, Bp(0)=by, n=0,1,2..
dove a,, e b, sono i coefficienti di Fourier di g. Deve dunque essere
ag
A= (1), A@0) =2
e, per n > 0,

AL (t)+n*KA,(t) = 0,A,(0)=a,
B, (6) +n?KB, () = 0, B, (0) = by,
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Si trova:

AO (t) =5t f (S) dS, An (t) = ane—HZKta Bn (t) = bne_HZKt.

Soluzione 3.16. a) Usiamo la trasformata-coseno di Fourier rispetto a z,
definita da:

Cu) () =U(E == [ ult)eos(eo)de
0
Si noti che U ¢ una funzione pari di £. Ricordando la formula
2
C (uga) (§1) = _;uz (0,t) — §2U (&,t)

si deduce che U é soluzione del problema

{ Up(&,t) + U (&) = —=2g(t) £€>0,t>0

Si trova

™

t
U@ﬂz—gle*%”b@M&

Eseguendo la trasformata inversa , si ha:

u(z,t) = /000 U (&,t) cos(§x)dE = —% /Otg (s) {/000 g€ (t=9) cos(éx)dg| ds
_ L Mgl e
= _ﬁ/o e t=9) ds

dove

1 x2
F(x,t) = mexp _E

¢ la soluzione fondamentale per 'operatore 0; — 0.
b) L’analisi della soluzione e la dimostrazione della non unicita si esegue, con
minime varianti, come nel Problema 2.21. Lasciamo i dettagli al lettore.

Soluzione 3.17. Indichiamo con

A6t = [ ulate i

la trasformata di Fourier parziale di u. Allora, ricordando che la trasformata di
xuy & —EUe — U, u soddisfa (formalmente) il problema di Cauchy.
{ Up + Elg = —(E2 4+ 1)U —oco<E<o00, t>0
u(£,0)=9(¢) —00 < § < oo
E un’equazione lineare non omogenea del prim’ordine. Le curve caratteristiche
(vedi Capitolo 3) di equazioni parametriche

tzt(T),f:€(T),Z:Z(T)
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sono soluzioni del sistema

==¢ £(0)=s
dz

Lo @+ 20)=40s).
Dalle prime due, si trova t = 7, £ = se”. La terza da
~ 1 2 21 1 2
z2(7,8) =9 (s)exp —5se —1—55 —7].

Eliminando i parametri s, 7, si trova

2 2
260 =56 o (5 + Gt ).

ed infine

_ -2
u(z,t) = %e_t/Rﬁ(fe_t) exp{—lTeth—l—ifx} dg.

Osserviamo ora che g (£e7?) ¢ la trasformata di e'g (xe'), mentre, posto

1—e 2

at) = —5—.

la funzione e—¢7¢®) & la trasformatal® di

I (z,a(t) = ———=¢ 7@
Ne segue la formula

u(a,1) = /R Ty (v, a(t)) g (¢ (z — v))dy

Il
T
Ny
&
—
8
|
4]
o~
<
Q
—
2
N—r
SN—
Ne)
—~
<
N—
N~—
QL
Ny

Nel caso
g(x) =0 (z—wo),
si trova
B 1 (x — etzg)?
(63) u(x,t) = mexp{—m .

Si vede che la Gaussiana viene trasportata all’infinito (a destra se zg > 0,
a sinistra se ¢y < 0) con velocita esponenziale e tende ad assestarsi sul profilo
Lo {-F

Tom OXP 5 } L’effetto della diffusione in ogni punto al finito si sente sempre
meno. Se zyp = 0, non c’¢ effetto di trasporto.

19 A ppendice B.
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Figura 16. Trasporto “esponenziale di una Gaussiana”: la funzione (63).

Soluzione 3.18. Supponendo che u ammetta trasformata di Laplace rispetto
a t, definiamo

L@ @O =U(0) = [ e ulap
0
Allora, ricordando che

L () (,¢) = ¢U (z,¢) —u(x,0) = U (x,¢),
si deduce che U ¢ soluzione del problema?’
CU—-Ugr = 0, x>0
U,¢) = 1, U (c0,¢) = 0.

Risolvendo I’equazione ordinaria si ha:

U(z,¢) = Cle\/zx + C’ge_\/z‘”

Vo= Ve,

Imponendo le condizioni agli estremi, si trova

dove

Ol = Oa CQ = 17
da cui
U(z,() =e Vo,
Antitrasformando?!, troviamo
T _z2
u ($7t) = W@ 4t

20poniamo per semplicita D = 1.
21Appendico B.
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Soluzione 3.19. Il problema ¢ invariante per rotazioni e quindi la tempera-
tura dipende solo dal tempo e dalla distanza dal centro della sfera, che supponiamo
sia Dorigine; cioé u = u (r,t), dove r = |x|. L’equazione per u &

1
—Au=u — - (ru),, =0, O<r<R,t>0
r

con le condizioni
w(r,0) =gqr 0<r<R
ur (R,t) =¢q, |u(0,t)] <oco ¢>0.
Come nel Problema 2.26, possiamo porre v = ru e scrivere per v il problema
unidimensionale misto Dirichlet-Robin:
Vg — VU =0 0<r<R,t>0
U(T’O):qTQ 0<r<R
v(0,t) =0, Rv, (R,t) =v (R,t)+ R*q t>0.

Poniamo ulteriormente
w(r,t) = v (r,t) —qr.
Allora
Wy — Wypr = 2q O<r<R,t>0
w(r,0) =0 0<r<R
w(0,t) =0, Rw, (R,t) =w(R,t) t>0.
Ricordando la soluzione dell’Esercizio 3.4, il problema ha come autovalori i numeri

ui/R, k > 1, dove i p; sono le soluzioni positive dell’equazione tanp = p. Le

autofunzioni sono
Mkr

R’

E ek ( sm—

dove i ¢, sono scelti in modo che (w}/ —|— wk =0)

wy, (r) = sin —==—

Percio la soluzione ¢

o0 2
wt—wrr—;[ ()—i—ﬁck(t)} sm%qu.

Ora, si puo scrivere

. [,Lkr
1 e E ——
ké_l G S1N

dove )
COS [t 1 sin
ka—k7ak=——i~
QU 2 Ay,

22Ricordare lidentita (41).
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Deve quindi essere, tenendo conto della condizione iniziale nulla:

2
< (t)"‘%ck (t) = 2qqx, ¢ (0) =0, k=1,2,..
Troviamo
u?
CL (t) = 2qR2q—§ <1 — e_EAft> .
M
Infine:

2 R2 o V'Q, r
u(r,t):qr+q— q_;; (1—€_E%t> sin HE-
T g R

Soluzione 3.20. Definiamo

Q1) = / Cut)e g,

trasformata di Fourier parziale di u. Allora u soddisfa (formalmente) il problema
di Cauchy

u(§0)=9(&),

¢ e R", dove fé la trasformata di Fourier parziale di f. Si trova dunque

{mmsfa FEt) t>0

W60 =3P e DIEP() P g, ) ds.

0

. . . . _DIE%E »
Ricordiamo ora che Pantitrasformata dell’esponenziale e~ PIE1t &23

! [x[*
FD (X,t) = W exXp (—m)

e che lantitrasformata di un prodotto € la convoluzione delle antitrasformate; si
ottiene percio:
t
uxt) = [ Totx-yg@ay+ [ [ To-yit—s)fiysds
n 0 n
= wup (x,t) +us (x,t).

L’analisi del procedimento si esegue esattamente come nel Problema 2.20; la con-
clusione é che

u(x,t) = f (%)
in L? (R"™) per t — 0.

23 Appendice B.
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Soluzione 3.21. Si tratta di determinare la soluzione del seguente problema
di Cauchy—Dirichlet (ponendo D = 1):

ue(x,y,2,t) = Au(z,y,2,t)  (2,9) ER%E0<2<1,t>0
w(@,y,2,0) = g(z,y,2) (r,y) ER*,0<z<1
u(x’ y7 07 t) = u(x’ y7 ]‘7t) = 0 (x7 y) 6 R27 t > 0

(il laplaciano si intende rispetto alle coordinate spaziali). Per risolverlo, usiamo la
trasformata di Fourier bidimensionale, rispetto a x e y; definiamo cioé

A€mant) = [ ulep e gy
R?2
Allora © (&,7, -, -) & soluzione (formalmente) del seguente problema (D = 1):
Uy —Tar + (2 + 02U =0 0<z<1,t>0

u(&n, 2,0)=g(mn,z2) 0<z<1
u(&n,0,t)=u(&n,1,t) =0 ¢>0.
Pensando &, n fissi, separiamo le variabili, cercando soluzioni della forma
u(z,t) =v(2)w(t).
Con la procedura usuale, si trova

W () =, (&) e EFDNe=o Ty

vn (2) = B,, (&,n) sin (nrz) , n=12 ..
Sovrapponendo queste soluzioni e imponendo la condizione iniziale, si trova la
soluzione (formale)

U, zt) = Zvnén (€t T i ()

dove

1
Y (§51) :2/0 g(&,m, 2)sin (nw2) dz.

Antitrasformiamo, chiamando ¢, (x,y) 'antitrasformata di v,, e ricordando che
e~(E+1°)t & 1a trasformata di I'y (z,y,t), si trova

oo

u(z,y,z,t) = Z (/ Iy (x— 21,9y —y1,t) en (T1,91) da:ldy1> e ™ sin (nmz).
R

n=1

Soluzione 3.22. a) Imitiamo la dimostrazione del caso unidimensionale?!

1. Supponiamo prima che Lu < 0. Se u avesse un massimo positivo in un punto

(x0,t0) € Qr\9pQr,

24[g], Capitolo 2, Sezione 2.2.
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si avrebbe:
Ut (Xo,to) Z 0, Au (Xo,to) S 0, Vu (Xo,to) = 0, C(Xo,to) u (Xo,to) Z 0
in contraddizione con Lu < 0.
2. Sia ora
Lu<0 e wu(xg,ty)=M>0.
Per assurdo sia
M’ = maxu < M.

9pQr

Allora tg > 0. Riportiamoci al caso precedente ponendo
w (x,t) = u(x,t) — k(t —to)
e scegliendo k > 0, opportunamente. Si ha:
Lw=Lu—k<0

e
w (xoto) = M.
Inoltre, scegliendo
M- M
k= —,
to
si ha:
maxw < M +ktg
QT
M—-M
M+—ty=M
lo
max w.

Qr
Ma questo contraddice il punto 1.
Se ora u < 0 su 9,Q7, non puo essere che in qualche altro punto u sia positiva.

b) Se u e v sono soluzioni dello stesso problema, allora la differenza w = u — v
¢ nulla sulla frontiera parabolica e pertanto deve essere nulla in tutto Q.

c) Se |e(x,t)] < K, senza ipotesi sul suo segno, ci si riporta al caso precedente
ponendo
z(x,t) = e Klw (x,t).
Infatti,
Lz=e X w, —aAw+b-Vw+ (c — K)w| = —Kz
per cui
Lz+Kz=2z—alAz+b-Vz+(c+ K)z=0
e il coefliciente di z, cioé ¢+ K & > 0. Dunque deve essere z = 0 che implica

w=u—v=0.

Soluzione 3.23. La formula si trova riportandosi al caso dell’equazione di
diffusione U; = AU con ripetuti cambi di variabile. Procediamo per gradi.
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Passo 1. Eliminiamo il termine di reazione, ponendo

t
C(t)= / c(s)ds
0
e poi definendo
w(x,t) = e Oy (x,t).
La funzione w risolve il problema
wy=a(t) Aw+b(t) - Vw, w (x,0) =g (x).

Passo 2. Eliminiamo ora il termine di trasporto, osservando che, se

B@:Abwma
si ha
aw(z—B(t),t):wt(Z—B(t),t)—b(t)-Vw(z—B(t),t).
Poniamo dunque
x=z—B(?)

h(zt)=w(z—B(t),t).
Allora, h risolve il problema
hi = a (t) Aw, h(z,0) =g (z).

Passo 3. Eliminiamo infine il coefficiente a (t) riscalando il tempo. Poniamo

A@:AE@M&

Essendo
a(s) >ag >0,
A risulta invertibile e si puo porre
U(z,r)=h(z,A""(1)).

Allora,

1

U‘r - ht_

a

e quindi U risolve il problema
U, =AU, U (z,0) =g(z).

Si puo allora scrivere

U(Z,T)=m/1¥e)<p{—%}g(3’) dy.

Ritornando alle variabili originali, si trova

1 (x+B(t)—y)?
U(Xﬂf)ZW/WGXP{C(U—TM}Q(Y) dy.
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Soluzione 3.24. 1. No; altrimenti (xg, 1) sarebbe un massimo positivo in-
terno e percio
us (o, 1) = 0, Uupy (20,1) <0,
contro ’equazione
Up — Ugy = —1.
2. Non puo esistere, in quanto |x| non & sufficientemente regolare per essere un
dato iniziale per I’equazione backward (cfr. Problema 2.8).

3. Non c’¢ contraddizione; questo esempio mostra semplicemente che, per avere
unicita, non basta richiedere che u (z,t) — 0 per ogni x fissato. Si noti, tra l’altro,
che u (x,t) — oo quando (z,t) — (0,0) lungo la parabola z? = t.

4. Se

minu = u (zg,t0) =m <0
deve essere t > 0 e g = 0 oppure xg = 1. Possiamo supporre che u > m per
0 <t <ty e cioé che ty ¢ il tempo in cui u assume il valore m per la prima volta.
Ma allora il principio di Hopf (cfr. problema 2.12) implica che

ug (0,%9) >0 oppure u, (1,%9) <O.

In entrambi 1 casi si contraddice la condizione di Robin. Percio m > 0. Con un
ragionamento analogo, si conclude che il massimo di u, che & positivo, non pud
essere assunto sulle semirette x = 0 oppure z = 1. Deve dunque coincidere con il
massimo del dato iniziale, e cioé

maxu = maxsinmx = 1.
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Equazione di Laplace

1. Richiami di teoria

Il riferimento teorico per i problemi e gli esercizi contenuti in questo capitolo
¢ [S], Capitolo 3. Richiamiamo le principali proprieta delle funzioni armoniche.
Indichiamo con 2 un dominio in R™ e con B, (x) la sfera n—dimensionale di raggio
r e centro x. Una funzione u & armonica in ) se ha due derivate continue e Au =0
in Q.

e Proprieta di media. u € armonica in §2 se e solo se ha la seguente proprieta di
media: per ogni B, (x) CC Q!

() = (v)d () =
U(X) = —=—— u(y)dy e u(xX)=-—m——
|Br (%)| /B, (x) 0B, (%)| JoBpx)

e Principio di massimo. Se § & limitato, u & armonica in e continua in Q,

assume massimo e minimo sul bordo di :

u(o)do.

max u = max u, minu = min u.
Q aQ Q o0
Conseguenza di uso frequente: Siano u,v armoniche in Q (limitato), continue in
Q. Se u > v su 0N allora u > v in Q.
e Teorema di Liouville. Se u & armonica in R™ e u (x) > M, allora u ¢ costante.
Pertanto: le uniche funzioni armoniche in R, limitate inferiormente o superior-
mente, sono costanti.

1] simbolo A cC B significa che A & un insieme compatto (chiuso e limitato) contenuto in
B. Si legge: A & a chiusura compatta contenuta in B.



84 2 Equazione di Laplace

e Formula di Poisson. Sia u armonica in B, (p), continua in B, (p). Allora
2 —|x—p|’ u(o
wpg = ==EPL [ M e (= B )
wnpT aBr(p) |0' —X|

e Soluzione fondamentale e potenziali.

La funzione 1
—5- log|x| n=2,

Fx) =4 1771

~_—_ n>3
Wn |X]

¢ soluzione dell’equazione
—AT'(x) =6 (x) inR" (6 (x)) indica la delta di Dirac nell’origine)

e si chiama soluzione fondamentale.

Mediante la T' & possibile ricostruire una qualunque funzione u € C? (ﬁ), Q
limitato con frontiera regolare, come somma di tre tipi di potenziali, di strato
semplice, di doppio strato, e Newtoniano; si ha infatti, nell’ordine:

ou 0
U(X)—/BQF(X—y)a—VdU—/@Qu a—l"(x—a)da—/ﬂf(x—y)Audy.

v
I primi due (di semplice e doppio strato) sono armonici in Q. Il terzo ha —Au
come densita (per esempio, di carica o di massa) .

e Funzione di Green. I' & la soluzione fondamentale di A in tutto lo spazio. Si
puo definire anche la soluzione fondamentale per 'operatore A in €2, quando (2 &,
per esempio, lipschitziano, con ’idea che essa rappresenti il potenziale generato da
una carica unitaria posta in un punto y all’interno di un conduttore, che occupa
la regione 2 e che sia messo a terra. Indichiamo con G (x,y) questa funzione, che
prende il nome di funzione di Green in Q. Dovra essere, per y fissato,

-AG(,y)=6(y) inQ
e, per via della messa a terra del conduttore,
G(,y) =0, su 00.
Si vede allora che vale la formula
Gxy)=Tkx-y)-gxy)
dove g, come funzione di x, per y fissato, & soluzione del problema di Dirichlet
Ag=0 in Q
{ g(y)=T(—-y) suof.
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2. Problemi risolti

e 21 —213: Problemi con valori al bordo. Metodi di risoluzione.
e 2.14 —2.21: Proprieta generali delle funzioni armoniche.
0222 —-2.26: Potenziali e funzioni di Green.

2.1. Problemi con valori al bordo. Metodi di risoluzione
Problema 2.1. (Problema misto nel rettangolo, separazione di variabili). Ri-
solvere, nel rettangolo
{Q=(z,y):0<z<a, 0<y<b},

il seguente problema misto:

Au=0 in @
u(x,0)=0,u(z,b)=g(x) 0<z<a
u(0,y) = uq (a,y) =0 0<y<b

dove g € C1 (R), g(0) = ¢’ (a) = 0.

Soluzione

Cerchiamo funzioni armoniche (non nulle) della forma u (z,y) = v (z) w (y) con
v(0) = v’ (a) = 0, w (0) = 0. Sostituendo in Au = 0 si trova

v (@) w (y) +o(z)w (y) =0

da cui

V() w'(y)
= = >\
v () w (y)
con \ costante. Il problema agli autovalori per v &
v () = v (z)=0
v(0)=12"(a)=0

dacui/\k:—M,kZO,e

4a2
2k +1) 7z
2a '

Con questi valori di A; abbiamo per w 1’equazione

w” (y) + Mw (y) =0

v () = sin

con w (0) = 0. Scrivendo l'integrale generale dell’equazione differenziale nella forma

2k +1 2k +1
w (y) = ¢; sinh @k+ 1y + ¢y cosh @k+Dmy
2a 2a
da w (0) = 0 si ha subito ¢ = 0.
Possiamo allora scrivere la candidata soluzione nella forma
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oo
_ . Qk+1)mz . (2k+1)my
(1) u(z,y) = Z a, sin 5 sinh 0 .
k=0
Occorre determinare i coeflicienti ay dalla condizione u (z,b) = g¢(z). Date le

ipotesi su g, si puo scrivere

§(@0) =3 gusin ZELDTE

prd 2a
dove
2 [ 2k+1
an :_/ g(x)sinwdm
a Jo 2a

con Y o |gk| < co. Bastera allora scegliere

2%k +1)7b]
ak = gk [sinh M}
2a
per ottenere u (z,b) = g (z).

e Breve analisi della (1). In @ si ha
(2k+1) 7z 2k +1)m
a

o
sinh
sin 9

Yy
< |gxl

gg sin

per cui la serie che definisce v & uniformemente convergente in Q e percid u €
C @) All’interno del quadrato si puod poi derivare quante volte si vuole sotto il
segno di somma, data la rapida convergenza a zero di ay. Cio assicura che u &
armonica in Q. Per la stessa ragione e dato che ¢’ (a) = 0, il dato di Neumann sul
lato x = a, 0 <y < b, & assunto con continuité.

Problema 2.2. (Poisson—Dirichlet nel cerchio, separazione di variabili). Risol-
vere il seguente problema di Dirichlet non omogeneo:

Au(z,y)=vy in B
u=1 su 0B;.

Soluzione

Come primo passo, spezziamo il problema, non omogeneo sia nell’equazione sia
nella condizione al contorno, in due sottoproblemi che presentino disomogeneita
solo in una delle due: poniamo cio¢ © = v + w, dove

Av(z,y) =y in B Aw(z,y) =0 in By
v=>0 su 0B, w=1 su 0B;y.
Dal secondo sistema si ricava subito che w(z,y) = 1 & l'unica (per il principio

del massimo) soluzione. Per il primo sistema, passiamo a coordinate polari, po-
nendo V(r,0) = v(rcosé,rsinf). Si ha che V' & 2r-periodica in 6, e, ricordando
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I’espressione dell’operatore A in coordinate polari si ha
1 1 .
Vir + =V + — Voo = rsinf
r r

con la condizione V (1,60) =0, V limitata.
Come si vede, il secondo membro ¢& gia scritto in termini di sviluppo di Fourier
e ci suggerisce di cercare soluzioni della forma?

V(r,0) =bi(r)sind, con by1(1) =0 e by limitata.
Sostituendo nell’equazione si ottiene
1 1
b/ (r)sinf + ;b’l(r) sin 6 — T—le (r)sin® = rsin6,
ossia ’equazione differenziale ordinaria
(2) 720y + b — by = 1>,

L’equazione omogenea associata ¢ un’equazione di Eulero, che si puo ridurre ad
una a coefficienti costanti mediante il cambiamento di variabile indipendente s =
log . Alternativamente, se ne possono cercare soluzioni della forma %, per qualche
a € R. Sostituendo si ottiene

ala—1)r*+ar® —r*=(a+1)(a - 1)r* =0,
da cui @ = £+1. L’integrale generale dell’omogenea &, quindi,
Cyr + Cyr™ L.

Cerchiamo ora una soluzione particolare dell’equazione non omogenea (2) della
forma Ar3; sostituendo, si trova

6Ar3 + 3Ar3 — Ard =13,

cioé A = 1/8. In definitiva, l'integrale generale di (2) & dato da

1
bi(r) = §r3 +Cir+ Cor L,

con (1, Cs costanti arbitrarie. La limitatezza di b; implica Cy = 0, mentre dalla
condizione b1 (1) = 0 si trova C; = —1/8. Concludendo, si ottiene

1
V(r,0) = gr(r2 — 1) siné.
Ritornando a coordinate cartesiane, la soluzione del problema originale &
1
u(@,y) =1+ g (@ +y* — y.

2Vedere [S], Cap. 3, Sezione 3.4.
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Figura 1. La funzione u (z,y) = 1+y (2* +y* — 1) /8.

Problema 2.3. (Dirichlet in un anello, separazione di variabili). Consideriamo
la corona circolare
CLR:{(T’,Q) l<r< R}
a) Date g ed h di classe C* (R) e 2n—periodiche, determinare la soluzione del
problema di Dirichlet

Au=0 in CI,R
u(l,0) =9g(0) 0<6<2rm
u(R,0) =h(0) 0<0<2r.

b) Risolvere il problema quando g(f) =sinf e h(f) = 1.

Soluzione

a) Essendo le funzioni g, h regolari e periodiche, possiamo scriverne lo sviluppo
di Fourier

+o00
l 3 ]
g(0) = > +; (an cosnd + by, sinnf),
h(o) = 2o +OOA nf + B. sinnf
()—74-;( n cosnl + By, sinnf)
con le serie
+o0 +00

(3) Y (anl+ 1), D ([An] +[Bul)

n=1 n=1
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convergenti. Data la simmetria circolare del dominio, questo ci suggerisce di cercare
soluzioni del tipo

+o0o

(4) u(r,0) = ap(r) + Z [ (1) cosnb + B,,(r) sinnb)] .

n=1

Le condizioni al contorno ci dicono subito che i valoriin r = 1 e in r = R dei coeffi-
cienti della soluzione devono coincidere con i coefficienti di g ed h rispettivamente.
D’altra parte ricordiamo che, in coordinate polari®,

1 1
Au = up, +—u, + —Ugp-
r r

Calcolando, risulta

u(r,0) = agy(r) + Z )cosnf + 3, (r)sinnd] ,
U (1,0) = afy (r) + Z oy (r) cosnf + B, (r) sinnd] ,

ugg(r, 6) Zn an(r) cosnb + B,,(r)sinnd) .

Sostituendo nell’equazione si ottiene

= (o) + L0t ) = ™ ()] cos o
> (1) 4~ (r) = —5an(r) | cosn

n2

+[810)+ 28,001 = 558,00 sinnd =0

da cui gli infiniti problemi ai limiti:

1
ag(r) + —ap(r) =0

6 r
ao(l) =5, ao(R) = %
(6) all(r) + =al,(r) — = an(r) =0

3 Appendice B.
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L’equazione in (5) ¢ del prim’ordine in «f, e la sua soluzione generale ¢ data da
C1 4 Cslogr. Usando le condizioni ai limiti otteniamo
ag A() — ap
= —+ ——logr.

() =5+ Jog R %87
Per trovare la soluzione generale delle equazioni (di Eulero) in (6), (7), possiamo
cercare soluzioni particolari del tipo r7, con 7 da determinare. Sostituendo in (6),
(7) si trova

V(=1 +y=n")r7 =0
da cui v = £n. L’integrale generale & C17" + Cyr~". Dalle condizioni ai limiti, si
trova poi’:

an(r) = an Ky (r)r~" + A H, (1) (i)n

R
e
r n
Bp(r) = bn Ky (r)r™" + By Hny (1) (E) )
dove ) -
1—r—=n 1—R™*"r=n
)= ¢ () =g
Sostituendo in (4) si ottiene l’espressione della soluzione. Poiché
1 1
T A &
e
r 1
—-<1,-<1
7<L-<L

la serie in (4) ¢ assolutamente e uniformemente convergente per 1 < r < R. Inoltre
si puo derivare sotto il segno di integrale quante volte si vuole, per cui la (4) &
I"unica soluzione del problema. Si noti che la soluzione é della forma

] oo
co+ 1 ISgg; + E (Cnrn + dnr_n)
n=1

che ricorda le serie di Laurent per le funzioni analitiche nel piano.

b) Le funzioni g ed h sono gia scritte come somme finite di Fourier. In particolare,
utilizzando le notazioni introdotte nel punto a), gli unici coefficienti non nulli sono
by =1e Ay = 2. Si ottiene quindi

(r) = logr
otr ~ logR’

_ 1 1 1y R% — 12
/61(T) R—Rfl( R™"r+ Rr )_(RQ—l)T

an(r)=6,,(r)=0  pern>1m>2.

4Riordinando i termini, con un po’ di pazienza.
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Figura 2. u (r,0) = }2% + 45:2 sin 6.

In definitiva otteniamo che la soluzione & data da

logr R? — 72
u(r,9) = log R * (RZ2 —1)r

sin 6,

come ¢ facile verificare con un controllo diretto.

Problema 2.4. (Problema di Dirichlet nella sfera). Determinare la soluzione
del seguente problema di Dirichlet (in coordinate sferiche)

Au=0 inB
{U(l,soﬁ)—g(e) su 0B,
nella sfera
By ={(r,p,0) =0<r<1,0<p<2m,0<0<7}.

Soluzione

Poiche il problema ¢ invariante per rotazioni attorno all’asse z, cerchiamo solu-
zioni del tipo u = u (r,6). L’equazione di Laplace per u diventa®

0 ( ,ou 1 0, 0u.,
ar ( E) t mgasnfg ) =0

con la condizione u(1,0) = g (0) e u limitata. Usiamo la separazione di variabili,
cercando prima soluzioni della forma u (r,0) = v (0) w (r). Inserendo nell’equazione
e riordinando opportunamente i termini, si trova

l 2, N _ 1 . AV
w( w') = vsiné(bmgv ).

5 Appendice B.
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Ponendo entrambi i membri uguali ad una costante A, questa equazione si spezza
nei due seguenti problemi agli autovalori:

cos 0

(8) v+ —v '+ =0, v limitata
sin 6
e
9) r2w” +2rw’ — Aw =0,  w limitata.

Occupiamoci della (8). Eseguendo il cambio di variabile da 6 a z = cos 6, allora x
varia in [—1,1] e abbiamo:

dv dv dz dv

/ = — = — — — (—gi _

VoS BT a0
?v (dz\? dv d’x d?v dv
n o _ LU oL Y Gnl2pl L
v = 72 (d9> D sin ed:nQ cos@dx.

Sostituendo nella (8) si trova:

d?v dv
G2 7 — 9cosf— —
sin ed:nQ cos@dx +Xv=0

ovvero

d?v dv

che & I'equazione di Legendre®, con le condizioni
v(=1) <oo, v(l)< 0.

Gli autovalori del problema sono gli interi A\, = n (n + 1), n > 0, e le autofunzioni
sono i polinom: di Legendre definiti ricorsivamente dalla formula di Rodrigues:
1 4, , n
Lo (@) = g ggm (=1

Ricordiamo che i polinomi normalizzati

L @) =g b ()

costituiscono una base ortonormale in L? (—1,1).
Con questi valori di A, 'equazione (9) diventa

r?w” +2rw’ —n(n+1)w=0, w limitata
con soluzioni date da
wy, (1) = cr™.
Abbiamo cosi ottenuto soluzioni limitate e a variabili separate del tipo

Up (1,0) = 1" L, (cos@), n>0.

6 Appendice A.
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Sovrapponendo queste soluzioni abbiamo
oo
(10) u(r,0) = Z anr" Ly, (cos )
n=0
e la condizione di Dirichlet richiede ora
oo
ZanLn(cosﬂ) =g, 0<0<mw
n=0
0, equivalentemente,

(11) ZanLn ()=g(cos'a), —-1<a<l
n=0

Se f(z) = g(cos™'z) ¢ una funzione a quadrato sommabile in (—1,1) allora la
(11) & vera nel senso della convergenza in media quadratica (ossia in L? (—1,1))

con )
1
an = (n + 5) / g (cos™ ) L, (z) dz.
-1

Con questi coefficienti, la (10) &, almeno formalmente’, la soluzione desiderata.

Problema 2.5. (Principio di riflessione nel piano). Sia
Bf ={(z,y) eR*:2* +y*> < 1,y > 0}

esiaue C? (Bf)nC (B_fr) armonica in B} e tale che u (x,0) = 0. Dimostrare
che la funzione (continua)
u(z,y) y=0
Ul(z,y) =
—u(z,—y) y<0

ottenuta da u per riflessione dispari rispetto all’asse x, é armonica in tutto il
cerchio Bj.

Soluzione

Sia v la soluzione del problema
Av(z,y) =0 in B;
v=U sudB;
che esiste, ¢ unica ed ¢ data dalla formula di Poisson. Osserviamo ora che la
funzione v (x, —y) & armonica in B; e assume al bordo i valori di v cambiati di
segno. Se poniamo w(z,y) = v(z,y) + v(x, —y), si ha allora
Aw (z,y) =0 in By
w=0 su 0B

"In questo caso ci accontentiamo.
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che ha come unica soluzione w = 0. Ne segue che v(x,y) = —v(x, —y), cioé che v
¢ dispari rispetto all’asse z, ed in particolare v(z,0) = 0. Quindi v & soluzione del
problema
Av(x,y) =0 in Bf
{ v=1u su 0B
Poiché anche u & soluzione dello stesso problema, per unicita segue che v =u =U

su Bi” . Infine, essendo sia v che U funzioni dispari rispetto all’asse z, risulta v = U
su By e quindi AU = 0 su B;.

Problema 2.6. (Nucleo di Poisson per il semipiano). Sia g € L*(R) N C (R),
limitata. Mostrare che esiste un’unica soluzione limitata e continua nel semipiano
y > 0 del problema

Au(z,y) =0 y>0,z€eR
u(z,0) = g(z) zeR
u(z,y) limitata nel semipiano.

Utilizzando la trasformata di Fourier parziale scrivere una formula di rappresen-
tazione per u.

Soluzione

L’unicita segue dal principio di riflessione (Problema 2.5) e dal teorema di Liou-
ville. Infatti, se w1, us sono due soluzioni limitate con lo stesso dato g, la differenza
w = uj —ug € armonica per y > 0 e ha dato nullo. Prolungando w in modo dispari
per y < 0, si ottiene una funzione armonica limitata in tutto il piano e percio
costante. La costante & zero essendo w nulla sull’asse y = 0 e si conclude percio
che u; = us.

Per trovare una formula di rappresentazione della soluzione, poniamo

i6n) = [ e Culey o

Allora

e percio u ¢ soluzione del problema

{ﬁyy(ﬁ,y)—£2ﬁ(£,y) =0 y>0
u(&,0) = g(§).

L’integrale generale dell’equazione ordinaria é:

u(&y) =ci(§) elélY 4 ¢y (6) e €y

La limitatezza di u impone® ¢; (£) = 0, mentre la condizione in y = 0 richiede

c2(§) =9 (§)-

8Perché el€l¥ non & antitrasformabile.
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Si trova, quindi,
@ y)=g(E)e .
L’antitrasformata® di e~lél¥ & la funzione armonica (nucleo di Poisson per il
semipiano)
1y
R

da cui la formula

1 Yy 1 Yy
12 == | ——— ds== [ ———=g(z—s) ds.
(12) u (@) 7T/R(33_5)2+y29(8) i 7T/R$2+929(x $) ds

Nota 1. Senza lipotesi di limitatezza esistono infinite soluzioni della forma
u(z,y) + cy.

e Analisi della (12)**. Proviamo che la (12) & effettivamente la soluzione richiesta
e cioé che & armonica in y > 0, limitata e assume con continuita il dato g. Per
y > 0 si pud passare sotto il segno di integrale con qualunque ordine di derivazione
e percio, essendo il nucleo di Poisson armonico, anche u lo &. Osserviamo ora che,

per y > 0,
+oo
[arctan <£>} =1.
Y)1l-x

1 y
u (x, < — ——— g (x)] ds <su
u@w) <5 [ = lo@) ds <swlg

e u & limitata. Sia ora (z,y) — (x0,0); fissato € > 0, sia

lg(s) —g(wo) <e

3

1 Yy 1 Yy
13) - —L——ds== | =2 — dz=
(13) wL@—W+fS o et

Si ha, dunque

per |s — zg| < 2§.. Abbiamo:

1 Y
_ - - J _ d
ule) —s@)l = + [ —tlo() —gle) a5

1 1
T J{|s—zo|<b:} T J{|s—zo|>6.}
= 1+ L.
Dalla (13):
I <e.

Per I osserviamo che, se |z — zg| < d./2, essendo |s — zg| > de, si ha

O

|s — x| > |s — xo| — |z — xo| > 5

9 Appendice B.
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per cui
1 2y
]2:—/ ~ods < =5 supg|
T J{ls—ao|>6.} To. R

I <e

e percio

se y & abbastanza piccolo. In conclusione, se (z,y) & abbastanza vicino a (o, 0),
lu(z,y) — g (z0)| < 2
ossia u (x,y) — g (zo) per (z,y) — (z0,0).

Nota 2. Dalla precedente analisi segue che tutto funziona se g & solo limitata e
continua, non necessariamente integrabile.

Problema 2.7. (Uso del principio di riflessione).
a) Risolvere il seguente problema in

Bi”:{x2+y2<1,y>0}:
Au(z,y) =0 in Bf
u=g su OB
con g continua su 0B; .
b) Esaminare il caso g (x) = |z|.

Soluzione

a) per applicare il principio di riflessione, modifichiamo u in modo da avere dato
nullo sul diametro y = 0. Definiamo

g(1,0) perz>1
h(z)=< g(z,0) per —1<zx<1
g(—1,0) perzx < —1.

La funzione cosi definita, ¢ continua e limitata in R e coincide con g (z,0) sul
diametro y = 0, |z| < 1. Dal risultato del Problema 2.6 (in particolare dalla Nota
2), la funzione

v(m,y):l/R¢h(s) ds

T
¢ armonica nel semipiano y > 0 e
v (z,0) =g (z,0)
per —1 < z < 1. La funzione
wW=u—"uv
& dunque armonica in Bj e inoltre

w(z,0)=0 per 0 <z <1,

w=g—v=yg su 0B N{y >0}.
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Prolunghiamo ora g in modo dispari su dB;” N {y < 0}. Dal principio di riflessione
e dalla formula di Poisson, sappiamo che

1—x2—y2/ g(&n)
2 o8, (z— €)%+ (y—n)

w(z,y) = 5 d&dn.

La soluzione richiesta & u = w + v.
b) Nel caso g (z,y) = |x| abbiamo:
1 perz>1
h(z)=<{ |z|] per0<z<1
1 perz< -1

1! y 1 y
vx,y:—/—s ds+—/ —— ds
( ) o (x—8)2+y2 | | T (s|>1} (x_8)2+y2

Inoltre, essendo v dispari in y,
g(l‘, y) = |JJ| blgn (y) _U(mvy)
e quindi
-2’ —y* [ &sign(n) —v(&n)
2m o8, (=€) + (y—n)°

w(z,y) = d&dn.

La soluzione ¢ © = v + w.

Problema 2.8. (Trasformata di Kelvin in R?). Siano a >0 e x € R?\ {0}. Si
dice trasformata di Kelvin di x il punto

a2

(14) y =Ta(x) = wEX

a) Verificare che T, é un’applicazione regolare di R? \ {0} in s¢, invertibile
conT; ' =T,.

b) Dimostrare che se u ¢ armonica in  C R? \ {0} allora
v(x) = u(Ta(x))

& armonica in T 1(Q).

Soluzione

a) In R™\ {0}, T;, & C*° (come composizione di applicazioni regolari) ed y =T, (x)
non puo essere il vettore nullo per alcun x # 0. Calcoliamo la trasformazione in-
versa. A tale scopo, applicando il modulo ad ambedue i membri della (14), si
ottiene

a2

¥ = ol

Yl = X| =17
[x[? |

cioé |x| = a?/|y|, che, sostituito nella (14), fornisce

v
= a4 X = a2X.
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Quindi, non appena y # 0, T, & invertibile e

Cl2

x =T, (y) = —3v-
‘ ly[?
Ne segue che T, ! = T}, e la tesi & dimostrata.

b) Essendo x e T, (x) paralleli, & comodo passare in coordinate polari: infatti,
se scriviamo x = (r,6), allora

Ta(x) = (P, 9)3

dove rp = a?. Posto u = u(p, #), si ottiene

o(r,0) = u<a2,9>—u(p,9)

a2 a2 2
'UT(T', 9) = _ﬁup (739> = _Eup(pv 9)
942 a2 ol a2 23 ot
Urr(ra 9) = Fup <779) + ﬁupp <779) = Fup(pa 9) + gupp(pa 9)
(L2
UGH(Tv 9) = Uy <779) = uee(pa 9)3
e quindi
Av = vp(r 9)—|—lv (r 0)—|—iv (r,0) =
- rr\’, r r\"> 7'2 00\, -
20 pt Y 2

0

= Fup(pv 9) + Eupp(pa 9) - a2 ?up(pa 9) + Euee(ﬁ 9) =
4 1 1

% <upp(pa 9) + ;up(pa 9) + Fuﬁﬂ(pv 0)) =

4

= Bau(p.0).

In conclusione, se u & armonica sul suo dominio, anche la v lo é.

Figura 3. Trasformata di Kelvin.
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Problema 2.9. (Uso della trasformata di Kelvin). Sia T, la trasformata di Kel-
vin, introdotta nel precedente problema. Scriviamo x = (x1,22) e y = (y1,Yy2)-

a) Mostrare che la retta 1 = a viene trasformata da T, nella circonferenza
2

(15) (n-2) +s3=2

e quindi che il semipiano x > a viene trasformato nel cerchio corrispondente.
Analogamente, si verifichi che la retta xo = a viene trasformata nella circonfe-

renza
2

o i)' =%

b) Risolvere il seguente problema di Dirichlet nel quadrante
Q={xecR?: ;> 1,20 > 1}:
Au(z) =0 z€@
u(ry,1) =0 x1>1
w(l,z2) =1 x9>1
u limitata in Q.
Controllare 'unicita della soluzione®.
¢) Risolvere il problema di Dirichlet nel seguente dominio,
Q={xecR?: 22 +22 -z, <0, 22 + 22 — 25 <0},
intersezione di due cerchi (Fig. 4):
Av=0 in{
v=1 sudQN{x: 23+ 23—z =0}
v=0 sudQN{x: 2+ 23 —zy =0}

%Per quest’ultimo punto, utilizzare il principio di riflessione e il risultato del Problema 2.21.

Soluzione

a) Scriviamo la trasformazione di Kelvin y = T,(x) esplicitamente:

a2 a2
(Y1,92) = < Ty, xz) ,

2 2 2 2
] + X3 ] + X3

con inversa (come dimostrato nel problema precedente)

0/2 0/2
(r1,22) = ( Y1, y2> :
vi+us”u s

Usando la seconda formula, 'equazione della retta verticale 1 = a diventa, attra-

verso la trasformazione T:
2

a
B
vi +u3
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che equivale alla (15). Analogamente, il semipiano destro x; > a viene trasformato
in
a2

———1 > a,
v+ 3

cioé nell’interno del cerchio scritto sopra. Si noti che, in generale, tutte le rette
verticali 1 = a con a # 0, vengono trasformate in circonferenze con centro sull’asse
orizzontale e passanti per l'origine. La dimostrazione della parte riguardante le
rette orizzontali x5 = a € la stessa; lasciamo i dettagli al lettore.

b) Cerchiamo una soluzione. Iniziamo notando che il dominio ¢ un “cono”, nel
senso che ¢ costituito da un’unione di semirette uscenti da (1,1). Inoltre, il bordo
¢ I'unione di due semirette su ciascuna delle quali il dato di Dirichlet & costante.
Viene quindi naturale cercare una soluzione che sia costante (e limitata) sulle
semirette uscenti da (1,1) o, in altre parole, una soluzione che dipenda solo dalla
coordinata angolare nel sistema di coordinate polari con polo in (1,1). Poniamo
quindi u(1 4+ rcosd,1 + rsinf) = (6). Se la soluzione ¢ di questo tipo, allora si
deve avere

Au = up,(p,0) + 2u,(p,0) + FHugo(p,0) = F¢"(0) =0 0<0<3
$(0) =0
w(%) =1

cioeé 9(0) = 20/w. Tornando alle coordinate cartesiane abbiamo infine

2 -1
u(ry, x2) = p arctan <x2 )

331—1

o Allo stesso risultato si puo arrivare osservando che la funzione di variabile com-
plessa
w=log(z—1)=log|z—1|+iarg(z—1)
¢ olomorfa nel quadrante @. La sua parte immaginaria
-1
arg (z — 1) = arctan <9:2 >

331—1

¢ quindi armonica in @ e vale 0 sulla semiretta zo = 1, £1 > 1, mentre vale w/2
sulla semiretta xo = 1, 1 > 1. La funzione

2 2 -1
u(ry, x2) = —arg (z—1)= - arctan (ii — 1)

& dunque la soluzione cercata.

e Controlliamo 'unicita della soluzione. Le difficolta sono dovute alla discon-
tinuita del dato al bordo nel punto (1,1), oltre alla non limitatezza del dominio.
Consideriamo due soluzioni v e v e poniamo w = u — v. Osserviamo che, data la
discontinuita del dato al bordo, € ragionevole supporre che u e v, e di conseguenza
w, siano continue in @ \ {(1,1)} La funzione w ¢ soluzione del problema

Aw(x) =0 x€eqQ
w(x) =0 x €0Q\{(1,1)}

w(x) limitata  per z € Q
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x—1

Figura 4. u (x,y) = arctan (E>

(come differenza di funzioni limitate w ¢ limitata). Estendiamo w a tutto R? per
riflessione nel modo seguente definendo:

w(x,l1—k)=—-w(z,1+k), x>1,k>0 (riflessione dispari rispetto a y =1)
poi
w(l—hy)=—-w(l+h,y), h>0,y>1 (riflessione dispari rispetto a z =1)

ed infine

w(l—-h1-k)=w(l+h1+Ek), h>0,k>0 (riflessione paririspetto ad (1,1)).

Per il principio di riflessione (Problema 2.5), la funzione w cosi estesa & armonica
in tutto il piano eccetto al piu nel punto (1,1). D’altra parte, w & limitata e
percio possiamo applicare il risultato del Problema 2.21 in base al quale w ha
una singolarita eliminabile in (1, 1): definendo w (1,1) = 0, si ottiene una funzione
armonica e limitata in tutto il piano.

Per il teorema di Liouville, w & costante ed essendo nulla nell’origine ¢ identica-
mente nulla; dunque v coincide con v.

¢) Per quanto visto nel punto a), la trasformazione di Kelvin T} trasforma il
semipiano x1 > 1 nel cerchio y7 + y3 — y1 < 0 ed il semipiano x5 > 1 nel cerchio
Y3 +y3 —y2 < 0. Di conseguenza il quadrante {z1 > 1}N{xs > 1} viene trasformato
nell’intersezione dei due cerchi, ciog in 2. Poniamo quindi v(x) = w(7}(x)), dove
u € la funzione armonica nel quadrante trovata nel punto precedente. In formule,

abbiamo
2 2423 -1
v(x1,xe) = — arctan (M>

T 2+ 23— 1
La funzione v & definita su @ e non ¢é difficile controllare che soddisfa le condizioni
al bordo. Inoltre, grazie ai risultati del Problema 2.8, essendo w armonica, anche

v ¢ armonica ed ¢ la soluzione cercata.
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Figura 5.

Problema 2.10. (Problema di Dirichlet nel semipiano, dati discontinui). Risol-
vere il seguente problema nel semipiano:

Au(z,y) =0 z>0,yeR
u(0,y) =1 y>0
uw(0,y) = —1 y <0

u(z,y) limitata sul semipiano.

Controllare che la soluzione é unica utilizzando il principio di riflessione e il
risultato del Problema 2.21.

Soluzione

1° metodo. Come nel Problema 2.9.b), tentiamo di trovare una soluzione che sia
costante sulle semirette uscenti dall’origine. Poniamo di conseguenza u = u(p, 0) =
¥(0). Si ottiene

1 1 1
Au = uﬂﬂ(p’ 6) + ;up(pv 9) + ﬁu&e(pv 0) = ﬁlﬁ”(@),
e quindi ¥ risolve il problema

s ™
=0 —5<0<3

a cui, tornando in coordinate cartesiane,
2
u(z,y) = — arctan g
T x
2° metodo. Notiamo che la funzione di variabile complessa
w=logz =log|z| +iargz
¢ olomorfa nel semipiano > 0. La sua parte immaginaria

Y
arg z = arctan —
T
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¢ armonica per z > 0 ed assume i valori /2 e —7/2 sulle semirette x =0, y >0
e y < 0, rispettivamente. Si ritrova

2 2
u(z,y) = —argz = ;arctan%.

3° metodo. Utilizziamo il nucleo di Poisson per il semipiano x > 0, (Problema

2.6). Si ha:

1 [ 1 /0
u(z,y) = _/ ;st__/ ;stz
TJo 2?2+ (y—s) T Joo 2%+ (y —s)

A 1 1
A 2 27 9 5 | ds=
mJo \#P+(y—s) 22+(y+s)

2 Yy
= —arctan —.
s x

e Controlliamo che, se il problema ammette una soluzione, allora questa ¢ unica.
Si puo ragionare in modo analogo a quanto fatto nella soluzione del Problema
2.9,b), a cui rimandiamo il lettore per i dettagli. Siano, quindi, u e v due diverse
soluzioni, e poniamo w = u — v, dove w soddisfa

Aw(z,y) =0 x>0,y€R

w(0,y) =0 y € R\ {0}
w(z,y) limitata.

Estendiamo w a tutto R? in modo dispari ponendo:

. | w(z,y) x>0
w(w,y) = { —w(—z,y) x <0.

Grazie al principio di riflessione (Problema 2.5) si ottiene che @ & armonica in
R?\ {(0,0)}, ed infine & estendibile in modo armonico anche nell’origine, per il
risultato del Problema 2.21. Essendo w armonica e limitata in tutto il piano, per
il teorema di Liouville & costante. Essendo poi nulla sull’asse x, tale costante &
necessariamente zero. Percio w = 0, e u coincide con v.
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Problema 2.11. (Problema di Dirichlet in un dominio esterno). Sia Q@ C R? un
dominio limitato contenente I'origine e sia Q. = R?\Q il corrispondente dominio
esterno. Dimostrare che il problema

Au=0 in Q.
(17) u=g su 082, con g continua
u limitata in €,
ha al pitt una soluzione di classe C?(2,) N C(Q.), attraverso i seguenti i passi:
a) risolvere il problema di Dirichlet
Av=0 inCyp
v=20 su 0B,
v=1 su OBg,

nella corona circolare Cy r = Bpr \E, dove
B, CcQC Bg

e i cerchi B, Br sono centrati nell’origine.
b) Mostrare che, se u; ed ug sono due soluzioni di (17) e

o U1 — U in Qe
(18) Y= { 0 in Q,
allora

|lw] < Mwv in Cp g

dove v ¢ la soluzione del problema nel punto a) ed M ¢é un opportuna costante.

c¢) Facendo tendere R ad infinito nella precedente disuguaglianza, dedurre che
w =0, e che quindi (17) ha una sola soluzione.

Soluzione

a) Abbiamo gia risolto il problema di Dirichlet nella corona circolare nel Pro-
blema 2.3. In questo caso particolare il problema ¢ invariante per rotazioni con
centro nell’origine, per cui cerchiamo soluzioni a simmetria radiale, che, nel piano,
sono della forma

v(p) = C1 + Calog p.
Imponendo le condizioni iniziali, otteniamo
o(p) = L8 (p/T)
log (R/r)’
Si noti che v & una funzione non negativa.

b) La funzione w definita in (18) & continua in R?, & identicamente nulla in €
ed ¢ armonica e limitata in €.

Sia M una costante positiva tale che |w| < M in Q.. B facile verificare che la
funzione

Wi=Mv—-w
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soddisfa il seguente problema

AW+ :O in Cr7RﬁQe
Wilao = Mv|sg >0
Wilopr, = M —wlop, > 0.

Dal principio di massimo segue che W, > 0, cioe
w < Mv

in C; g N . Data la definizione di w, la disuguaglianza si estende facilmente a
tutto C . Allo stesso modo, sia

W_ =—-Mv—w.
Con il medesimo argomento si dimostra che W_ < 0, e quindi che
w > —Mv
in . g. In conclusione:
—Mv<w<Mv inCrr
che ¢ la tesi.
c¢) Nel punto b) abbiamo dimostrato che

log (p/1)
(19) lw(p,0)| < MW?

dove r ed R sono tali che
B, C QC CT,R~

In particolare, essendo 2 limitato, la disuguaglianza vale per R arbitrariamente
grande. Sia quindi r fissato, e (p,#) un punto fissato arbitrariamente in Q.. Se
R > p, (p,0) € Cr . Poiché si ha

log (p/r)

Tog (R/7) per R — +oo,

dalla (19) segue che w(p,0) = 0 e quindi u1 = us.
11 problema (17) ammette quindi un’unica soluzione.
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Problema 2.12. (Unicita per il problema di Neumann in un dominio esterno).
Sia Q. C R? un dominio esterno (nel senso del problema precedente). Dimostrare
che il problema

Au=0 in Q.
(20) Ou=yg su 02, con g continua

u limitata  in Q.
ha un’unica soluzione di classe C?(Q.) N C'(Q), a meno di costanti additive,
attraverso i seguenti passi:

a) Utilizzando opportunamente la trasformata di Kelvin (Problema 2.8) si

dimostri che se u é una soluzione del problema (20) allora
ou C

7, | = P

quando |x| é sufficientemente grande, con un’opportuna costante C.

(i=1,2)

b) Siano w; ed ug due soluzioni di (20) e sia w = u; — ug in .. Usando
opportunamente la formula di integrazione per parti e il risultato ottenuto nel
punto a), mostrare che, per R grande

!

/ Vw)2dx< <.
Q.NBRr R

¢) Facendo tendere R ad infinito, dedurre che w é costante, e che quindi (20)
ha una sola soluzione a meno di costanti additive.

Soluzione

a) Sia a > 0 sufficientemente grande in modo che B = B,(0) D Q e quindi che
. ={x € R?: |x| > a} C Q. Introduciamo la trasformata di Kelvin
2 2

a _ a
Yy = Ta(x) = Wxa X = Ta 1(Y) = Ta(Y) = Wy'

Dal problema citato sappiamo che T,(B.) = B\ {0} e che la funzione
v(y) = w(Tu(y))

& armonica in tale insieme. Essendo u limitata, anche v lo é. Possiamo quindi
applicare il risultato del Problema 2.21, ottenendo che v & prolungabile in modo
armonico in tutta B. Ne segue che v € C?(B) e quindi ha derivate prime (ed anche
seconde) limitate su ogni sottoinsieme compatto contenuto in B. In particolare
esiste una costante ¢ tale che, per j = 1,2,

ov
2y; (¥)

a
<co perly| < 5

Ma

ou B ov , | 0Oy; B 2 v a? a’zx;
axi (X) - Z (y) axl (X) - Z (y) <|X|25U - |X|4 )
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dove 0;; & 'usuale simbolo di Kronecker (d;; = 1 se i = j, = 0 altrimenti). A
questo punto basta osservare che |z;z;| < |x|* (per ogni i,j) per ottenere

(21) ‘ 8u per |x| > 2a.

8m1

9g2 2
Sx—g

3% ‘ [x[?

Puo essere utile osservare che in realta le stime ottenute dipendono solo dall’armonicita
e dalla limitatezza di w (non si & utilizzata la condizione di Neumann).

b) Ricordiamo la formula di integrazione per parti:

/QmBR p(x)Aw(x) dx = — /QemBR Vw(x) - Vip(x) dx+/§(ﬂeﬂBR) o(x)0,w(x) do

dove ¢ & una qualunque funzione regolare'® (si noti che la formula vale perché il
dominio di integrazione & limitato). Si vede quindi che per ottenere la norma L?
di Vw @& necessario scegliere ¢ = w. Abbiamo:

/ w(x)Aw(x) dx = / |Vw(x)[? dx — / wdyw do.
Q.NBRr Q.NBRr 8(QEQBR)

Ricordando che Aw =0 in Q e che d,w = 0 su 9N si ottiene

/ |Vw(x)|? dx = / wo,wdo < M |[Vw| do,
Q.NBgr OBRr OBRr

dove M ¢é una costante tale che |w| < M su Q. (w & limitata in quanto differenza
di funzioni limitate). Se R > 2a, dalla (21) si ottiene (su OBpg si ha x| =R)

1 16 M
/ |Vw(x)[? dx < 8a?coM T do ﬂ
QNBr o5, X R

c) La disuguaglianza vale per ogni R sufficientemente grande, quindi possiamo
passare al limite per R che tende ad infinito, ottenendo

/ |Vw(x)|*dx < 0,
Q

cio¢ |Vw(x)[? = 0 quasi ovunque in Q.. Dalla regolarita di w segue la tesi.

10[8], Capitolo 3, Sezione 3.4.
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Problema 2.13. (Formula di Poisson per l'esterno di un cerchio). Sia B, =
{x € R? : |x| > 1}. Si consideri il seguente problema di Laplace in B, (che
scriviamo in coordinate polari):

Au=0 in B,
u(1,0) = g(#) 0<60<2m, con g diclasse C' e 2r—periodica
lul < M in Q

con g € C* (R), periodica con periodo 2.
a) Risolverlo per separazione di variabili
b) Trovare la formula di Poisson per il problema esterno®:
_xP-1

(22) u(x) = L2 /8 ) %da.

@S], Cap. 3, Sez. 3.4.

Soluzione

a) Dal Problema 2.11 sappiamo gia che la soluzione, se esiste, & unica. La sim-
metria sferica del problema invita al passaggio in coordinate polari. Cerchiamo
soluzioni a variabili separate del tipo

u(p,0) =w(r)v(0)
con v (6) periodica di periodo 27 e w (r) limitata. Imponiamo a w (r) v () d’essere
armonica; si trova:

w” (r)v (0) + %w’ (r)yv(0) + T—12w (r)v" () =0

ovvero, separando le variabili:
r2w” (r) + rw’ (r) 0" (0)

T e e
con y costante. Il problema agli autovalori
0" (0) + pv (0) =0, v (0) =v(27)

¢ risolubile solo se 1 = n?, n > 0, con autofunzioni

vn (0) = ¢, cosnb + d, sinnd
Cn, d,, costanti arbitrarie. Se u = n?, 'equazione per w é:
2w (r) +rw’ (r) —nw(r) =0
le cui soluzioni limitate per » > 1 sono
w(r)=c™ "

Sovrapponiamo ora le soluzioni cosi trovate, definendo

+oo
(23) u(r,0) = co + Z =" [en, cosnb + d, sinnd)].
n=1
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Rimane da scegliere ¢, e d,, in modo che u (1,0) = g (#). Sviluppiamo dunque il
dato ¢ in serie di Fourier

—+o0
] )
g(0) = 5 + ; (an cosnl + b, sinnh)

dove, date le ipotesi su g, la serie converge uniformemente e assolutamente in
[0,27]. Si vede facilmente che occorre scegliere ¢o = ag/2, ¢, = an, dp = by. In
conclusione, la soluzione &

+oo
u(r,0) = % + Z r~" [an cosnb + by, sinnd)] .
n=1

Infatti, per » > 1, si puo derivare sotto il segno di somma quante volte si vuole
(quindi w & armonica per r > 1) e inoltre u (r, ) — g (0) se (r,¢) — (1,0).
b) Per arrivare alla formula di Poisson, & necessario calcolare la serie che compare
nell’espressione di u. A tale scopo sostituiamo ’espressione di a,, € b,. Si ottiene:
1 ™
u(r,0) = —— [ glp)dp+

2 J_,

1 +o00 -
—_ —-n . . ed
+7TnZ::1r (/_WQ(SO)CObmpcosn 904_/

™

g(p) sinnpsinnd d(p) =

—T

T I +oo
1
/ g(p) B + E 7" (cos np cosnb + sin nyp sin n@)] dp =
L n=1

dp =

8-

- / e §+fr" (cos (np—nf))
- o e () e

—T

dove si ¢& sfruttata la convergenza uniforme della serie di Fourier associata a g ,
ed il fatto che la parte reale di una serie (a termini complessi) & uguale alla serie
delle parti reali. La serie in questione & geometrica, per cui

1 I rpile=0N\" 1 et(p—0) r2—1
2 —I—Rez ( T > T2 +Rer—ei(‘/’*9) 2(r2+1—2rcos(p—0))’

n=1

e quindi

o1 (" 9(p)
0) = de.
u(r9) 27 /Wr2—|—1—2rcos(<p—0) ?

Volendo tornare in coordinate cartesiane, & sufficiente notare che, posto (r,0) = x
e (1,¢) =0 € OBy, allora do = dp e 12 +1—2rcos (¢ — 0) = |x — o|%. Otteniamo
cosl la (22).
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2.2. Proprieta generali delle funzioni armoniche

Problema 2.14. (Derivate di funzioni armoniche). Dimostrare che se u é ar-
monica in un dominio ) C R"™, anche le derivate di v di qualunque ordine sono
armoniche in 2.

Soluzione

Sia u armonica su 2 C R™. Allora'! u & di classe C*°(12) e, di conseguenza, per

ogni multiindice & = (o, ..., ) esiste la derivata a-esima di u:
01 O%n
v=D%=—... ——u.
ox{* Oz

Inoltre v & a sua volta di classe C*°, quindi in particolare ne possiamo calcolare il
laplaciano:

o - 82 « - « 82 «
=1 ? 1=1 ?

Essendo u di classe C*°, lo scambio dell’ordine di derivazione é giustificato dal
Teorema di Schwarz.

Problema 2.15. (Polinomi armonici). Determinare I’espressione dei polinomi
armonici omogenei di grado n in due variabili.

Soluzione

Possiamo indicare il generico polinomio omogeneo di grado n con la scrittura
n
—k, k
P, (z,y) = E ez y",
k=0

dove x ed y sono le variabili, ed i coefficienti ¢ non sono tutti nulli. Derivando si
ottiene (si tratta di somme finite!)
2

3
|

AP, (z,y)

cr(n—k)(n—k—1)a" =2y~ ¢ Z cnh(h — 1)a"~yh=2 =
h=2

1T
[ ]

n—2
cx(n —k)(n—k—1a" " 2yF 4 Z cra(k+2)(k+ 12" F2yk =
k=0

Il
(]

T T
N O

len(n —k)(n —k — 1) + cpsa(k + 2)(k + 1)] 2" 72y

|
(]

k=0
Affinché il polinomio sia armonico, quindi, & necessario che ciascun addendo nell’ultima
somma abbia coefficiente nullo. Si ottiene, per ogni k,

cm—k)(n—k—=1)4+cpa(k+2)(E+1) =0,

1g], Cap. 3, Teorema 3.2.
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da cui

(n—k)(n-k-1)
(k+2)(k+1)

Clk+2 = — Ck.

Se ne deduce che i coefficienti pari dipendono dalla scelta di ¢ e quelli dispari da
quella di ¢;. Scriviamo i primi casi pari:

n(n—1) nn-n -2 _ (5) e

2T T T T T o -2 2
o - _(n—2)(n—3)c :n(n—l)(n—Q)(n—Ii)c _
! 4-3 ? 4-3-2-1 0
B n(n—l)(n—2)(n—3)(n—4)!c :(n>c
41 (n —4)! 07 \yg) ™

Posto ¢y = a, per induzione si ha
n
= (=1)" ( ) .
con = (—1) o) @

Allo stesso modo, posto ¢; = nb, si ottiene la formula per i coefficienti dispari
(verificarlal)

n
cani1 = (-1)" <2h+ 1) g

In conclusione
n

B NN ok k . [ (=D"a per k=2h
Pn(x,y)];]Ck(k>$ vy, o con Ck{(_uhb per k =2h+1

i

llllllllll','z"
LK

A/
Wittt
<>

S
.‘ :OI'lllllllllll

0‘:,;;1111111111
it
Uiy

Figura 6. Il polinomio armonico z* + 3z%y — 3zy? + ¢
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Problema 2.16*. (Funzioni sub\superarmoniche). Una funzione u € C?(2),
Q C R™ si dice subarmonica (superarmonica) se Au > 0 (Au < 0) in Q.
Dimostrare che:

a) Se u é subarmonica allora per ogni sfera Br (x) CC 2

w0 S ey [ w)dy, w S [ uway

|0BRr (X)| JoBgx)
Se u & superarmonica, le disuguaglianze sono rovesciate.

b) Se Q é connesso, u € C (ﬁ) ¢ subarmonica (superarmonica) e assume il suo
massimo (minimo) in un punto interno di §2, allora w é costante. In particolare,
se Q ¢ anche limitato, u ammette massimo (minimo) in Q e lo assume su OS).

Soluzione

a) Facciamo la dimostrazione in dimensione n = 2, per fissare le idee. La di-
mostrazione & analoga a quella delle formule di media per le funzioni armoniche.
Cominciamo quindi dalla seconda formula, poniamo, per r < R,

1

—— u(o)do
2mr 0B,.(x) ( )

g(r)=
e cambiamo variabili, ponendo o = x+ro’. Allora ¢’ € 9B; (0), do = rdo’ e
quindi
1

9(r) =5

u(x+ro’)do’.
2 0B1(0) ( )

Poniamo v (y) = u (x+ry) e osserviamo che

Vu(y) = rVu(x+ry)
Av(y) = r’Au(x+ry).
Si ha, dunque,
gr) = i iu (x+ra’)do’ 1 Vu (x+ra') - o'do’
2m o) dr 27 JaB,(0)
1
= — Vv (') a'do’ = (teorema della divergenza)
2mr 8B, (0)
1 r
= — Av(y)dy = Au (x+ry)dy > 0.
2rr B (0) ( ) 271' (0) ( )

Dunque g & non decrescente, e poiché g (r) — u (x) per r — 0, si ha la tesi. Per la
prima formula, moltiplichiamo la seconda (con R = r) per r e integriamo entrambi
i membri tra 0 ed R. Si trova

1
—u > dr/ o)do=— u(y)dy
o / 9B 27 JBr(x)

da culi la tesi.
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Nel caso delle funzioni superarmoniche si pud ragionare in maniera perfetta-
mente analoga. Oppure si pud osservare che se u € superarmonica allora —u &
subarmonica, ed applicare a —u il risultato appena dimostrato.

b) Dimostriamo ’enunciato che riguarda le funzioni subarmoniche. La tesi segue
direttamente dalle disuguaglianze dimostrate al punto a). Supponiamo infatti che,
per qualche xq € €, si abbia

u(x0) = sup u(x).
€

Essendo €) aperto, se r & sufficientemente piccolo, la palla di centro x( e raggio r
¢ ben contenuta in €, e quindi possiamo applicare la disuguaglianza al punto a).
Si ottiene

1
ux) < e [ uly)ay.
|B (%0)| J B, (x0)
cioe

[ @) -ty =o.
Br(x0)

Ma u(y)—u(xq) & continua per ipotesi e non positiva per definizione di massimo. Ne
segue che u(y) — u(xg) =0, cioé che u & costante, su B,(xg). Ma allora possiamo
ripetere il medesimo ragionamento sostituendo ad xy un qualunque punto della
palla. Ora, dato un qualunque punto yy € 2 & sempre possibile costruire un
numero finito di palle B;, ¢ = 1,...,k, tutte contenute in €2, tali che B; abbia
centro in Xg, By contenga yo € B; N B;11 # 0 (qui entra in gioco la connessione
di ). Mediante il precedente ragionamento otteniamo che u ¢ costante su B; per
ogni 4, e quindi u(yo) = u(Xg). La tesi segue dunque dall’arbitrarieta di yy.

Problema 2.17. (Funzioni subarmoniche e variante del teorema di Liouville).
Sia w armonica in £} C R™. Mostrare che:

a) u? ¢é subarmonica in Q.

b) Se F € C? (R) ¢ convessa allora w = F (u) é subarmonica in ).
Dimostrare inoltre che:

¢) Se u & armonica in R" e

/ u? (x) dx =M< .
allora u = 0.

Soluzione
a) Sia u che u? sono di classe C°°. Dalla formula
A(fg) = gAf+ fAg+2Vf-Vyg

con u = v, si ha
A(u?) = 2ulu +2|Vul? >0

e quindi u? ¢ subarmonica.
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b) Abbiamo:
Wy = F' (W) Uy, Waje, = F" (W)l + F' (4) Uga,
e quindi
n
Aw = Y [F (u)u2, + F' (u) um} = F" (u) |Vul* + F' (u) Au
=1
= F"(u)|Vul>>0

essendo F' convessa.

2

c) Siano x € R™ ed R > 0. Poiché u & armonica, u* ¢ subarmonica ed allora, in

base al Problema 2.16.a), si puo scrivere

1
2 2
u(x) < u(y)dy <————-
[Br (¥)| JBr(x) |Br ()|
Poiché % — 0 per R — oo si deduce che u?(x) = 0 e, data I’arbitrarieta di x,
che v =01in R".

Problema 2.18*. (Disuguaglianza di Harnack). Sia w armonica e non negativa
nel cerchio Br C R?, di raggio R e centro nell’origine.
a) Usando la formula di poisson, dimostrare che per ogni x € Bpr vale la
disuguaglianza (di Harnack)
R — |x] R+ x|
U u(x 4(0).
R+ |x] (0) < u( )_R_|X| (0)

b) Dedurre che
maxu < 9 min u.

Br/2 Br/2
Soluzione
a) Sia u > 0 tale che Au = 0 in Bg C R?. Dalla formula di Poisson abbiamo,
per ogni |x| < R,
R2 _ 2
u(x) = B~ |x] / Mda.
21R  Jop, lo —x|?
Dalla disuguaglianza triangolare, essendo |o| = R, si ottiene
R—|x|<|o—x| <R+ x|

Usando la disuguaglianza di destra, si ha:

R?—|x]?2 1 / R+ x| 1 /
ux) < —mmMm@m—=—— u(o)do = —_— u(o)do
(0 < (R—x])?27R Jip1=r (@) R—[x|27R Jyp, (@)

e dalla formula della media,

R+ |x]
R — [x|

u(x) < u(0).
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Analogamente, usando la disuguaglianza di sinistra, si ha:

2 _ |¢|2 _Ix
u(x)zu L /C?B u(o’)daZR | |u(0)

(R+ |x|)?2 27R R+ |x]

In conclusione,
R — |x] R+ |x]
R+|X|U( ) Su(x) < o— |X|U( )
(= dove si ¢ usato il fatto che u > 07).

b) Siano
U (Xmax) = Max u, U (Xmin) = min u.
R/2 Brys
Abbiamo, da un lato,
R+ [Xmax| R+ R/2
max) < =————u(0) < ———-u(0) = 0

e dall’altro R

u(0) < %u(xmm) < 3u(Xmin)-

In conclusione:

max u = U (Xmax) < 9U(Xmin) = 9 min .
Br/2 Bry2
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Problema 2.19*. (Successioni di funzioni armoniche). Siano u;, ¢ € N, funzioni
armoniche non negative in §) dominio di R"™. Utilizzando la disuguaglianza di
Harnack, mostrare che se Z:;OS u,; converge in un punto xo € €, allora converge
uniformemente in ogni compatto K C ). Dedurne che la somma U della serie é

non negativa e armonica su tutto §2.

Soluzione

Essendo K compatto, possiamo trovare un numero finito di sfere Br;, = Brg, (p;),

7 =0,...,k, contenute in {2, tali che:
i) K sia contenuto nell’'unione delle sfere B R; /2>
ii) si abbia x¢ € Bpg, €
BRJ./Q N BR]./Q # 0.
Dal punto b) del problema precedente, si ha che

max u; <9 min u < 9u; (xg) -
Brg /2 Brg 2

Allora

—+oo —+oo
Zoglax u;(x) < QZOUZ-(XO) <00
1= 1=

Rg/2

e percio, in base al criterio di Weierstrass, la serie

“+o0
D uilx)
=0
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converge uniformemente in Bg, /2 e, per la ii), nei punti di Bg, /2 N Bg,/2. Ripe-
tendo lo stesso ragionamento con

X1 € BR1/2 ﬁBR(]/Q

al posto di x si ottiene la convergenza uniforme in Bg, /2. Dopo un numero finito
di passi, si ottiene la convergenza uniforme nell'unione delle sfere Br, /2 (x;) e
quindi anche in K.

Poicheé il compatto K C 2 & arbitrario, la serie converge in ogni punto di 2,
per cui la somma U della serie ¢ definita in €2 ed ¢ non negativa, come somma di
termini non negativi. Essendo le funzioni u; continue in €2, la convergenza uniforme
in ogni compatto contenuto in () assicura poi che U & continua in 2.

Per dimostrare che U ¢ armonica ¢ percio sufficiente far vedere che soddisfa la
proprieta di media!?. Si ha, per ogni B,(x) CC Q,

1
| B (x)] /Br(x) Vn)dy = |B ) Br(x) (Z uly ) v

+00 1
= Z<|B( )| B () i()’)dy> =
Y - ),

e la tesi segue (nello scambio serie-integrale abbiamo sfruttato la convergenza
uniforme della serie).

Nota. Il risultato €& vero anche senza l'ipotesi di non negativita delle u;, ma la
dimostrazione richiede strumenti non elementari.

Problema 2.20**. (Principio di Hopf). Sia @ ¢ R™ e u € C%(Q) N C*(Q),
armonica e positiva in . Sia xo € 9 tale che u(x¢) = 0. Mostrare che se esiste
una sfera Br (p) C , tangente in xo a 9Q, allora d,u(x¢) > 0 (v indica la
normale interna a 0f) nel punto xg).

Soluzione

Poniamo r = |x — p| e consideriamo la corona circolare
R
Cr = {5 <r< R} ,

12g; potrebbe dimostrare, con qualche fatica in piu, che

AU:ZAui:O.
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che ¢ contenuta in ) e tangente in x¢ a 2. Sia w la funzione armonica in Cr che
assume il valore 0 su OBR ed & uguale al minimo di u su dBp/,. Per il principio
di massimo, v > v in C'g. Ma allora, poiché u (xg) = w (Xx¢) = 0, si ha anche

u (xo + hv) — u (Xq) w (xg + hv) — w (xg)

o) =iy “ELHI O 5y 202D )
Basta ora provare che
dyw(xg) > 0.

La funzione w & una funzione a simmetria radiale, cioé
w=w(x=p[)=w(r)),

ed ha percio la forma (ci limitiamo a n > 2)

Gy
U}(T’) = m + CQ.
Sia,
m = inf w.
OBRr

Imponendo le condizioni w (R) = 0 e w (R/2) = m, si trova
n—2
()
r

. m(n—2)
TR 1)

m

w(r) = PY e

Abbiamo, essendo v =B==0,
dyw(xo) = —w'(R) >0,

e la tesi segue.

Figura 7. Proprieta della sfera interna in xq.
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Problema 2.21**. (Singolarita eliminabili). Siano Q C R?, aperto e limitato,
x0 € Qedue C*Q\ {xo}) tale che

Au(x) =0, |ux)| <M per z € Q\ {xo}.
Mostrare che I'eventuale discontinuita di w in X é eliminabile, cioé che esiste
@ € C%(Q) tale che
(24) u(x) = u(x) per x # Xq, At =0 in Q.

(vedere I'Esercizio 3.19 per una versione migliore).

Soluzione

Mediante una traslazione possiamo supporre che xg = 0. Sia R > 0 sufficiente-
mente piccolo in modo che Br = Bgr(0) C Q. Indichiamo con v la soluzione del
problema

Av=0 in Bp
v=1u su 0Bg.

Per il principio del massimo, i valori di v sono compresi tra il minimo ed il massimo
di w su OBRg, e quindi |v(x)| < M.

La funzione w = u—wv & armonica in B\ {0}, si annulla su 0Bp e |w(x)| < 2M.
Se mostriamo che w = 0 in Bg \ {0}, allora la funzione

v Jux) x€Q\Bgr
(x) = { v(x) x € Bg
soddisfa (24). Siano ora 0 < r < R, B, = B,(0); la funzione
log (|x|/R)
h(x) =2M ———=~
0= M og /)
¢ soluzione del problema
Ah=0 in Bg\ B,

(25) h=0 su 0Bg
h=2M sudB,.

Il principio del massimo implica allora che
—h(x) <w(x) < h(x)
in B_R\ B,., ovvero

log (|x|/R)
lw(x)| < 2M oz (r/ )

Sia ora x # 0 fissato. La disuguaglianza precedente vale per ogni r < |x|. In parti-
colare, quindi, possiamo far tendere r a 0, ottenendo che |w(x)| = 0. Dall’arbitrarieta
di x segue che w & identicamente nulla fuori dall’origine e, come gia detto, questo
implica la tesi.

per r < |x| < R.
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2.3. Potenziali e funzione di Green

Problema 2.22. (Potenziale newtoniano).
a)Determinare la densita p = p(x,y,2) della distribuzione di massa in un
dominio D, sapendo che il potenziale (newtoniano) da essa generato &

u(z,y,z)=—(® +y° +22)2 +2.
b)Calcolare il potenziale di una distribuzione omogenea di massa (densita p = 1)
nel cerchio By con centro nell’origine.

Soluzione

La relazione tra il potenziale newtoniano in dimensione 3 e la densita che lo
genera ¢

Au = —4mp.
Essendo Au = —20 (ZE2 + 9%+ 22) si trova

u(a:,y,z)zg(x%yﬂz?)-

b) Il potenziale richiesto (definito a meno di una costante additiva) &
1 2 2
u(a,y) =—7— | log [(93—5) +(y—n) } dédn
78 B:

ed ¢ di classe C" in tutto R2. Per trovare un’espressione pitl esplicita, osserviamo
che il problema ¢ invariante per rotazioni per cui w ¢ a simmetria radiale, cioé
u=mu(r), > =22 +y? ed & soluzione del problema

Au—{ =27 0<r<1

0 r>1
con
(26) u(l=) =u(l4), upr (14) = uy (1-).
Le funzioni armoniche radiali sono della forma

alogr+b
mentre le soluzioni radiali di Au = —27 soddisfano ’equazione
Uppr + —Up = =27
r

il cui integrale generale &
v(r)=c +calogr — gTQ.
Essendo v limitata per » < 1, deve essere ¢z = 0. Dalle (26) si ricava, poi:

T
cg——=bea=—-7
2
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Abbiamo dunque, scegliendo ¢; = 7/2,

u(?“)z{ s-r) rei

—mlogr r>1

Problema 2.23. (Calcolo di funzioni di Green). Determinare la funzione di
Green per i seguenti insiemi.

a) Il semipiano Pt = {x = (z1,12) : z2 > 0}.
b) II cerchio By = {x =(z1,22) 1 22+ 92 < 7"} .
¢) Il semicerchio Bf' = {x =(z1,22) 22+ Y2 <7, T2 > 0}.

Soluzione

a) La funzione di Green G = G (x,y) & armonica nel semipiano, G (x,y) = 0 su
x9 = 0 per ogni y €PT, fissato, e

(27) AxG (xy) = =6 (x—y)
dove ¢ (x —y) & la distribuzione di Dirac in y. Usiamo il metodo delle immagini.
Sappiamo che la soluzione fondamentale
1
(x~-y)=-5-loglx -yl

soddisfa la (27). Sey = (y1,¥2), poniamo y = (y1, —y2), immagine di y simmetrica
rispetto all’asse y;. La funzione I (x—y) ¢ armonica in P e coincide con T (x — y)
su x2 = 0. Si ha quindi:

Gxy) =I'kx-y)-T(x-y).

b) Usiamo ancora il metodo delle immagini, definendo stavolta, per y # 0,

* Yy
y'=T1(y)=—5
M
immagine di y tramite la trasformata di Kelvin. Abbiamo, per |x| =1,
2 2x-y |1
|X—y | = 1- —— T3
yl® vl
1 2
= 5 (1-2xy+yP)
vl
1 2
= —5lx-yl".
vl

Se y # 0, definiamo

1 .
G(xy)= ~5- {log|x —y| —log(ly||x —y*|)}-

Otteniamo che

G(x,y)=0
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per x| =1,y #0e
AxG (x,y) =-0(x—y) in Bj.
Per y = 0, definiamo semplicemente
G(x,0) = —% log |x]| .
Si noti che, per x #0 ey — 0, si ha
G(x,y) — G(x,0).
¢) Indichiamo con G, la funzione di Green per il cerchio B; costruita nel punto
b). Sia poi ¥ = (y1, —y2). Allora
GEI (x,y) =Gp, (x,¥) —Gp, (x,¥).

Problema 2.24*. (Simmetria della funzione di Green). Sia G(x,y) la funzione
di Green associata all’'operatore di Laplace in un dominio 2 C R2, limitato e
regolare. Dimostrare che

G(Xl, X2) = G(XQ, Xl)
per ogni coppia di punti x1,x2 € ().

Soluzione

Ricordiamo che la funzione di Green G si puo scrivere (in dimensione 3) come
Glox.y) =T (x=¥) =g (x.¥) = e —9x.Y),
dove g (x,-) & armonica in © per ogni x fissato, continua in € e
g(x,-)=T(x—") sud.
In particolare, G(x,-) ¢ nonnegativa in €, nulla su 92 e
(28) G(x,y) < m in Q x Q.

Se x; = x5 non c’¢ nulla da dimostrare, percio siano x; # Xa, fissati. Togliamo
dal dominio €2 due sferette B,(x1), By(x2) con r > 0 sufficientemente piccolo
affinché B,.(x1) N B, (x2) = (0. Nel dominio risultante

Q= Q\ (Br(x1) UBy(x2)),

le funzioni v = G(x1,y), v = G(x2,y) sono armoniche e si annullano su 9.
Possiamo allora usare 1'identita di Green:
/ (vAu — ulAv) dx = / (VO u — udyv) do
Q. Q.
che, per le proprieta di u e v si riduce a:

/ (VO u —udyv)do =0
6B7V(X1)U§B1V(X2)
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ovvero

(29) / (VO u — udyv) do = / (udyv — vOyu)do.
9B, (x1)

6Br (Xg)

Calcoliamo il limite del primo membro per r — 0. Poiché v & regolare vicino ad
x1, si ha |Vu|] < M su dB,(x1) se r & sufficientemente piccolo. Dalla (28) abbiamo

poi
su 0B, (x1).

Possiamo allora scrivere:

/ ud, v do
OB, (x1)

D’altra parte abbiamo

1 1
/ vo,udo = —/ 0, (—) do +/ v, 9(x1,0) do.
OB, (x1) 4 Jop, (x1) o — x| OB, (x1)

L’ultima integranda & una funzione regolare vicino a x;, e quindi 'integrale corri-
spondente tende a 0 per 7 — 0. Inoltre

1 1 o — X1 o — X1 1
a’/ _— :V —_— UV = 3- = 59
lo — x4 | — x1] lo —x13 |lo—x1] |o0—x1]

e quindi

1 1 1 1
—/ v0, <7> do = —/ TT——vdo =
47 Jop, (x1) lo — x| A Jop,(x,) lo —x1]

1
= — vdo — v(x1) per r — 0.
0B, (x1)| Jos, x:)

M
S/ w |0y v| do < —4nr? = Mr — 0 per 7 — 0.
OB, (x1) 4rr

In definitiva abbiamo ottenuto che

(30) / (vVOyu — udyv)do — v(x1) per r — 0.
OB,(%x1)

Calcoli analoghi mostrano che

(31) / (udyv — vIyu) do — u(xz2) per r — 0.
OB, (x2)

Passando al limite in (29) usando le (30) e (31) si ottiene
v(x1) = u(x2)
e cioe
G (Xg,Xl) =G (Xl,Xg)

ovvero la simmetria della funzione di Green.

Nota. La funzione di Green & simmetrica in qualunque dimensione. La dimo-
strazione & identica.
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Problema 2.25*. (Formula di Poisson, potenziale di doppio strato). Ritrovare
la formula di Poisson nel piano rappresentando la soluzione di

Au=0 in Bg
u=g sudBpg

come potenziale di doppio strato.

Soluzione

Si tratta di determinare una funzione 1 : 0Br — R tale che la soluzione u del
problema di Dirichlet in questione si possa scrivere come

ui) = [ a(—ilog|x—a|) peydo=—= [ =DV 54

Br v\ or T oBr  |x—of

Ricordiamo brevemente le proprietd di un potenziale di doppio strato. Innanzi-
tutto, se p & continua, la u definita sopra ¢ armonica in Bgr. Infatti, se x € Bg
il denominatore dell’integrando non si annulla mai, e quindi si puo derivare sotto
il segno di integrale quante volte si vuole, ottenendo ’armonicita di u. La densita
incognita p si determina in modo che sia soddisfatta la condizione al contorno.
Ricordando che, se x €Bg, z € 0Bg ¢ x — z, si ha

w5 [ EZD LD (6)do - uta),

2 |z — o'|2

da cui, dovendo essere anche u (x) — g (z), ricaviamo 1’equazione integrale

! ABRMu<a>da—1u<z>=g<z>.

o iz — o] 2
Osserviamo ora che v(o) = o /R (si ricordi che o € dBr e quindi |o| = R).
Sostituendo si ottiene
1 z -0 —|of? 1
32 - do — =p(z) =
@) 9 = 5p | ()i - )
1 z-0—R? 1
= d —_ = =
27TR/83R Q(RQ—ZO')‘LL(O-) (o} 2M(Z)
1 1
- do — = u(2).
(33) R p(o)do — S p(z)

Vogliamo ora calcolare l'integrale nell’'ultimo membro, per poter infine ricavare p.
A tale scopo integriamo la (32) rispetto a z su dBg. Si ottiene

/{}BR g(z)dz =2mR- <—ﬁ /é\BR p(o) da> - % /é\BR 11(2)dz,

da cui
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Sostituendo nella (32) otteniamo infine

plz) = ~2() + 5= [ ae)ie

Ora che abbiamo determinato pu, possiamo tornare alla definizione iniziale di wu,
ricordando che, se x €Bp,

L e,
2w OBr |X—0’|
Si ottiene:
1 (x—0) v(o) { 1 }
uw(x) = — ———— |-2¢9(0)+ —= g(o)do| do =
) 21 Jop,  x—of (@) 21R Jon, (o)
1 —2(x—0o)-v(o) 1
= — o)do — — o)do =
o /aBR x — o glo)do =55 aBRg( )
e, sostituendo v(o) = o/R,
1 —2x -0+ 2R? 1
= o)do — —= o)do =
27rR/aBR x—of° glo)do =575 . (o)
1 R? — x| + |x — o 1
= o)do — — o)do =
QWR/QBR x — o glo)do =577 aBRg( )

2 _ 2
L RO o),
2rR OBr |X—0’|

che, per I’appunto, & la formula di Poisson nel piano.

Problema 2.26*. (Problema di Poisson—Dirichlet non omogeneo). Dimostrare
la formula di rappresentazione

ue) =~ [ h@)2,6x o)~ [ F)G0xy)dy.
per la soluzione del problema

Au=f inQ
w=~h sudf)

dove G ¢ la funzione di Green di ) C R2.

Soluzione

Ricordiamo che, in dimensione 2,
G(Xa Y) = T (X - y) - g(X, Y)
1
= —g-loglx—yl—-g(kxy),

dove g(x, -) risolve

{ Ayg(x,y) =0 yeQ
g(x,y)=—5loglx—y| yeon.
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Dalla rappresentazione di u come somma dei tre potenziali (Newtoniano, di doppio
strato e di strato semplice) si ha
1
u(x) = 5 {/ [Ovu(o)T(x—o)—h(o)d,T'(x—0)|do — / fly)T(x— y)dy} .
T LJoa Q

D’altra parte, applicando la formula

(34) / ($Ap — pAY)dx = / (o — 0, )do
Q o0
a
e=u e P=g(x,),
otteniamo

@) 0=-[ gxo)ue)ios

[5}9)
Sommando le (35), (34), la tesi segue immediatamente.

h(o)d,g(o)do+ / g(y) f(y)dy.

Q

3. Esercizi proposti

Esercizio 3.1. (Problema misto nel rettangolo, separazione di variabili) Ri-
solvere nel quadrato

{Q=(z,y):0<2<1, 0<y<1}

il seguente problema

Au=0 inQ

. TX
uy (2,0) =sin =, u(z,1) =0 0<w<1
u(0,y) = us (1,y) =0 0<y<l.

Esercizio 3.2. Determinare le funzioni armoniche nell’anello
a<r<b (r? = 2% 4+ 1?)
soddisfacenti le seguenti condizioni al bordo:
a) u(a,0) =0, u(b,0) =cosé,
b) u(a,0) = cosf, u(b,0) = U sin 26.

Esercizio 3.3. (Problema di Neumann-Robin in una semistriscia). Risolvere
nella semistriscia
{S=(z,y):0<z <00, 0<y<1}

il seguente problema

Au=0 in @
Uy (2,0) = uy (x,1) +hu(z,1) =0 0<z<oc0
u(0,y) = g(y), u(oo,y) =0 0<y<l1

dove h > 0.
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Esercizio 3.4. a) Mostrare che
1
— — sinhny cos
u(z,y) — sinhny cosnz

risolve il problema di Cauchy

Au=0 mzeR,y>0

uw(z,0) =0 perz € R

Uy (z,0) = %cosm: per ¢ € R,
doven > 1.

b) Dedurre che il problema di Cauchy per I'operatore di Laplace non é ben posto
poiché non c’é dipendenza continua dai dati.

Esercizio 3.5. Sia u = u(x) armonica in R". Utilizzando la proprieta di
media, dimostrare che, data una rotazione in R"™ rappresentata da una matrice
ortogonale M, la funzione

v (x) = u (Mx)

¢ armonica in R™.

Esercizio 3.6. Siano @ il quadrato
{(z,y): —1<z <1, —1<y<1}

ed L;, 71 =0,...3, I suoi lati, numerati in senso antiorario a partire dalla base
orizzontale
Ly ={(z,0): —1<z<1}.
Sia u soluzione del problema
Au=0 inQ
u=1 su L
u=0 suL;,i=1,2,3.

continua in @ tranne nei vertici p = (—1,0) e q = (1,0), Calcolare u(0,0).

Esercizio 3.7. Verificare che la funzione
1—22— y2
1—2z+ 22+ y?

é armonica in By (0,0). Poiché il numeratore si annulla su 9B1(0,0), non dovrebbe,
per unicita, essere u = 0?7 Dare una spiegazione dell’apparente incoerenza.

u(z,y) =

Esercizio 3.8. Sia u > 0 armonica in B4(0,0) tale che u(1,0) = 1. Utiliz-
zando la disuguaglianza di Harnack, dare una limitazione superiore ed inferiore
per u(—1,0)

Esercizio 3.9. Determinare per quali valori del parametro reale « la funzione

u(x) = [x|*
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é subarmonica in R™. Determinare poi per quali valori di @ é subarmonica in

R™\ {0}.

Esercizio 3.10. Sia v una funzione armonica in Q, aperto di R?, continua in
0. Sia (xoyo) un punto di  in cui u(xg,yo) = 2. Indichiamo con E; I'insieme di
sopralivello 1 di u, vale a dire

By ={(z,y) € Q: u>1}.

Mostrare che OE; non puo essere una curva (regolare) chiusa contenuta in 2.

Esercizio 3.11. Risolvere nel semicerchio
Bf =Bin{y>0}={(z,y) eR?: 2* +4* < 1,y > 0}
il seguente problema di Dirichlet:

Au(z,y) =0 inQ
u(z,0)=0 —-1<z<1
uz,y) =y> a?+y?=1y>0.

Esercizio 3.12. (Problema di Neumann e principio di riflessione.).
a) Siano
Bf ={(z,y) eR*:2” +1y> <1,y >0}

we ¢ (BY)nC (BY)
armonica in By, tale che u,, (x,0) = 0.Dimostrare che la funzione

v { Lo v20

u(z,—y) y<0
ottenuta da u per riflessione pari rispetto all’asse x, é armonica in tutto B.
b) Sia u la soluzione del seguente problema misto
Au(z,y) =0 in Bf
u(z,y) =22 sudB],y>0
uy (2,00=0 —-1<z<1.

nel semicerchio Bf = {x? +y*> <1, y > 0}. Calcolare u(0,0).

Esercizio 3.13**. Consideriamo il problema di Neumann
Au(z,y) =0 in Pt
uy (5,0) = g(z) wER

nel semipiano Pt = {(z,y) : y > 0}, dove g é una funzione regolare, nulla al di
fuori di un intervallo [a,b] e con media nulla'®. Dimostrare che il problema ha

(36)

Bcioe [Pg=o0.
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. - -+ . . L.
una soluzione limitata v € C'(P"), unica a meno di una costante additiva, e
determinarla.

Esercizio 3.14. (Problema di Dirichlet in un settore circolare. Controesempio
al principio di Hopf).
a) Risolvere nel settore circolare
Se={(p,0):p<1l,0<b<a<2r}
il problema di Dirichlet

Au=0 p<1l,0<f0<a
u(p,0) = u(p,a) =0 p<1
u(1,0) = g(9) 0<f<a

dove g é regolare, g(0) = g(a) = 0.
b) Mostrare che, se o < m, esistono funzioni armoniche e positive sul settore S,
che si annullano assieme al loro gradiente nell’origine.

Esercizio 3.15. Ritrovare la formula di Poisson per I'esterno di un cerchio,
utilizzando la formula nota per il cerchio e la trasformata di Kelvin (Problema
2.13).

Esercizio 3.16. Sia B, la sfera unitaria con centro nell’origine in R?. Indicata
con u la soluzione del problema di Dirichlet
Au(z,y,2) =0 in By
u(z,y,2) =zt +yt+2*  sudBy,

calcolare massimo e minimo di u in Bj.

Esercizio 3.17. In riferimento al Problema 2.5 enunciare e dimostrare il prin-
cipio di riflessione in tre dimensioni. Dedurre che il problema di Dirichlet nel
semispazio ha al pit una soluzione limitata.

Esercizio 3.18. (Singolarita eliminabili). Data la sfera B = B1(0) C R", sia

w armonica in B\ {0} tale che
u (x) —0 n=2

log |x]| se |x| — 0.
Ix]?~"u(x) =0 n>3

Mostrare che I’'eventuale discontinuita in 0 é eliminabile, e quindi che u puo essere
definita in 0 in modo da risultare armonica in tutta B (cfr. Problema 2.21).

Esercizio 3.19. (Trasformata di Kelvin in R3). Siano x € R?\ {0}, a > 0, e
si ponga
2

T.(x)
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Verificare che T, ¢ un’applicazione regolare di R3 \ {0} in sé, dotata di inversa
regolare, e che se u ¢ armonica in Q C R3 allora

v(x) = ﬁum(x))

¢ armonica su T, 1(Q)

Esercizio 3.20. (Problema di Dirichlet esterno per la sfera). Sia B, = {x €
R3 : |x| > 1}. Si risolva, utilizzando la trasformata di Kelvin in 3 dimensioni, il
problema

Au(zy,m9,23) =0 in B,
uUu=g su 0B,
u(x) —a per |x| — oo.

con g continua. Esaminare il caso g (x) = x1.

Esercizio 3.21. (Unicita per il problema di Robin in un dominio esterno).
Sia Q. C R? un dominio esterno (vedi Problema 2.12). Dimostrare che il problema
di Robin

Au=0 in Q.
Oyu+au=g sudfd., con g continua ed a >0
u limitata M in Q.

ha un’unica soluzione di classe C?(Q.) N C*(Q.).

Esercizio 3.22. (Variante del teorema di Liouville). Sia u armonica su R?
tale che

/ |Vu(x)|? dx < +oo0.
RS

Mostrare che u € costante.

Esercizio 3.23. (Sublinearita della funzione di stress). Sia Q la sezione tra-
sversale di un cilindro con asse parallelo all’asse z. Se lo si torce si produce uno
sforzo tangenziale in ogni sezione. Se o1 e o2 sono le componenti scalari dello sforzo
nei piani (z, z) e (y, z), esiste una funzione v = v(x, y; z) (stress function) tale che

Vg =01, Uy = 02.
In opportune unita di misura, v € soluzione del problema
Vg + Vyy = —2 in Q
v=0 sudfN.

. 2 . .
Dimostrare che lo sforzo |Vv|” assume il massimo su 0f).

Esercizio 3.24. Determinare la densita u = p(x,y) della distribuzione di
massa in un dominio piano D, sapendo che il potenziale (newtoniano) da essa
generato ¢

u(z,y) = —2*y* — log (m2 + y2) .
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Esercizio 3.25. Calcolare il potenziale di una distribuzione omogenea di massa
(densita p = 1) nella sfera By C R3, con centro nell’'origine.

Esercizio 3.26. Il potenziale u = u(x,y) di una distribuzione piana di massa
posta nel cerchio r? = x? + y? < 1 & dato, nei punti del cerchio, da
™

u(r)= 5 (1—r).
Determinare il potenziale per r > 1.
Esercizio 3.27. Determinare la funzione di Green per i seguenti insiemi:
a) Il semispazio PT = {x = (x1, x2,23) : x3 > 0}.
b) La sfera By = {x = (z1,22,23) : 2® +y? + 22 <r}.

c) Il semisfera B = {x = (w1, 22,23) 1 2® + y> + 2% <r, x5 > 0}.

3.1. Soluzioni

Soluzione 3.1. La soluzione ¢

2
u(z,y) = = {sinh%y — tanhgcosh%y} sin %9:

Soluzione 3.2. Le soluzioni sono:

a)

2
u(r,0) = ﬁ (r— GT) cos 0.

2 b2 b2U 4
u(r,6) c (r— 7) cos@—l—bQ_'_—a2 (7”2—1—?—2) sin 26.

Figura 8. u (r,0) = 2 (r — 1) cos®.

T
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Soluzione 3.3. La soluzione ¢

0o 2,12 1
u(z,y) = Z {Q(h—+/\"))/o g (2)cos A,z dz} e~ cos A\py
n=1

h+ (h2 4+ A2

dove A, sono le soluzioni positive dell’equazione Atan A = h.

Soluzione 3.4.b) Essendo

— CoOSNnx
n

<

)

Sk

il dato uy(z,0) = L cosna tende uniformemente a 0 su tutto R. D’altra parte, per
n molto grande, la soluzione puo assumere valori arbitrariamente grandi anche in
punti (z,y) con |y| molto piccolo. Infatti, preso 6 > 0 comunque piccolo, si ha

1
lim u(0,0) = lim — sinhnd = +o0
n—oo n—oo n

e quindi non c’¢ dipendenza continua dai dati.

Soluzione 3.5. Come composizione di funzioni continue, la funzione v & con-
tinua su R™. Di conseguenza, ¢ sufficiente dimostrare che v soddisfa una delle
formule di media su Bg(x), per ogni x € R™ e per ogni R > 0. Si ha:

1 ( )d 1
v\y)ay =
1Br (%)] a0 1Br (%) /a0

Ora, essendo M ortogonale (cioe M7 = M~1), si ha |det M| = 1. Ne segue che,
posto z = My, si ottiene

u(My)dy

dz = |det M |dy = dy,
e quindi possiamo riscrivere la precedente identita come
1 1
v(y)dy =
1Br (%) /0 |Br (Mx)| J g (nx)

dove si & usata la proprieta della media per u (essendo |Bg (x)| = |Bgr (Mx)|).
Quindi v soddisfa la proprieta della media ed & armonica in R"™.

u(z)dz = u(Mx) = v(x),

Soluzione 3.6. Assumiamo per il momento che la soluzione del problema sia
unica. Il calcolo di u (0,0) si potrebbe fare direttamente dall’espressione analitica
di u, ottenuta mediante il metodo di separazione delle variabili. Alternativamente,
il calcolo di u(0,0) puod essere fatto sfruttando la simmetria del dominio, senza
cioé calcolare esplicitamente I'espressione di u, con il seguente ragionamento. Sia
M : R? — R? la rotazione di /2 in senso antiorario. La funzione

u (x) = u(Mx)
¢ armonica nel quadrato, vale 1 sul lato L; e 0 sugli altri lati. Analogamente,

uz(x) = u(M?x),
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(-11) (1,1)
N\ S

© —
Fw(—2-x,y) W(x,y) -w(2-x,)
© O
q p
w(-2-x,—y) —w(x,—y) w(2-x,-y)
Figura 9.

vale 1 sul lato Ly e 0 sugli altri lati e
uz(x) = u(M?>x)

vale 1 sul lato L3 e 0 sugli altri lati. Ma allora, la funzione v = u 4 w1 + ug + ug &
soluzione di
Av=0 1in@Q
{ v=1 su 0Q).

L’unica soluzione & v(x) = 1. D’altra parte, essendo M0 = 0, si ha v(0) = 4u(0)
per cui, in conclusione,

u(0,0) = 1.

=~

Occupiamoci ora dell’unicita. La difficolta sta nel fatto che il dato di Dirichlet &
discontinuo nei due vertici p =(—1,0) e q =(0,1) e quindi, a priori, non si puo
applicare il principio di massimo. Si puo pero utilizzare il principio di riflessione
nel modo che segue. Siano u; ed uy funzioni armoniche continue in Q, eccetto che
nei due vertici p e q. Allora v = uy — uy ¢ armonica in @, continua in Q\ {p,q}
e vale 0 al bordo eccetto che nei due vertici. Inoltre applicando il Problema 2.21
all’estensione simmetrica di w, descritta in Figura 9, si deduce che w & prolungabile

in modo continuo anche nei due vertici. In definitiva, w € C(Q), & armonica e nulla
al bordo, per cui & nulla e u; = us in Q.

Soluzione 3.7. | La funzione ¢ in effetti armonica nel disco, come si vede ese-
guendo i calcoli, ma non & continua in (1,0), punto in cui si annulla anche il
denominatore. Il principio di massimo non si applica.

Soluzione 3.8. Poniamo x =(1,0), y =(1,0). Essendo v armonica e non ne-
gativa, e possibile applicare la disuguaglianza di Harnack (vedi Problema 2.18). In
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questo caso, si ha R =4, e |x| = |y| = 1. Si ottiene dunque

gu(0,0)<u(:|:1 0) < g (0,0),
da cui
w(=1,0) < g (0,0)<§u(1 0) = 295
€
w(=1,0) > zu(() 0) < Sru(1,0) = 295

Si noti che sarebbe stato possibile anche applicare direttamente la disuguaglianza
di Harnack considerando un disco di centro (1,0). In tale caso, il disco pin grande
su cui u soddisfa le ipotesi & B3(1,0), |x —y| = 2 e la disuguaglianza di Harnack
da, considerato che u(1,0) =1
1

La stima cosi ottenuta, pero, & peggiore della precedente (e la cosa non dovrebbe
stupire troppo, visto che si & sfruttata I’armonicita di u solo su un sottoinsieme di
B4(0,0)).

Soluzione 3.9. Se vogliamo funzioni subarmoniche di classe C? (R") deve
essere necessariamente o > 2. Calcoliamone il laplaciano:

ux) =[x
ug,(x) = alx|* 2z
Up,e,(X) = ala—2)x|* 22 + alx|*?
per cui
n
Au(x) = Z |x|“~ 4 —|— a|x|°‘*2) = a(a— 2)|x|°‘*2 + nox|x|°"2 =

(@4 (= 2

Quindi Au > 0 quando o? + (n — 2)a > 0, cioé per ogni o > 2.

Se invece ci limitiamo a considerare R™\ {0}, allora |x|* & automaticamente di
classe C?, senza alcuna condizione aggiuntiva su a. Ne segue che u & subarmonica
per @ > 0o per a < —n+ 2.

Soluzione 3.10. E un’applicazione del principio di massimo. Supponiamo per
assurdo che OF; sia una curva chiusa contenuta in €. Poiché u ¢ continua, vale 1
su OF; e quindi risolve il problema

Au=0 in E;
u=1 su 0F.

Per il principio del massimo, u = 1 su E;. Ma per definizione xg € F e u(xg) = 2
per ipotesi; contraddizione.
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Soluzione 3.11. Si noti che 'eventuale soluzione & unica, in quanto il dato
al bordo ¢& continuo e di conseguenza € possibile applicare il principio di massimo.
Per cercare una soluzione utilizziamo il principio di riflessione (Problema 2.5),
risolvendo il problema

Au(z,y) =0 in B
u(z,y) =y>  sudbB.
Osserviamo che la scelta del dato su By N {y < 0} ¢ stata fatta mantenendolo
dispari rispetto ad y. Passando a coordinate polari otteniamo
1 1
urr+_ur+_2u99:0 7’<1,0§9§27T
r r 3 )
u(1,0) =sin® 0 = 1 sinf — 1 sin3¢ 0<6 < 2.
Essendo il dato al bordo gia scritto come somme di Fourier (in questo caso & una
somma finita), cerchiamo soluzioni del tipo
u(r,0) = by(r)sin @ + bs(r) sin 36.
Sostituendo nell’equazione si trova facilmente by (r) = 8,7 e b3(r) = B5r>. Impo-
nendo il dato al bordo ricaviamo 8, = 3/4, 85 = —1/4 e quindi

3 1
v(r,0) = i sinf — Z_LT?’ sin 36.

Poiché v(r,0) = v(r,7) = 0, la restrizione di v al semicerchio B; N {y >0} ¢ la
soluzione del problema originale. In definitiva, tornando in coordinate cartesiane,
la soluzione richiesta ¢ data da

1
u(z,y) = 7y(3 - 32 + 7).

e Un modo alternativo di procedere sfrutta il fatto che il dato al bordo & un poli-
nomio di terzo grado. Ora, dal Problema 2.15, sappiamo che il generico polinomio
armonico omogeneo di terzo grado &

P (z,y) = ax® 4 3bx?y — 3azy® — by?.
SudB; = {z* +y* =1}, si ha
P(z,y) = az (1 —y*) 4+ 3by (1 — y*) — by® = az (1 — y*) + 3by — 4by®.

La soluzione si trova allora scegliendo a = 0, b = —1/4 e ponendo

3 3 1 3
u(z,y) =P (z,y) + 1y = —1x2y+ Zy?’ + 7Y

che coincide con quella trovata sopra.

Soluzione 3.12. a) Sia v la soluzione del problema

Av(z,y) =0 in B;
v=U sudB;
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che esiste, ¢ unica ed ¢ data dalla formula di Poisson. Osserviamo ora che la
funzione v (z, —y) & armonica in Bj e assume al bordo gli stessi valori di v e quindi
v(z,y) =v(z,—y)

che implica

vy (2, y) = —vy (2, —y)
ed in particolare

vy (z,0) = —vy (z,0).
Ne segue che v, (x,0) = 0 e percio v & soluzione in Bi" dello stesso problema misto
di u. Ma allora v = v in B; ed essendo pari rispetto a y, coincide con U in Bj.
Pertanto U & armonica in Bj.

b) Se definiamo

B u(r,y) y=>0
U(x’y){U(xa—y) y<0

R L o =t .
U ¢ armonica in B; e coincide con u in By . Si ha, dunque (usando coordinate

polari):
1—r2 [T cos? ¢
) = d
u(r,6) 27 /7T 72 +1 — 2rcos (p—0) v

T

1 1
u(0,6) = U (0,0) :%/ cos® pdyp = 3

—T

Soluzione 3.13. Siano u e v due soluzioni di (36) in C* (]_3+) esiaw=u—wv.
Estendiamo w in modo pari nel semipiano y < 0. Essendo w = 0 su y = 0, la
funzione cosi ottenuta & limitata e armonica in R? per il principio di riflessione.
Per il teorema di Liouville w ¢ costante, ossia u, v differiscono di una costante.

Per determinare una soluzione, poniamo

i6n) = [ e uley o

Allora
U (& y) = it (), T (Gy) = —E%0 (&)
e percio u ¢ soluzione del problema
{ﬂyy(f,y)—€2a(€,y)=0 y>0
uy(8,0) =7(8)-
L’integrale generale dell’equazione ordinaria é:
(& y) =1 () el +ca (§) eV,

La limitatezza di u!* impone ¢; (¢) = 0, mentre la condizione in y = 0 richiede

—c2(§) =9 (¢)

MEgsendo elél¥ non antitrasformabile per y > 0.
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e si trova quindi.
eflgly

€l

Essendo |g| integrabile in R e a media nulla in (a, b), si deduce che

b
a<o>=/ g(x)ds =0

e inoltre, essendo ¢ regolare, per £ — 0 si ha

(37) u(&y) =-9(8)

g ~g0)¢
La formula (37) definisce
1 6_‘5‘9 .
ulz,y)=—— [ ¢ e dy.
@9)=—5; | 9O

come funzione limitata per y > 0; infatti:

1 [ 5@
lu(z,y)| < 7 /Rwdx < 00.

Vedremo sotto che 'antitrasformata di e—“;“y &

1 2, .2
- log (3: +y ) ,
e quindi la soluzione del problema di Neumann é:
1
u@y) = 5= [ Togllo = 2P +37 9 (2) d=
T JR

Nota. Per calcolare 'antitrasformata di

e~ €y
i
osserviamo i seguenti fatti:
1. e71&l¥ ¢ 1a trasformata (rispetto a ) di'®
Ly
T
2. La trasformata di zu (x) &
i1 (6
e quindi la trasformata (rispetto a x) di
1 2zy
T a2 +y?

d
2id—£e_|5‘y = —2iy sign (£) e I€v,

15 A ppendice B.
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Y 1 2zy
Zh -
e — —~
hy = i&h.

Mettendo insieme le formule precedenti, si ricava che

U5 (€) = ~aiy sign (¢) eI

T
ossia "
e~ IslY 1~
=——nh
] 51 ()
da cui si deduce che 'antitrasformata di e_|.‘5§|‘y s

e (@2
27T10g(3: +y )

Soluzione 3.14.a) Cerchiamo soluzioni a variabili separate:
un, =w(r)v(0).
Si ottiene per v il problema agli autovalori
V" (0) + M (0) =0, v(0) =0, v(a)=0.

Si trova A = n?72 /a2, n > 0, con autofunzioni

. (nmw

v, (0) = sin (?9) .

L’equazione per w é:

n?m?

a?

2w (r) + rw'(r) — w(r) =0

con w limitata. Si trova

wy (1) = er™™
Per soddisfare il dato di Dirichlet sur =1, 0 < 6 < «, sovrapponiamo le soluzioni
trovate, ponendo

+o0
nw
u(r,8) = ™™ % sin (—0) .
> ()
Occorre che
“+o0
. (n7w
u(1,0) = ;cn sin (;9) =g(0)
e quindi ¢, = g, dove

g =2 /Oa 9(0)sin (==6) do

(0%

sono i coefficienti dello sviluppo in serie di seni del dato g.
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b) Scegliamo un dato di Dirichlet particolare:
T
0) =sin (Z0).
g (0) = sin "
La soluzione corrispondente &
u(r,0) = T pm/asin (EG> .
@ o

Osserviamo che
ur(r,0) = I pr—a/agiy (19),
o «

_ T r/a il
ug (1, 6) 77 cos (a9>,
e quindi
Vul2 = 2 1 2 _ m 2(r—a)/a
|Vu|® = (u,)” + T—Q(Ue) =" :

Si vede quindi che

0 sea <
lirr(1)|Vu|2 ={ m?/a? sea=mn
rT—

“+00 se a > T.

Di conseguenza otteniamo che, se a < 7, il modulo del gradiente di u calcolato
nell’origine si annulla e quindi non puo valere alcuna forma del principio di Hopf
(qualunque sia il senso che si da al versore normale esterno in tale punto). Si noti
inoltre che, per a > m, la funzione w fornisce un esempio di funzione armonica su
un aperto e continua sulla chiusura, ma che non & C? sulla chiusura (non & neppure
derivabile in (0,0)!).

Soluzione 3.15. Dobbiamo trovare u soluzione del problema
Au=0 in B,
u=g x € 0B,
u limitata in B,

dove B, = {x € R?: |[x| > 1}, g & continua. Se usiamo la trasformata di Kelvin
(Problema 2.8)

y = Ta(x) = x/|x/*
otteniamo T1(Q) = By \ {0}. Poniamo v(y) = u(y/|y|?). Allora v & armonica e
limitata su Bj \ {0} (perché u & limitata). Dal Problema 2.21, otteniamo che v
ammette un’estensione armonica in tutto il cerchio Bi, cioé che v & soluzione del
problema

Av=0 in B
v=g su Bj.

Dall formula di Poisson possiamo scrivere

v(y)_l—lyIQ/ glo) , 1=’ /2” 9(») ”
2 o Ty —oP " 2 Jy Al 2pes(p-0) 7
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dove siamo passati in coordinate polari ponendo y = (p,0) e o = (1, ). Infine,
posto x = (r,0), si ha p=1/r e quindi

1—r=2 27 9(p)
ux) = 2 /0 r=24+1—2r-lcos(p—0) dp =

T —1/ 9(¢) do —
— 5 - Y=
2r  Jo 14+712—2rcos(p—10)

21
Bl e,
27T 8B, |X_ 0'|

Soluzione 3.16. Essendo u € C%(B;) N C(B;) ed armonica, per il principio
di massimo assume massimo e minimo su 9B;. Poiché u|gp, ¢ una funzione nota,
si tratta di risolvere un problema di ottimizzazione vincolata. Essendo il vincolo

9(x,y,2) = +y* +2° =1

regolare (cioé privo di punti in cui Vg si annulla), si puo applicare il metodo dei
moltiplicatori di Lagrange, determinando i punti stazionari della funzione

B(z,y, 2, \) =zt +yt + 2t —20@? + 2+ 22 - 1).

Si tratta di risolvere il sistema algebrico

z(x?2 =) =0
y(y? =) =0
2(z2=X1) =0

22+ + 22 =1.

Per simmetria, si possono considerare solo le soluzioni (1,0,0), (v/2/2,/2/2,0)
(v/3/3,v/3/3, \/_/3 ), a cui corrispondono i valori 1, 1/2, 1/3. Qumdl 11 massimo
di u & quindi uguale a 1, mentre il minimo & 1/3.

Soluzione 3.17. a) Il principio di riflessione in R? puo essere enunciato nel
modo seguente:

Sia
Bf = {(z,y,2) ER? 2+ + 22 <1, 2 >0}
esiaue C? (Bf)nC (B_f) armonica in B, tale che u (x,y,0) = 0. Allora la
funzione

_ u(r,y,z) 220
U(x7y’2) _{ _U(ﬂ%ya _Z) Z<07

ottenuta per riflessione dispari rispetto a z da wu, é armonica in tutta la sfera By.

Per dimostrare tale proprieta il ragionamento & esattamente il medesimo che
abbiamo utilizzato nella soluzione del Problema 2.5, e che qui ripercorriamo per
sommi capi. Indichiamo con v la soluzione del problema

Av(z,y,2)=0 in B;
v=U sudB;
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e poniamo
w(z,y, z) =v(z,y, 2) + v(z,y, —=2).

La funzione w & armonica su B; ed ha dato al bordo nullo quindi, per unicita,
w = 0. Ne segue che v(z,y,2) = —v(z,y,—2) e quindi che v(z,y,0) = 0. Di
conseguenza, v e u sono soluzioni dello stesso problema di Dirichlet in B; ed
ancora per unicita otteniamo che v = uw = U su Bj". Infine, essendo sia v che
U dispari rispetto alla variabile z, si ottiene v = U in By ed in particolare U &
armonica in Bj.

Se il problema di Dirichlet nel semispazio z > 0 avesse due soluzioni limitate «
e v, la differenza w = u — v avrebbe dato nullo sul piano z = 0. Estendendo w al
semispazio z > 0 in modo dispari, si otterrebbe una funzione armonica limitata
in R3. Dal teorema di Liouville, w ¢ costante e percio nulla, annullandosi su z = 0.

Soluzione 3.18. Diamo i dettagli della dimostrazione per il caso n > 3, invi-
tando il lettore a ripercorrere i ragionamenti in dimensione 2. Seguiamo lo schema
della soluzione del Problema 2.21. Detta v la soluzione (regolare e limitata) del
problema

Av=0 inB
{ v=1u su 0B
e posto w = u — v, abbiamo che w ¢ armonica in B \ {0}, si annulla su 0B e
(38) Ix|>""w(x) — 0 per |x| — 0.
Se mostriamo che w(x) = 0 per ogni x # 0 la tesi segue immediatamente. Siano
O0<r<led
M, = max |w(x)].

|x|=r
Con queste notazioni (38) diviene
(39) lim r"~2M, = 0.

r—0+t
Sia ora h la soluzione del problema
Ah=0 inB\B,
h=0 su 0B
h=M, sudB,.
Non ¢ difficile provare che
e T e S
=M, = "TEM,.
hlx) "r2en 11—z "
Essendo w = 0 su 0B, il principio del massimo implica che
—h(x) < w(x) < h(x)
in B\ B,. Sia ora x # 0 fissato. La disuguaglianza precedente vale per ogni r < |x|.
Facendo tendere 7 a 0 e sfruttando (39) otteniamo

1

(r"2M,) — 0 perr — 0,

cioé w(x) = 0.
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Soluzione 3.19. La verifica della regolarita di T, e di T}, ! non presenta alcuna
differenza rispetto al caso bidimensionale (Problema 2.8) e viene lasciata al lettore.
Per verificare che

v(x) = ﬁu(Ta(x)) - |iu (“—2x)>

X x| |x|2

¢ armonica, conviene passare in coordinate sferiche. Se scriviamo x = (r,0,v),
allora T, (x) = (p, 0,1), dove rp = a?. Ricordiamo che, in coordinate sferiche,
1 { 1 cos

A = rr —Ur S | 7“2 T
v v +rv +T2 sin2¢v99+v¢¢+sm¢04

2 1
= U+ v+ 5 Asv
T T

Osserviamo che, essendo x e T,(x) paralleli, la trasformata di Kelvin lascia in-
variata parte sferica Ag dell’operatore A (Ag si chiama operatore di Laplace—
Beltrami). Posto u = u(p, 0, 1), si ottiene

0/2
0(73971/1) = ~u (_7971/})
r
a 0/2 a3 Cl2
Ur(ﬂ@ﬂﬁ) = _T_Qu <_707¢> - ﬁup ( 707¢>
2a (a? 4a3 a® a® a®
’U'r"r’(r767w) = —3u (7) 97¢> + T_4U/p (T; 9) ¢> + E’U/pp (7) 9) ¢>

Agv(r,0,1)

I
S
g
@
<
R
5|8,
<
<
~—

Sostituendo
a® a? 2a3 a? a a?
Av = r_5upp <7797¢> +T_4up (7393w> +ﬁASU <7,97¢>
p° 2 1
= = uPP(p707¢)+;up(p707¢)+?ASu(p7avw) =

ad
5
= p—,Au.
ad
In conclusione, se u & armonica nel suo dominio, anche v lo é nel suo.

Soluzione 3.20. Poiché u — «a all’infinito, il problema ha un’unica soluzione.
Osserviamo preliminarmente che la funzione

A(x]) = a <1 - |—i|>

¢ armonica in B, assume il valore 0 per |x| = 1 ¢ u(|x]) — a per |x| — oo.
Poniamo w = u — u. Allora w — 0 all’infinito Ora, la trasformata di Kelvin T} di
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B, ¢ la sfera unitaria privata dell’origine e viceversa. Inoltre, tutti i punti di 0B,
vengono trasformati in se stessi. Posto

R 2
v(y)—|y| (|y|2>,

abbiamo che v & armonica nella sfera unitaria privata dell’origine. Poiché w (|x|) —
0 all’infinito, si ha
lylo(y) =0 se [y| =0

ed allora il risultato dell’Esercizio 3.18 implica che v ha un’estensione armonica
(che continuiamo a indicare con v) in tutta la sfera unitaria B;, con dato g su
0B;. Dalla formula di Poisson tridimensionale si ha:

v(y)_l—IyIQ/a GO

27 B, ly — o3

Antitrasformando, abbiamo

e si ottiene, essendo

— —O'|,

4__0

2
Ll
4 9B, |X_O'|

In conclusione, la soluzione richiesta &

1 21
u(|x|)—a<1——> 4 [ / g(U)Bdo.
x| Ar Jap, [x — o

Nel caso g(x) = z1, v(y) = 11 ¢ lestensione armonica di v in tutta la sfera
{0 < |y| < 1}. Antitrasformando, troviamo

u(x):a<1—|—)1<|>+|i—|13.

Soluzione 3.21. Si puo procedere esattamente come nel Problema 2.12. Siano
u1 ed uy due soluzioni del problema in questione e sia w = u; — ug. Allora w &
armonica in €2, e con dato di Robin nullo su 99).. Come in 2.12.a) otteniamo che

ow C

7| = e

per |x| sufficientemente grande; infatti, tale stima non dipende dalla condizione
su 0. Possiamo ora moltiplicare ambo i membri dell’equazione Aw = 0 per w
stessa, integrare su {2.NBpg ed usare la formula di integrazione per parti, ottenendo,
come in 2.12.b),

0= / w(x)Aw(x) dx = / |Vw(x)|? dx — / w(x)0, w(x) do
Q.NBgr Q.NBgr 8(QeﬂBR)
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Essendo w limitata, cioe |w| < M, tale equazione implica

/anBR'Vw(X)'QdX - /me7~U<><>5’w~v<><>dv+ | wbdux)do <

OBRr

< —/ oaw?(x)do + M
09,

Vw(x) - %‘ do <

O0BRr

1/2
(essendoa > 0)< M (27TR/ |Vw(x)|2da> <
OBRr

1/2
M <27rR/ %do) =
OBRr |X|

= CoR™3/?

IN

Passando al limite per R — +o0o otteniamo che

[ vt ix o,

e

Avendo supposto w di classe C!' fino al bordo, si deduce che Vw(x) = 0 in
Q. ovvero che w & costante. Siccome 0, w + aw = 0 su 0€)., tale costante & nulla.
Soluzione 3.22. Osserviamo che
v(x) = |[Vu(x)|*> = u2 + “12;

¢ una funzione subarmonica come somma di quadrati di funzioni armoniche (Pro-
blema 2.17). Possiamo allora scrivere, per ogni x € R3,

1
V(X S T 7 N1 vy dy7
™) < Bl Jpni "
cioé
VU < i [ [VuPdy =0 per R o

Di conseguenza Vu(x) = 0 in R3, e la tesi segue subito.

Soluzione 3.23. Innanzitutto osserviamo che, posto
u(@,y) = v(z,y) + (2 +y°)/2,
si ha Au = 0. Ne segue che u ¢ di classe C*°, da cui anche
v=u~— (2% +y%)/2
¢ di classe C*°. Le derivate v, e v, sono quindi armoniche e percio
Vo> =02 + v

¢ subarmonica come somma di quadrati di funzioni armoniche. Pertanto |Vol|?
assume il suo massimo su 0S2.
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Soluzione 3.24. La relazione tra il potenziale newtoniano nel piano e la den-
sita che lo genera &
Ay = —27p.
Essendo
Au=—4 (2% +y*) — 276 (0,0),
si trova

p(ey) = 2 (@ +4%) +50,0).

Soluzione 3.25. Il potenziale richiesto (definito a meno di una costante ad-
ditiva) &

1 1
u(z,y,z) = — dédnd¢
=% ), (e- P+ -+ -]

ed ¢ di classe C! in tutto R?. Per trovare un’espressione pitu esplicita, osserviamo
che u & a simmetria radiale, cioé¢ u = u (r), r> = x? + y? + 22, (il problema &
invariante per rotazioni) ed ¢ soluzione del problema

— <
Au—{ i 0<r<1

0 r>1
con
(40) u(l=)=u(l4), up (14) = uy (1-).
Le funzioni armoniche radiali in R3 sono della forma
.
r
mentre le soluzioni radiali di Au = —4x soddisfano I’equazione
2
Upp + —U, = —47
r
il cui integrale generale &
g2 e
v(r)=c+ " 3
Essendo v limitata per » < 1, deve essere ¢ = 0. Dalle (40) si ricava, poi:
2m 47

cl—gza—i—be —a=-=.

Abbiamo dunque, scegliendo b = 0 (potenziale zero all’infinito),

w(r) = 27T(1—r—32> r<1

—mlogr > 1.

Soluzione 3.26 La relazione tra il potenziale newtoniano nel piano e la densita
che lo genera &

1
Au = Upp + U, = =270
r
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Si ha Au = —7r2, per cui si trova

Il potenziale richiesto (definito a meno di una costante additiva) ¢ di classe C! in
tutto R?, & armonico per 7 > 1 e a simmetria radiale, quindi della forma

alogr+b.
Inoltre
(41) u(l=) =u(l4), ur (14) = uy (1-).
Deve quindi essere -
b=0ea= 3
Pertanto il potenziale per r > 1 ¢ u(r) = —5 logr.

Soluzione 3.27. a) La funzione di Green G = G (x,y) ¢ armonica nel semi-
spazio, G (x,y) = 0 su x3 = 0 per ogni y €P*, fissato, e
(42) AxG (x,y) = —0(x—y)

dove ¢ (x —y) & la distribuzione di Dirac in y. Usiamo il metodo delle immagini.
Sappiamo che la soluzione fondamentale

x-y)= !

Cdrlx -yl

soddisfa la (27). Se y = (y1,¥y2,¥3), poniamo ¥ = (y1,¥y2, —y3), 'immagine di y
simmetrica rispetto al piano y3 = 0. La funzione I' (x—y) ¢ armonica in Pt e
coincide con I' (x —y) su z3 = 0. Si ha quindi:

Gxy)=T(x-y)-T'(x-y).
b) Usiamo ancora il metodo delle immagini, definendo stavolta, per y # 0,

. y
y'=T(y)=—%
|yl

immagine di y tramite la trasformata di Kelvin. Come nel caso n = 2, per |x| =1
abbiamo

2 2x -y 1
x-y* " = T2 T2
lyl |yl
1 2
= W(1—2X'Y+|Y|>
1 2
= W|X—Y| :

Se y # 0, definiamo

1 1 1
G(xy)=— - .
¥ =1 {|x—y| |y||x—y*|}

3
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Otteniamo che G (x,y) =0 per x| =1,y #0, e
AxG(Xay):_é(X_y) in Bl'

Per y = 0, definiamo semplicemente.

G(x,o)—%{ﬁq}.

Si noti che, per x #y ey — 0, si ha
G(xy) = G(x,0).
c¢) Indichiamo con Gpg, la funzione di Green per la sfera B; costruita nel punto
b). Sia poi ¥ = (y1, y2, —y3). Allora

Ggl (X7 y) = GBl (Xv y) - GBl (Xay) :
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Equazioni del primo ordine

1. Richiami di teoria

11 riferimento teorico per i problemi e gli esercizi contenuti in questo capitolo & [S],
Capitolo 4. La prima parte del capitolo & dedicata alle leggi di conservazione

(1) ut + Q(u)z =0,

per le quali si cercano soluzioni v = wu(z,t) definite sul semipiano {¢ > 0}, soli-
tamente sottoposte ad una condizione di Cauchy o iniziale u(z,0) = g(x). Tale
equazione rappresenta un modello di convezione o trasporto. La velocita di deriva
¢ legata a ¢ dalla relazione g(u) = v(u)u.

e Caratteristiche e soluzione locale. Si chiamano curve caratteristiche dell’equazione
(1) le curve del semipiano {¢ > 0} lungo le quali u ¢ costante. Se per (z,t) passa
una sola caratteristica e tale caratteristica “parte o esce” dal punto (,0), allora
u(z,t) = g(§). Si dice che “la caratteristica porta il dato g (£)”.

La caratteristica uscente da (&,0) ¢ la retta di equazione

w(t) =q' (g(§)t + &

Per ¢ sufficientemente piccolo, la soluzione u é definita implicitamente dall’equazione

(2) u=g(z—q(g())0).

o Condizioni di Rankine—Hugoniot. Se due caratteristiche che portano dati di-
versi si intersecano provocano una discontinuita a salto nella soluzione e la (2) non
é piu valida. La soluzione va intesa opportunamente in senso debole o integrale. La
linea I' di discontinuita é detta linea d’urto o di shock. Se I' & regolare ed ha equa-
zione x = s(t), valgono le condizioni di Rankine-Hugoniot: detti v, u™ i valori a
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cui tende la soluzione u avvicinandosi a I' da destra o da sinistra, rispettivamente,

si ha
8/(t) _ q(u+(sat)) _ q(ui(sat))
ut(s,t) —u=(s,t)
e Una condizione di entropia lungo la linea d’urto é:
q(ut(s,t)) < & (t) < q(u™(s,t)).

Serve a selezionare tra diverse soluzioni integrali quella corretta.

e Onde di rarefazione. Nelle zone del semipiano {¢ > 0} in cui non arrivano
caratteristiche che portano il dato iniziale, tipicamente & possibile costruire la
soluzione (che si raccorda con continuita con la definizione nelle altre zone) come
onda di rarefazione. L’onda di rarefazione centrata in (zo, %) & data da

u(x,t) = R((z — o)/ (t — to), dove R = (¢')~* (la funzione inversa di ¢).

La seconda parte del capitolo ¢ dedicata alle equazioni quasilineart.
a(xﬁ y7 u)uz + b(x’ y’ u)uy = C(x7 y7 u)'
Il problema di Cauchy per queste equazioni consiste nell’assegnare il valore di «
su una curva I'g nel piano xy. Se Iy ¢ parametrizzata da z = f(s), y = g(s), si
assegna u(f(s),g(s)) = h(s).
e Si dice sistema caratteristico associato il sistema autonomo
d d d
T=awys)  F=bayz) =)
con le condizioni iniziali

z(0,5) = f(s)  y(0,s) =g(s)  2(0,s) = h(s).
I passi per risolvere il problema di Cauchy sono i seguenti:
1. Si determina la soluzione del sistema caratteristico.

2. Si calcola , .
J_dﬁ( 71(0) gm>>
a(,y,z) b(z,y,z)
sulla linea Ty portante i dati (cioé per ¢t = 0). Si possono verificare i seguenti casi:

a. J é sempre diverso da zero. Cio significa che I'g non ha punti caratteristici
(cioé punti in cui il vettore tangente & parallelo ad una linea caratteristica). In tal
caso il problema ¢ (localmente) univocamente risolubile.

b. J si annulla in un punto Py nel quale I'g & caratteristica: occorrono
condizioni di compatibilita sui dati affinché la soluzione esista (sempre localmente)
e sia di classe C"! in un intorno di P.

c. J si annulla in un punto Py nel quale I'g non ¢é caratteristica: non esistono
soluzioni di classe C'*. Possono esistere soluzioni meno regolari.

d. Ty ¢ caratteristica: esistono infinite soluzioni di classe C! in un intorno
di Iy.
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2. Problemi risolti

e 21 -—211: Leggidiconservazione ed applicazioni.
e 2.12 —2.22: Caratteristiche per equazioni lineari e quasilineari.

2.1. Leggi di conservazione ed applicazioni

Problema 2.1. (Equazione di Burger, dato costante a tratti). Studiare il pro-

blema
us +uu, =0 xz€R, >0
u(z,0) =g(z) zeR

dove
0 z<0
glz)y=¢ 1 0<z<1
0 x>1.
Soluzione
L’equazione di Burger ¢ del tipo

con
gw) =v?/2 e q'(u)=u

Il dato g presenta un salto crescente in z = 0 ed uno decrescente in = 1. Poiché

q & convessa, ci si aspetta che la soluzione integrale che rispetta la condizione di

entropia si presenti come onda di rarefazione centrata in (0,0) che, dopo un certo

tempo, interagisce con un’onda d’urto (shock) uscente dal punto (1,0). L’equazione

della retta caratteristica uscente dal generico punto (&,0) risulta essere

z=E+q(9()t = £+ gt
Al variare di £ si ricavano immediatamente le seguenti proprieta della soluzione
(Figura 1):

e u(x,t) vale 0 per x <0 (caratteristiche verticali);

o la caratteristica * = 0 e la caratteristica * = ¢ delimitano la regione in
cui si forma un’onda di rarefazione centrata nell’origine;

e dal punto (1,0) parte una linea d’urto; a destra di tale linea u(z,t) vale
0, mentre a sinistra, almeno fino ad un certo istante tg, u(x,t) vale 1.
Per tempi maggiori di ¢y, lo shock interagisce a sinistra con l'onda di
rarefazione.

Determiniamo ora I'onda di rarefazione. In generale, un’onda di rarefazione cen-
trata in (zg,to) ha equazione

dove
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Figura 1.

In questo caso R (s) = s e quindi
x
u(x,t):? 0<z<t.

Alternativamente, si sostituisce formalmente £ = 0 e g(£) = u(z,t) nell’equazione
delle caratteristiche e si trova

x = u(z,t)t

da cui ancora u = x/t.

A questo punto la situazione ¢ quella descritta in Figura 1.

Veniamo ora alla linea d’urto che supponiamo di equazione @ = s(t). La condi-
zione di Rankine-Hugoniot si scrive

gy A (5(0),0) — gu(s(1),0) _ 1 ]
(1) = s = g 0,0 (50,0

ut(s(t),t)
Per t piccolo abbiamo quindi v =0 ed v~ =1, da cui
1
[
$'=3

Essendo s(0) = 1 otteniamo

1
x:s(t):§t+1.

Le considerazioni fatte valgono fino a che la caratteristica x = ¢ interseca la linea
di shock, cio¢ fino all’istante ¢ = 2. Per tempi successivi a tale istante continua ad
esserci una linea d’urto con u* = 0, ma stavolta

u”(s,t) = ;
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che corrisponde al valore di u trasportato dall’onda di rarefazione. Abbiamo quindi

L’equazione (ordinaria) & lineare, oltre che a variabili separabili, ed ammette 'unica
soluzione

Riassumendo, si ha

0 <0
T 0<x<t, cont<2
t O§m<\/2_t,cont22
wz) = 1 t§x<%t+1, cont <2
0 m>%t+1,cont§2
x>2t cont > 2,

L’accelerazione dello shock ¢ 1/2 fino a ¢t = 2 poi ¢ negativa, uguale a —1/2t3/2,

L’intensita dello shock, pari al salto di u attraverso la linea d’urto, ¢ 1 fino at = 2,
poi si attenua e tende a zero per t — oo (Figura 3).

u = d A
u=0 p
A A A / u =
2

0 1 X

Figura 2. Caratteristiche e linea d’urto per il Problema 2.1.
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t=0 t=a<?2

t=a>2

0 q‘____———”——?

0 x 0 J2a

>

X

N2/ a
a

Figura 3. La soluzione del Problema 2.1 in vari istanti.

Problema 2.2. Considerare il seguente problema di Cauchy:

w+vluy, =0 z€R, t>0
u(z,0) ==z z €R.

a) Controllare se la famiglia di caratteristiche ammette inviluppo.
b) Trovare una formula esplicita della soluzione e studiarne Iestendibilita in
tutto il piano xt.

Soluzione

a) L’equazione differenziale ¢ in forma di legge di conservazione con q(u) = u?/3,
q'(u) = u?. Osserviamo che il dato iniziale g(x) = x & illimitato per x — +oo. La
generica caratteristica uscente dal punto (£, 0) ha equazione:

z=E+ (g =E+

Per stabilire se tale famiglia di rette, dipendente dal parametro &, ammette invi-
luppo, occorre risolvere il sistema

=&+ &%
0=1+ 26t

in cui la seconda equazione & ottenuta per derivazione della prima rispetto al

parametro. Si puo eliminare facilmente il parametro e dedurre che l'inviluppo

esiste nel quadrante x < 0, t > 0 e coincide con l'iperbole di equazione 4zt = —1.
b) La soluzione u = u (z,t) & definita implicitamente dall’equazione

u=g(z—q (1)
almeno per tempi piccoli. Nel nostro caso abbiamo, essendo g (z) = z,

w=1x — u’t.
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Figura 4. Inviluppo di caratteristiche nel Problema 2.2.

Risolvendo in wu, si trova

—1£+V1+4xt 9:>—i

ui(:n,t) =— 2~

Esaminiamo lim,_,g+ u* (,t). Si ha, per x fissato:

. - . =1 =144zt
lim v~ (z,t) = llm ———— =

t—0+ t—0+ 2t

mentre

1+\/1+4xt_ I 4zt

lim wt (z,t) = lim —

, — = lim
t—0+ t—0+ 2t t—0+ 2 (1 + 1+ 4:Et)

Solo u™ soddisfa la condizione iniziale e pertanto & I'unica soluzione del problema
ed ¢ definita e di classe C' (controllare) nella regione = > —1/4¢, delimitata
dall’alto proprio dall’inviluppo delle caratteristiche. Tale inviluppo costituisce una
barriera al di 1a della quale le caratteristiche non trasportano i dati iniziali. Visto
poi che per £ — —oo il dato iniziale tende a —oco e che le caratteristiche tendono
a diventare orizzontali, non c¢’¢ un modo ragionevole di definire un prolungamento

della soluzione oltre 'inviluppo, nel quadrante x < 0, £ > 0.
Al contrario, la formula

-1+ VIt 4at

u (x,t) 57

definisce la soluzione anche in tutto il quadrante z > 0, ¢ > 0.
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Problema 2.3. (Un modello di traffico, traiettoria delle auto). Il seguente pro-
blema simula una situazione di traffico al semaforo:

pt—l-vm(l——Qﬂ)pI:O zeR,t>0

p’m
z <0
p(ﬂr,O)—{ S

dove p rappresenta la densita di auto, p,, la densitd massima, v, la velocita
massima consentita. Determinare la soluzione ed in particolare calcolare:

a) la densita di auto al semaforo per t > 0;

b) il tempo impiegato da un’auto che si trova al tempo tq, nel punto xy =
—vumto per superare il semaforo.

Soluzione
a) L’equazione ¢ in forma di legge di conservazione con

q(p) = pv(p) =vmp (1 - i)

dove v (p) rappresenta la velocita delle auto. La caratteristica uscente dal punto

(£,0) ha equazione
T = Um (1—M>t+f.

m

Per £ <0, si trova
T =—vnt+¢
e quindi, nella regione < —v,t, si ha p (z,t) = p,,. Per £ > 0 si trova
T =uvpt+¢&

e quindi, nella regione x > vp,t, si ha p(z,t) = 0. Nella regione —v,,t < z < v,,t,
si possono raccordare i due valori p,, e 0 con un’onda di rarefazione centrata
nell’origine. Poiché

si ha

e 'onda di rarefazione &

pen=r(3) =2 (1-25).

Riassumendo, la soluzione del problema é data da

Pm T < —Upt
p(m,t) = Egm‘ (1 - Ui-mt) Ut <z < vyt

0 T > Upt.
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Si ottiene quindi che la densita di auto al semaforo

Pm
t)="tm

rimane costante nel tempo.

b) Ricordiamo che, in base al modello considerato, la velocita di un’auto che si
trovi nel punto z all’istante ¢ dipende solo dalla densita in tale situazione secondo

la legge
p
v(p) = Vm 1——).
0= (i

Indichiamo con x = x(t) la legge oraria del moto dell’auto considerata. Trovandosi
al tempo ty nel punto z = —wv,,ty 'auto comincia a muoversi mantenendosi nella
zona dell’onda di rarefazione fintanto che z(t) < vy,t, in particolare prima di rag-
giungere il semaforo, dopo di che I'auto si muove a velocita costante v,,. Pertanto,
prima di raggiungere il semaforo, x risolve il problema di Cauchy

2'(1) = v(p(a(t), 1) = % (1+ 29)
x(to) = —Umto.
Integrando ’equazione (lineare) otteniamo
z(t) = v (t — 24/%ot),

e quindi z(t) = 0 per t = 4ty.

v

-3 -

Figura 5. Problema 2.3. Traiettoria dell’auto che parte da x = —3 all’istante ¢ = 1 sec.
(vm = 3 m/sec). Il semaforo ¢ raggiunto in 3 secondi.
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Problema 2.4. (Traffico in un tunnel). Un modello realistico per la velocita in
un tunnel molto lungo é il seguente

_ ) Um 0<p=<p.
v(p){ Nog (pr/p) e <P < P

dove p indica la densita delle auto e A = 3 Si noti che v é continua

anche nel punto p, = pme_“""/ A che rappresenta una densita critica, al di sotto
della quale gli automobilisti sono liberi di viaggiare alla velocita massima. Valori
attendibili sono p, = 7 auto/Km, v, = 90 Km/h, p,,, = 110 auto/Km, v,, /A =
2.75.

Supponiamo che lingresso del tunnel sia in x = 0, che il tunnel apra al traf-
fico al tempo t = 0 e che precedentemente si sia accumulata una coda prima
dell’ingresso. 11 dato iniziale é quindi

m T <0
plo0) =g0) = { o T30

a) Determinare densita e velocita del traffico e disegnarne i grafici.

b) Determinare e disegnare nel piano xt la traiettoria di un’auto che si trova
inizialmente in © = xg < 0 e calcolare quanto tempo impiega ad entrare nel
tunnel.

Soluzione

a) Utilizzando 'usuale modello convettivo, il problema da risolvere &

pe+d(p)p, =0 reR,t>0
_ _ ) pm <0
o0 =g ={ b 230
dove
q(p) = po(p)

e quindi (e™"/* = p./p,,)
'(p) { N 0< p <pe
qd(p) =
AMog(pm/p) =1 pe < p < pp

I grafici di v e di ¢ in funzione della densita p sono indicati in Figura 6. Osserviamo
il salto di ¢’ in corrispondenza a p = p,:

q/(pc_) =Um € ql(pj) = Um — A

La generica caratteristica uscente da (£, 0), cioé la retta x = £ 4+ ¢'(g(&))t, ha
equazione

r=&— M\t per £ <0

T =&+ vt per £ > 0.



2 Problemi risolti 157

v=v(p) a=4q(p)

m Pl

Dy

p. 1 P P. 1
Figura 6.

Di conseguenza possiamo ricavare subito la soluzione in alcune zone del piano:

m T < —At
p(x,t):{ g T > Upt.

Rimane da ricavare p nella zona
S={(z,t): =M <z < vt}

A tale scopo, ricordiamo che ¢’ risulta discontinua per p = p,, con

q(p)=vm e q(pF)=vm—A\
Questo ci suggerisce di scrivere S = S; U .S,, con

S1=A{(z,t) : =Xt <z < (v, — ANt}
dove p, < p < p,,, €

Sa ={(z,t) : (vm — ANt <z < vt}
dove 0 < p < p..

Nella regione S; procediamo come segue. Per p, < p < p,,, abbiamo
q"(p)=-Xp<0

ed essendo il dato iniziale decrescente cerchiamo una soluzione sotto forma di onda
di rarefazione, centrata nell’origine, che si raccordi con continuita sulla semiretta
2 = — Mt (in tal modo verifica anche la condizione di entropia). Tale onda & definita

dalla formula p (z,t) = R (z/t) dove R = (¢/)". Per trovare R, risolviamo rispetto
a p l'equazione

Si trova

per cui

nella regione
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Rimane da determinare la soluzione in Sy. In tale regione p < p. e quindi ¢'(p) =
vm- Ne segue che p é costante lungo le caratteristiche del tipo

T =v,t+Ek.

Essendo queste uscenti dalla semiretta x = (v, — A)t, calcoliamo il valore di p su
questa semiretta sfruttando il fatto che essa appartiene alla regione S;. Otteniamo

p(x,t) = p((vm — Nt,t) = p,,e /> = p,, nella regione v, — A < % < Upy.
t A
x= (v, —A)t
x=v,t
p = pL

p=0—
>

x

Figura 7. Caratteristiche per il Problema 2.4.

Riassumendo abbiamo

P x> =AM
—(te/A) N\t <z < — Mt
mE ST S (Um
p(x, t) = p —Um /A _ ( )
D€ (U, = Nt < T < vt
0 T > Upt.

In Figura 8 osserviamo l’andamento della densita a tempo fissato: la densita de-
cresce dalla massima (velocita nulla) gradualmente fino alla densita critica che
permette la massima velocita. Si noti che la soluzione & discontinua solo sulla retta
T = Upt.

p:pm p:pme
X pzpc
(coda)
p=0
_ﬂ’t (Vm_ﬂ')t th X

Figura 8. Andamento della densita al tempo ¢ nel Problema 2.4.
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b) Consideriamo un’auto che si trovi inizialmente in zo < 0 e tentiamo di
descriverne la traiettoria nel piano xt. Iniziamo osservando che la macchina rimarra
ferma fino all’istante tg = |zo|/A (vedi Figura 9). In tale istante entra nella zona
S dove la velocita ¢ data

v(p(x,t)) = Mog (e'7/2) = A + %-

Abbiamo dunque, indicando con z = z(t) il cammino dell’auto,

L’equazione ¢ lineare, ed integrandola si ottiene

() = Mt (log M 1) .

jwo|
L’auto entra nel tunnel nell’istante T" in cui z(T") = 0. Il tempo richiesto ¢ quindi

e|zo|
T = %ol
A

v

X )

x=-At

Figura 9. Traiettoria di un’auto nel Problema 2.4.
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Problema 2.5. (Modello di traffico; densita normalizzata). Sia p la densita di
auto nel modello di traffico del Problema 2.3. Posto u(z,t) = p(z,t)/p,, (dove
0 <wu <1 ¢ la densita normalizzata), verificare che u risolve ’equazione

ut + v (1 — 2u)u, = 0.
Determinare la soluzione del problema
{ ug + (1 —2u)u, =0 z€R, t>0

u(z,0) = g(z) z€R,
dove
1/3 x <0
g(z)=< 1/3+5z/12 0<z<1
3/4 z > 1.
Soluzione

Il grafico del dato iniziale g = g () & mostrato in Figura 10, a sinistra.

u=1/3 u=3/4

3/41-

1/3

\/

1 x 1
Figura 10.

La verifica dell’equazione & immediata. In questa situazione abbiamo ¢'(u) =
vm(1 — 2u) quindi q(u) = v, (u — u?). La caratteristica uscente da (&,0) ha equa-
zione

3) z =&+ um(1 - 29(8))t,
cioé
xzf—l—évmt per £<0
mzf—l—(%—gf)vmt per 0<¢é<l

1
xzf—avmt per &> 1.
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Si vede quindi che le caratteristiche si intersecano e che si forma una linea
d’urto. Il punto di partenza di tale linea & dato dal punto con minore coordinata
temporale nel quale si verifica un’intersezione di caratteristiche per 0 < £ < 1.
In questo caso la famiglia di caratteristiche ¢ un fascio di rette dipendente dal
parametro £ ed il centro del fascio, punto nel quale tutte le caratteristiche per

0 < ¢ <1 si intersecano, €
2 6
to)=(=,—).
(:L'Oa 0) <57 5Um>

Tutto cio ¢ illustrato in Figura 10.
La linea d’urto, che supponiamo di equazione z = s(t), & dunque uscente dal
punto (2/5,6/5v,,). A destra di tale linea abbiamo u™ = 3/4, mentre a sinistra

u~ = 1/3. Dalla condizione di Rankine-Hugoniot ricaviamo
iy 4w —qws) 1
W= T T
Essendo s(6/5v,,) = 2/5 otteniamo la retta di equazione
1 1

La soluzione (entropica) & cosi determinata per ¢ > tg = 6/5v;,.
Sia ora t < tg. Per calcolare la soluzione nella zona

Um

6 1 1
S:{(m,t):0§t<5—, gvmtgmgl—ivmt},

delimitata dalle caratteristiche uscenti da & = 0 e & = 1, possiamo ricavare &
dall’equazione delle caratteristiche:
6x — 2t
f= T,
6 — Bupt
da cui, essendo w costante lungo le caratteristiche,
1 5 6x — 2v,,t 4+ 5x — dvu,,t .
t) = = -4 — = S.
W) =98 =3+ 555, 5 206 — 5upnt) m
Alternativamente, si puo usare la formula

u=g(x—vn(l—2u)t)

0<g<1,

che determina implicitamente u. Sostituendo I'espressione di g tra 0 e 1, si trova
1 5

u:§+ﬁ(x—(1—2u)vmt).
Risolvendo in wu, si ritrova la formula precedente. Riassumendo:
1 (1 1 1
§ T < min {gvmt, 3~ Evmt}
u(z,t) = 742—’(_65i 5vijgt %vmt <z<1- %vmt
3 1 1 1
1 x>max{1—§vmt,§—ﬁvmt}.
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Problema 2.6. (Formazione dello shock in un modello di traffico). Sia u, 0 <
u < 1 la densita normalizzata, soluzione del problema di traffico seguente:
ut +vm(1 —2u)u, =0 z€R,t>0
u(z,0) = g(z) z€R,
Assumiamo che g € C*(R), che g’ assuma il suo massimo nel punto x1 e che
g (z1) = m}zgxg’(a:) > 0.
a) Esaminare I'andamento qualitativo delle traiettorie e dedurre che la solu-
zione sviluppa uno shock.
b) Verificare che, per tempi piccoli, u é definita implicitamente dall’equazione

u=g(x — vyt(1l —2u)).
Dedurre che il primo istante t in cui si forma lo shock (tempo critico) ¢é il primo
istante in cui
1 —2vmtg (x — vmt(1 — 2u)) = 0.
c¢) Mostrare che il punto iniziale dello shock (zs,ts) appartiene alla caratteri-
stica I'y, uscente dal punto (z1,0) e che

ts = 1/2v9 (71).

Nel caso vy, = 1,g(x) = (2arctanz /7 + 1)/2, servirsi di un computer per ana-
lizzare il grafico di u in vari istanti ed interpretare le conclusioni raggiunte.

Soluzione

a) Tipicamente, il grafico del dato iniziale g potrebbe essere del tipo in Figura
12, dove é indicata anche la retta tangente al punto di flesso x1, coincidente col
punto di massimo di ¢'.

La caratteristica I'¢ uscente dal generico punto (¢, 0) ha equazione

(4) v =€+ (1—2(6))mt.
Riferendoci per fissare le idee ancora al grafico in Figura 12, si vede che le pendenze
delle rette caratteristiche sono decrescenti al crescere di £ fino a diventare negative,
per cui lo shock é inevitabile. Nelle ipotesi del problema, g & strettamente crescente
in un intorno di z; e quindi le caratteristiche uscenti dai punti di tale intorno si
intersecano dando sempre origine ad uno shock.

b) Su I'¢ sappiamo che u(x,t) = g(£) e dalla (4) possiamo ricavare
§=x—(1—29(¢))vmt.
Abbiamo dunque:
u(z,t) = g(z — (1 — 2u(x, t))vpt).
Controlliamo quando ’equazione
(5) h(z,t,u) =u— gz — (1 — 2u)v,t) =0,

definisce effettivamente in forma implicita una funzione v di x e ¢t. Una condizione
sufficiente ¢ fornita dal teorema del Dini che richiede: i) h di classe C' nei suoi
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argomenti e questo & vero essendo g di classe C*; ii) la risolubilita dell’equazione
(5) in qualche punto ed anche questo & vero in quanto

h(z,0,9 () = g (x) — g(x) = 0
in tutti i punti dell’asse x; 4i7) infine,
(6) hu(z,t,u) =1 = 2v,tg" (x — (1 — 2u)vp,t) # 0.
Poiché ¢’ & negativa oppure limitata quando ¢ positiva, la (6) & sempre verificata
per tempi piccoli. Fintantoché vale la condizione (6), in base al teorema del Dini,
I'equazione (5) definisce un’unica funzione u = u (x,t), di classe C* (R) che quindi
non presenta discontinuita (shock). D’altra parte, lo stesso teorema fornisce anche
la seguente formula per wu,:

(7) U (2,) = — ho(z t,u) gz — (1= 2u)vpt)

ho(z,t,u) 1 —2u,tg (x — (1 — 2u)v,t)’
Se quindi ¢ > 0 ¢ il primo istante in cui h,, si annulla (con x = x5 opportuno) si
ha necessariamente

Uy (xat) — 00 per (ﬂf,t) - (xsats)

in quanto il numeratore nella (7) non si annulla in (zs,ts). Pertanto, t5 deve
coincidere col tempo critico, in cui inizia ’onda d’urto.

c¢) Determiniamo ora ts. Consideriamo la generica caratteristica I'c. Per ogni
(x,t) € T'¢ si ha
x— (1= 2u(z, t)vmt) =&
e quindi la condizione (6) diventa

ho(z,t,u(m, ) =1 — 2v,tg' (€) =0

da cui
1

= 209 (£)

Dal punto b) sappiamo che ¢, & il piu piccolo ¢ per cui vale ’'equazione precedente.
Essendo per ipotesi ¢’'(z1) > ¢'(£) per ogni &, si ottiene che il punto (xs, t5) d’inizio
dell’onda d’urto appartiene alla caratteristica I'y, e che valgono le formule

: (1-2g (1)

T gy T

ts

1
2g’ (1)
Nel caso

@) = £ |2 arctanz + 1
r) = — | —arctanx
g 9 |7 s

I’evoluzione della curva definita implicitamente dall’equazione (5) ¢ illustrata in
Figura 11.

Dalla figura, si vede che nell’istante critico ¢ la pendenza di u ¢ infinita e che
dopo t5 la (5) definisce u come funzione multivoca (a tre valori), inaccettabile come
soluzione.
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t=0 t=0.5

A 4

Figura 11. Curva definita implicitamente in vari istanti temporali dall’equazione
2u — 2arctan (z — t(1 — 2u))/r+ 1 =0.

v

X

K

Nota. La formula per z, indica che il punto (z,,1/2) appartiene alla retta tan-
gente al grafico di g nel punto di flesso. Non ¢ poi difficile controllare, in riferimento

alla Figura 12, che
Ts = To+ Umls.

Z:g(xl)_'_g'(xl)(x_xl)

Xo  Xg X

Figura 12.
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Problema 2.7. (Inviluppo di caratteristiche e formazione di un’ onda d’urto).
Sia dato il seguente problema di Cauchy:

u+qu)y =0 zeR,t>0
u(z,0) =g(x) z€R.
Supponiamo che q € C?>(R), ¢" < 0 e che g € C*(R) con:
glz)y=1 <0
glz)y=4 ¢(x)>0 0<z<1
glz)y=2 z>1

a) Mostrare che la famiglia di caratteristiche

z=qWt+&=dq(9(&)t+¢

ha inviluppo.

b) Calcolare il punto (zs,ts) dell’inviluppo con coordinata temporale minima
e mostrare che é il punto in cui si forma un’onda d’urto. Ritrovare il risultato
del problema precedente.

¢) Mostrare che il punto (zs,ts) é un punto singolare (cuspide) per 'inviluppo,
nel senso che il vettore tangente all’inviluppo in (zs,ts) é nullo (assumere suffi-
ciente regolarita diq e g.)

Soluzione

a) L’andamento delle caratteristiche (¢'(g(£)) & decrescente)

z=q (g€t +¢&,

qualitativamente illustrato in Figura 13, indica l’esistenza di un inviluppo, indivi-
duato dalle caratteristiche corrispondenti a £ € (0, 1).

257

0 0.5 1 1.5 2

X

Figura 13. Problema 2.7. Inviluppo di caratteristiche con cuspide, nel caso
a(u) = u—u?, g (€) = e 12,



166 3 Equazioni del primo ordine

Per determinarlo, consideriamo il sistema

{ z=q(g(&)t+¢

0=q"(9(€)g'(€)t +1=0

in cui la seconda equazione ¢ ottenuta dalla prima derivando rispetto al parametro
€. Poiché ¢” < 0eg > 0per &€ (0,1), in questo intervallo si ha ¢’ (g(€))g’(€) <0
e l'inviluppo ¢ definito dalla coppia di equazioni parametriche

o . _4d@l@)) , _
m &)= T m©

ottenute risolvendo il sistema in x e ¢ in termini di .

1
q"(9(6)g'(€)’

b) L’istante di formazione dell’onda d’urto & dato dal punto (x4, t5) dell’inviluppo
con coordinata temporale minima, poiché questo ¢ il primo punto in cui due ca-
ratteristiche si intersecano!. Essendo ¢'(0) = ¢'(1) = 0 e ¢"(9(£))g'(¢) < 0 per
0 < & < 1, segue che la funzione

2(&) = —q"(9(©)g' (%)
1

ha un massimo positivo in un punto &,, € (0,1). Dalla seconda equazione si evince

allora che
1 1

0 2(©) = (Eu)
Nel caso del Problema 2.6, si ha g(u) = v,,(u — u?), ¢’ (u) = v, (1 —2u) e ¢’ =
—2v,, < 0. In un intorno del punto z;, di massimo positivo per ¢/, si ha ¢’ > 0,
per cui, le caratteristiche uscenti da questo intorno hanno un inviluppo. Poiché

(&) = —4"(9(£))g'(€) = 2vmg’ (£),
si ha £,; = x1 e la soluzione presenta un’onda d’urto che inizia nell’istante
1
209" (1)
confermando il risultato del Problema 2.6.

s =

¢) Per controllare che il punto di coordinate (s, ts), origine dell’onda d’urto e
“punto iniziale” dell’inviluppo, ¢ un punto singolare occorre mostrare che

dz dt
€ ©od
si annullano nel punto £ = &;,;. Assumiamo che ¢ possegga tre derivate e g ne
possegga due. Si ha:
de _dt  q(9(§) ,

= — = Z ().
¢ dg z(¢)? ©
Poiché la funzione z ha un massimo (positivo) in £ = &,,, si ha 2/ () =0 e le

due derivate si annullano. Il punto (z,,ts) & dunque singolare e risulta, in generale,
una cuspide.

IRicordiamo che,intuitivamente, l'inviluppo di una famiglia di curve dipendenti da un pa-
rametro £ ¢ il luogo delle intersezioni tra due curve corrispondenti a valori del parametro ....
infinitamente vicini.
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Problema 2.8. (Modello di gas dinamica 1-d). Si consideri un fluido non vi-
scoso, compressibile a pressione costante p, in moto unidimensionale. Indichiamo
con u(zx,t) la velocita, con p(x,t) la densita e con e(x,t) I’ energia interna per
unita di volume.

a) In assenza di forze esterne di volume, scrivere le equazioni di moto (equa-
zione di continuita, conservazione del momento lineare e dell’energia).

b) Risolvere il sistema (per tempi piccoli) con le condizioni iniziali
u(z,0) = f(z), p(x,0)=g(z), e(z,0)=h(z).
servendosi del fatto che, se us + uu, = 0, allora v = u, e w = u, + p soddisfano
opportune equazioni (esprimere p ed e in termini di u,).
Soluzione

a) Poiché la pressione p & costante, e il fluido non & viscoso, la sua accelerazione
¢ nulla, per cui ’equazione del momento & (equazione di Burger):

(8) up + uuy, = 0.
L’equazione di continuita e di conservazione dell’energia sono:
9) pe+ (pu), =0
e
(10) er + (ew), + pu, = 0.
b) Per u abbiamo subito la formula implicita
u=f(z—ut).

Possiamo trovare formule implicite per p ed e, in termini dei rispettivi dati iniziali
e di u. Per ricavare una formula per p, osserviamo che derivando rispetto ad x
lequazione di Burger (u & regolare) si ottiene

(u)z + (vtig)r = (ug)t + (Utty)y =0

per cui v = u, ¢ soluzione dell’equazione

(11) vy + (vu), =0
che ¢ I'equazione (9) per v. Dal teorema del Dini abbiamo
/
—ut
o fa—u)

14 tf (o — ut)
ma questa non puo essere p, in quanto non soddisfa la condizione iniziale p (z,0) =
g (z). La formula giusta &
gz —ut)
P Tt (@ — )
come il lettore puod controllare.
Analogamente, sostituendo v = w + p nell’equazione (11), otteniamo

(w+p)t + (vw + up)y = wi + (vw)y + pu, =0,
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che ¢ la (10) per w. La funzione

f' (& — ut)

1+¢f (z — ut)

non soddisfa la condizione iniziale e (z,0) = h (x). La formula giusta &

h(z—ut)+p

e=—"""—7"""=—-pD

14+ tf' (x — ut)
che ancora chiediamo al lettore di controllare. Le funzioni p ed e sono cosi espresse
in termini di w.

Problema 2.9. (Leggi di conservazione non omogenee). Si consideri il problema
(non omogeneo)

{ut—l—q() = f(u,z,t) z€R,t>0
(z,0) = g(x) zeR.

a) Sia x = xz(t) una caratteristica per l'equazione omogenea (f=0). Posto
z(t) = u(x(t),t), quali problemi di Cauchy devono soddisfare x(t) e z(t)?

b) Supponendo f e g limitate dare la definizione di soluzione integrale (debole)
del problema.

¢) Dedurre le condizioni di Rankine-Hugoniot per una linea di shock del tipo
x = s(t).

Soluzione
a) Sia z = u(x (t),t). Poiché
2 () =u(z(t),t) + ue (x(t),t)a’ (t),
mentre dalla legge di conservazione si ha
ue (z (), 1) + ue (2 (1) ,1) ¢ (2 (1) = f(2(), 2 (), 1),
la caratteristica che parte dal punto (&,0) & soluzione del problema
z(t)=q (z(t), x(0)=¢
mentre z soddisfa il seguente problema di Cauchy
Z(t)=f(z(),z(),1), =2(0)=g(&),
che determina i valori di w lungo la caratteristica.

b) Imitiamo il procedimento che funziona per le equazioni omogenee®. Molti-
plichiamo I’equazione per una funzione test ¢ € C! (R x [0,+0c0)), a supporto
compatto, ed integriamo su R X [0, +00), ottenendo

+o0 +oo
/ / « + u)pdrdt = / / f(u, z,t)p dxdt.

Zvedi [S]7 Capitolo 4, Sezione 4.3
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Sinoti che gli integrali esistono finiti grazie al supporto limitato di ¢. La definizione
di soluzione integrale si ricava scaricando le derivazioni sulla funzione test mediante
integrazione per parti; su trova:

+o0 +oo
/ / « Fu)pdedt = / / w)p, + up,| dedt
- / u(x,0) ¢ (x,0) dz.
R

Tenendo conto della condizione iniziale, definiamo soluzione integrale o debole del
problema una funzione limitata u tale che

/D [q(vw)p, + up,] dadt + /R u(x,0) ¢ (x,0)de = — /D fu,z, t)p dedt

per ogni ¢ € C! (R x [0,+00)) a supporto compatto. Come nel caso omogeneo,
una soluzione integrale che sia di classe C'' ¢ anche una soluzione classica (lasciamo
il controllo al lettore).

c¢) Sia V un dominio contenuto in R x [0, 4+00) e supponiamo che una curva I'
di equazione = = s(t) divida V nei due domini disgiunti

Vi={(z,t): x<st)} e VI={(x,t) eV :az>st)}
Supponiamo che u sia una soluzione integrale discontinua, di classe C* nella chiu-

sura dei due sottodomini V— e VT, separatamente. In particolare, cio significa
che

ut + Q(U)I = f(ua Z, t)
in V™ ein V*. Se (z,t) € T, indichiamo con u*(z,t) il limite di u quando ci si
avvicina a I" da destra e con u™ (z,t) il limite quando ci si avvicina da destra.
Scegliamo ora una funzione test ¢ il cui supporto sia contenuto in V' ed intersechi
la curva I'. Dal punto b) abbiamo che

— [ tatwe,+up dodt— [ o, +ug) dedt = [ gzt dear

Data la regolarita di  in V'~ e VT, possiamo applicare il teorema di Gauss—Green
a ciascuno dei due integrali a primo membro. Ricordando che ¢ = 0 su VF \ T’
abbiamo:

_ /Vi [q(w)p, + up,] dedt = /Vi (q(u)z + ut)p dadt :|:/F [q(ui)m + Uing} pds

:/ f(u,x,t)gpd:ndtq:/ [q(ui)m—kuing]gpds
% r

dove (n1,nz) & il versore normale a I' uscente da V1 (abbiamo sfruttato il fatto
che us +q(u), = f(u,z,t) in V*). Sostituendo nella definizione di soluzione debole
otteniamo quindi (¢ (z,0) = 0)

[ aw) =gty + @ =] s =0,
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che, per l'arbitrarieta di ¢, implica
(a(u®) —q(u™))n + (" —u")n2 =0.
Ricordando che, se s € C*,
1

(n1,m2) = m(—l,s’(t)),
si ottiene N B

Le condizioni di Rankine-Hugoniot coincidono dunque con quelle del caso non
omogeneo.

Problema 2.10. (Fluido in un tubo poroso). Consideriamo un tubo cilindrico
infinito, con asse coincidente con I’asse z, contenente un fluido in moto nel verso
positivo. Indicata con p = p(z,t) la densita del fluido, supponiamo che la velocita
locale dipenda dalla densita come v = % p. Supponiamo inoltre che le pareti del
tubo siano composte di materiale poroso, dal quale fuoriesce liquido ad un tasso
di H = kp? (massa per unita di lunghezza per unita di tempo).

a) Dedurre che p soddista 'equazione

py + pp, = —kp®.

b) Calcolare la soluzione tale che p(z,0) = 1 e le caratteristiche corrispondenti.

Soluzione

a) Si tratta di un modello di trasporto. L’ipotesi di fuoriuscita di materiale a
tasso H conduce alla legge di conservazione

pe+a(p)e = —H = —kp”.

Data la natura convettiva del moto, la funzione di flusso risulta essere
1
a(p) = v(p)p = 5%,
che fornisce ’equazione richiesta.
b) Dal punto a) del Problema 2.9 abbiamo che, se x = z () ¢ la caratteristica

uscente da (0,¢) e z = p(z(t), t):

x'(t) = z(t) x(0) =

2'(t) = —k22(t) 2(0
Dalla seconda equazione ricaviamo z(t) = 1/(kt + 1
non dipende da &, possiamo scrivere anche

; poiché questa espressione

1
1+t
Le caratteristiche costituiscono un fascio parallelo di funzioni logaritmiche:

p(x,1)

:p(t):%ln(l—kkt)—kg.
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Problema 2.11. (Un problema di saturazione). Supponiamo che una sostanza
sia immessa in un recipiente semiinfinito (posto lungo il semiasse = > 0) conte-
nente un liquido solvente e che la sua concentrazione u = u(x,t) evolva secondo
la legge

uz + (L+ f'(w)ug =0 con u(z,0) =0,z € R, t > 0.

All’ingresso (in = = 0) la sostanza viene mantenuta alla concentrazione

9 o<t<a
gt) =4 «
co t> a.

Studiare il problema sotto l'ipotesi
yu 3 . .
u) = isoterma di Langmuir
flw) == gmuir)
ed esaminare il caso in cui « tende a zero (tutte le costanti sono da intendersi

positive).

Soluzione

Osserviamo innanzitutto che, rispetto alle leggi di conservazione esaminate fin
qui, i ruoli di = e ¢ sono scambiati. Abbiamo.
i
1+ fl(u) =1+ ———.
Fw) (1+u)?
Poiché f ¢é concava e g crescente, ci aspettiamo uno shock. Le caratteristiche sono
le rette

t:(1+f'(u))m+k:(1+(1+—7u)2>x+k keR.

In particolare, le caratteristiche uscenti da un generico punto (&, 0) dell’asse z sono
date dalle rette parallele

t=(1+7)(=-9.
Quelle uscenti da un generico punto (0,7), dell’asse t con 0 < 7 < « sono date
dalle rette

t:(l+ﬁ>m+r, se0<T<

14+ co7/ax
che possiamo anche scrivere nella forma
(12) (1+%?7)2(t—7—x) .
Poiché

e < ()

queste rette e quelle uscenti dall’asse = finiscono per intersecarsi lungo una linea
d’urto. Inoltre, le (12) diminuiscono la loro pendenza sull’asse x al crescere di T
per cui ammetteranno inviluppo. Il primo tratto della linea d’urto ¢ precisamente
contenuto nella regione cuspidale tra i due rami dell’inviluppo delle caratteristiche
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(12) (vedi Figura 14) e parte dal punto C' = (s, ts) a coordinata temporale minima
dell’inviluppo stesso, coincidente con la cuspide.

Le caratteristiche uscenti da un generico punto (0, 7) dell’asse ¢ con 7 > « sono
date dalle rette parallele:

t=14 f(co))z+T.

Poiché
7
(1 + 60)2
anche queste caratteristiche interagiscono lungo la linea d’urto con quelle uscenti
dall’asse x.

Per determinare I'inviluppo deriviamo la (12) rispetto al parametro 7:

fieco) =1+ <(1+7),

2 2
—(l—l-c—or) —I—E(l—l—c—or)(t—r—m)zo.
@ @ @
L’inviluppo si trova dunque risolvendo il sistema

-2
t—r—xzvm(l—l—c—or)
«

2¢, c
-7 —x) = (1+—07).
@ o
Possiamo trovare le equazioni parametriche ¢ = ¢ (7), z = x () dell’inviluppo
dividendo le equazioni membro a membro (si noti che la seconda equazione implica

t — 71—z #0). Otteniamo

3
T = (1 + @7) a ,
« 2v¢o

e quindi

-2
t = (14—7(14-%)7') )m—i—r

Qjco (l—l-%or) ((1—!—%7’)2—1—7) +717=h(7).

La coordinata temporale della cuspide da cui parte la linea d’urto corrisponde a

te = OgnTlga h(T).

Poiché h(7) & somma di termini crescenti in 7, il minimo di h & realizzato per
7 = 0, per cui possiamo ricavare
a(l+7) o'
s = ) Ts = .
2v¢q 2v¢q

La curva di shock t = ¢(x) si determina ora scrivendo le condizioni di Rankine—
Hugoniot:

dt Ju+ (]t y
& W T

(13)
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C(x,,1,) X

s27s

\4

Figura 14. Inviluppo di caratteristiche nel Problema 2.11 (a =v =1, ¢co = 7).

(si ricordi che ut = 0). Per calcolare u~ lungo lo shock, osserviamo che un punto
(z,t) sulla linea d’urto proviene, per tempi vicini a t5, dalla caratteristica di equa-
zione

~y

14 t= 1+ ———
- T+< +(1+u)2>x
dove

=g (u) = au/co.
Si pud quindi ricavare u da (14) e sostituire in (13). Per semplificare i calcoli
conviene procedere pensando alle (13), (14) come ad equazioni dipendenti da u,
inteso come parametro lungo la linea d’urto. Differenziando (14) rispetto ad w si

ha
e dr 2y y dv
du  du (1+u)3x+(1+(1+u)2>du
@ 27y ~y dx
= == 1+ —1 )=
o <1+u>3“< +<1+u>2>du

D’altra parte, dalla (13) si ottiene

@ _dde (3 \de
du  drdu 14w/ du’

y dr « 2y 5y dx
1 —=— - 1+ —— ) —.
( +1—|—u> du ¢ (1+u)3x+< +(1+u)2> du

Semplificando,otteniamo

e quindi

u dv, 2 @
(14+u)2du  (1+u)3"  ~co

(15)
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che & un’equazione lineare in x = z(u) e si puo integrare mediante la formula nota.
Un modo alternativo di procedere si ottiene osservando che

da U 2_i 1 1 2_ 2u
du \14+u/)  du 1+u)  (1+u)3

Quindi, se moltiplichiamo la (15) per il fattore integrante u, abbiamo

Al (Y
duml—l—u

Integrando ed usando la condizione iniziale x(0) = s = a/(2¢) si ottiene

au

(07

= 1 2
x 27%( +u)
e quindi
9 1/2
(16) w=—1+ ( 7;”) .

Questa formula indica che il salto in u lungo lo shock (I'intensita dello shock)
cresce come +/z. Infine, sostituendo in (14), con un po’ di calcoli abbiamo

au 0% 20y 1/2 «a

Co Co

e quindi la linea d’urto ¢ una parabola.
Lo shock parte con velocita

dx 1

prind el

e si sviluppa (accelerando) secondo questa formula finché v non raggiunge il valore
massimo ¢y, e ciog, dalle (16), (17), fino al punto P di coordinate

« «

vp (1+c0), tp (14 c0)” + (1 + 200)] -

- 2vy¢o B 2vco

Da tale punto in poi lo shock viaggia con velocita costante

dx ~ -1
= (1
dt ( +1+co>

e la linea d’urto é rettilinea. Dovendo passare per il punto P, si trova facilmente
che I’equazione della linea d’urto dopo P &

5y Q
t=1(1+ T+ —.
( 1+ Co> 2
Si noti che la prima caratteristica a portare il dato u~ = ¢g sulla linea d’urto &
quella corrispondente a 7 = «, di equazione

v
t=a+|(1+——— |z
( (1+Co)2>
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Se a — 0, lo shock inizia nell’origine e procede lungo la retta

t—(l—l— 7 >ZE
14 ¢

a —_—— ]

A
v

Co

Figura 15. Shock e caratteristiche nel Problema 2.11.

Figura 16. Formazione e propagazione dello shock in 3-d nel Problema 2.11.



176 3 Equazioni del primo ordine
2.2. Caratteristiche per equazioni lineari e quasilineari

Problema 2.12. (Problema di Cauchy, in 2-d). Risolvere il problema
{ ug +auy =y (z,y) € R?
u(0,y) =cosy y € R.
Soluzione
Parametrizziamo la curva portante i dati (in R?) con le equazioni
f(s) =0, g(s) =s, h(s)=coss.

Posto = = x(t), y = y(t) e z = u(x(t),y(t)), il sistema caratteristico associato
all’equazione data ¢

() =1
y'(t) = (t)
Z'(t) =y(t)

con la condizione iniziale
z(0) =0, y(0) =s, 2(0) = coss.
La prima equazione da z(t) = ¢ + ¢, da cui, applicando la condizione iniziale,
z(t) = t. La seconda equazione diventa
y'(t) =t,

e quindi y(t) = t?/2 + ¢, da cui, tenendo conto della condizione iniziale, y(t) =
t2/2 + s. Infine, la terza equazione diventa
t2

2(t) = 5+

che implica, tenuto conto della condizione iniziale, z(t) = t3/6 + st + cos s. Rias-
sumendo, abbiamo, evidenziando la dipendenza anche da s:

x(t,s) =t
t2
y(ta S) = E +s

2(t,8) =t3/6 + st + cos s.
A questo punto si tratta di esplicitare ¢ = T'(z,y), s = S(z,y) dalle prime due
equazioni, per poi sostituire in z ed ottenere ’espressione della soluzione:
u(z,y) =z (T(z,y),5(x,y)) .

Osserviamo che la condizione sufficiente fornita dal teorema di Dini & verificata su
tutto il dato iniziale: si ha infatti

J(s,t) = det ((1) 1) =-1#0.

In questo caso il calcolo é diretto, poiché possiamo facilmente ricavare

t=mz, e s=y—t/2=y—12%/2,
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Figura 17. La soluzione del Problema 2.12.

ottenendo infine

z? z? x? 14 x?
u(a:,y):g—kx y—7 | +eos(y—5 ) =ay—32tfeos(y—5 ).

La soluzione ¢ definita su tutto R? (Figura 17).

Problema 2.13. (Problema di Cauchy in 2-d). Calcolare, dove esiste, la solu-
zione u = u(x,y) del problema

Uy + YUy = T
u(z,1) = 2.
Soluzione
Parametrizziamo la curva portante i dati (in R?) con le equazioni
f(s)=s,9(s) =1, h(s) = 2s.

Poniamo x = z(t), y = y(t), 2 = u(z(t), y(t)). Il sistema caratteristico associato
all’equazione data &

con la condizione iniziale
z(0) = s, y(0) =1, 2(0) = 2s.

La seconda equazione e y(0) = 1 forniscono subito y(t) = €. Derivando la prima
e usando la terza equazione possiamo scrivere

2" (t) = z(t), z(0) = s, 2'(0) = 2s.
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L’integrale generale dell’equazione & ciet + coe™t, da cui ricaviamo z(t) =
e quindi z(t) = 2se! + 1se~t. Riassumendo abbiamo, evidenziando la di-

1..—t
58€

pendenza anche da s:

2(t,s) =

Controlliamo la possibilita esplicitare ¢ = T (m,y)7

equazioni. In questo caso abbiamo

J(s,t) = det ("”

S

Ys

3
xt) = det <§et
Yt

Sget —
5s€

= 3get — Lge—t
2t 5 se
=e

gse + = se -t

S(z,y) dalle prime due

-

et 3

2 32t

56

set + %se’
ot

1
2 —

1
5

Sulla curva iniziale si ha J(s,0) = 1, sempre diverso da 0. Tuttavia, J = 0 per

t fr—
soluzione in corrispondenza di

(v (108 v3.5) .y (-

—log /3, s qualunque. Di conseguenza ci aspettiamo dei problemi per la

log V3, s)> = (0,1/V/3).

In ogni caso, tenuto conto che et =y, dalla prima equazione otteniamo

3y 1
s < 2~ 2y> -
da cui
2xy

2

-1

3y
Sostituendo nella terza equazione si ha

(v

2zy
3y2—1

u(w,y) =

,t =loguy.

1
2y

3y +1
3y — 1

3y
2

3 )=

In effetti, come previsto, la soluzione esiste solo per

y >

1

V3

(si ricordi che il dato iniziale & assegnato sulla retta di equazione y = 1).

= ““““‘!‘.‘-‘-

Figura 18. La soluzione del Problema 2.13.
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Problema 2.14. (Condizioni di compatibilita sui dati). Si consideri il problema
di Cauchy

a(x,y)us — uy = —u
nella regione

D={(z,y): y> 2}
con la condizione

u(z,2%) = g(x).
a) Esaminare la risolubilita del problema, con a continua.

b) Studiare il caso a(z,y) = y/2, g(z) = exp (—cz?) al variare del parametro
reale c.

Soluzione
a) Cominciamo a controllare se la parabola puo avere punti caratteristici, con-
siderando il determinante
2
alx,x -1 5
J(x)—det< o (e,2%) ) = 9 (2.4%) x4 1.

Se J (z) # 0, le direzioni caratteristiche non sono mai tangenti alla parabola e il
problema ammette una soluzione locale di classe C' in un intorno alla parabola
stessa.

Supponiamo ora che un punto (xo, m%) sia caratteristico, cioé

2a (xo,xg) zo+1=0.

Si vede che, necessariamente, 2o # 0. Affinché esista una soluzione di classe C' in
un intorno di (mo,x%) € necessario che la curva tridimensionale (ZE, 22,9 (9:)) sia
caratteristica in x = x(. Cio equivale a richiedere che il rango della matrice

(77 )

sia uguale a 1 ossia

(18) g (z0) = 2209 (20) -
Se la (18) non & verificata, non esistono soluzioni di classe C! in un intorno di
(xo, m%) . Possono esistere soluzioni meno regolari.

b) Nel caso

Y
=L o g)=ew(-a?),
abbiamo

2a(3:,9:2)x+1:9:3+1

ed esiste un solo punto caratteristico: (—1,1). Essendo
g () = —2cxg (),

la (18) equivale a
2c = -2
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e percio il problema puo avere soluzione regolare in un intorno di (—1,1) solo se
¢ = —1. In questo caso, g (z) = exp (z?) e la soluzione & u(z,y) = €Y, come si
controlla facilmente.

Problema 2.15. (Equazione di Clairaut). Si consideri l'equazione (detta di
Clairaut)
Uy + yuy + f(ug, uy) = u.

a) Verificare che u(x,y; a,b) = ax+by+ f(a,b) é soluzione dell’equazione data
per ogni coppia di parametri (a,b) € R?.

b) Nel caso

a? + b?
f(a7 b) = 2

utilizzare I'inviluppo della famiglia di soluzioni trovata al punto a) per generare
una soluzione non lineare in e y.

Soluzione
a) La verifica & immediata: infatti si ha u, = a,u, = b e quindi
TUg + YUy + f(ug,uy) = ax + by + f(a,b) = u.

b) Con la f assegnata, 'equazione diviene

ui + uz
:Eum—i—yuy—i—T = u,
mentre la famiglia di soluzioni & data dai piani di equazione
2 b2
z =u(x,y;a,b) = ax + by + a —2'_

Calcoliamone l'inviluppo: si tratta di eliminare i parametri a e b dal sistema di tre
equazioni
u—2z=0, Ug = 0, up = 0.
Abbiamo cio¢
2 2
z=az+by+ F

rz+a=0
y+b=0,
e quindi I'inviluppo cercato & dato da
1
z=u(z,y) = —§(x2 + 7).

E facile vedere, attraverso una verifica diretta, che u & effettivamente soluzione
dell’equazione data.

Nota. Una famiglia di soluzioni dipendente da due parametri del tipo z =
o(x,y; a,b) si chiama integrale completo se i vettori

(@av Pzas pra) € (@b’ Prbs (lpyb)
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sono linearmente indipendenti. Noto un integrale completo, si puo trovare una
soluzione dipendente da una funzione arbitraria ponendo, per esempio, b = w (a)
e costruendo 'inviluppo della famiglia z = ¢(x, y; a, w (a)).

Problema 2.16. (Integrali primi). Utilizzando il metodo degli integrali primi
trovare una soluzione dell’equazione
22y = —Y.

dipendente da una funzione arbitraria.

Soluzione

Poniamo z = z(t), y = y(t), z = u(x(t), y(¢)). Scriviamo il sistema caratteristico
come uguaglianza di rapporti formali:

dr dy dz
(19) 7= ;

Si tratta di trovare due integrali primi indipendenti ¢ (z,y, z) e ¥ (z,y, z) . Ugua-
gliando il primo ed il secondo membro della (19) e poi il secondo ed il terzo, si

ottengono le due equazioni
dx =0, ydy = —zdz.
Dalla prima equazione ricaviamo
r =C

e quindi

oz, y,2) =
¢ un integrale primo (cioé x rimane costante sulle traiettorie del sistema). Dalla
seconda otteniamo

y2 + 22 = C2
e quindi

’lﬂ(l‘, Y, Z) = y2 + 2

¢ un altro integrale primo (per ogni valore di y e z, anche quelli nulli). Per verificare
che i due integrali primi trovati sono indipendenti, occorre controllare la lineare
indipendenza dei due gradienti. Si ha

V@(mvyvz) = (1,0,0), Vw(xvya Z) = (0;2%22’)

e quindi, al di fuori dell’origine, sono indipendenti (nell’origine I'equazione ¢ dege-
nere, nel senso che tutti i coefficienti si annullano ed & verificata automaticamente).
In definitiva otteniamo che la soluzione generale ¢ definita implicitamente da

F(@(xa Y, Z)a ¢($, Y, Z)) = F(:I:v 92 + Z2) = Oa
con F arbitraria differenziabile. Supponendo F} # 0, si pud scrivere,
x=f(y"+2%),

con f arbitraria differenziabile. Si vede dunque che le superfici soluzione dell’equazione
sono superfici di rivoluzione attorno all’asse x.
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Problema 2.17. (Equazione di Eulero). Identificare le soluzioni dell’equazione
di Eulero

T2y + Y2y = NZ.
dove n > 0.

Soluzione

Poniamo z = z(t), y = y(¢t), 2 = u(x(t), y(¢)). Scriviamo il sistema caratteristico

nella forma
d_:):

x Yy  nz
Cerchiamo due integrali primi (indipendenti). Osserviamo che, le equazioni
der dy dy dz
Y e L _F

dy _ dz

x Y y  nz
contengono solo due delle tre incognite. Dalla prima equazione ricaviamo log |z| =
log |y| 4 ¢, da cui £ = ¢; e quindi
Y
x,Y,z)=—
pla,y,2) =~
¢ un integrale primo per x # 0 (chiaramente z/y & invece un integrale primo per

y #0).

La seconda equazione pud essere trattata in modo simile, ottenendo (sempre per

x #0)

Z p—
i
e quindi un altro integrale primo ¢
z
w(lﬂ Y, Z) = ﬁ

Per z # 0, 1 due integrali primi sono indipendenti, essendo i loro gradienti
Vo= (—z"%y,271,0) e Vip=(—nz " 120,27

linearmente indipendenti. La soluzione generale dell’equazione é allora definita
implicitamente da
Yy oz
F ) =F (_a _> = 07
(¢, ) o om
con F arbitraria, differenziabile. Se Fy, # 0, possiamo scrivere

o) = of (1),

con f arbitraria differenziabile. Le soluzioni sono dunque funzioni positivamente
omogenee di grado n. Infatti, per ogni [ > 0, si ha

l
u(lz, ly) = (Ix)" f (l_x> =1"u(z,y)
Y

In effetti, ¢ possibile dimostrare elementarmente che una funzione ¢ (positiva-
mente) omogenea di grado n se e solo se verifica I’ equazione di Eulero.
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Problema 2.18. (Problema di Cauchy). Risolvere il problema
2y 2y = 2 2(x,0) = cosx
in due modi, a) con il metodo del sistema caratteristico e b) con il metodo degli
integrali primi.
Soluzione

a) Le equazioni parametriche della curva portante i dati sono
f(s)=s5,9(s) =0, h(s) = coss.

Posto = = z(t), y = y(t), 2
{ 2(t)=1 z(0)=s
YO=1  5(0)=0
2'(t) =2(t) =2(0) = coss.

Le soluzioni sono

xz(t,s) =t+s
y(t,s) =t
z(t,s) = el cos s

Otteniamo subito t = y ed s = x — y. La soluzione ¢ data percio da

z(x,y) = e¥ cos(xz — y).

b) Usando il metodo degli integrali primi, riscrivere il sistema caratteristico

nella forma

dmzdy:%.

Raggruppando le uguaglianze nel seguente modo:
d
dx = dy, dx = —Z,
z

otteniamo i due integrali primi

x

oz, y,2)=x—y, e Y(x,y z2)=ze".
Essendo

Vo=(1,-1,00 e Vi=(—ze0,e)
i gradienti sono linearmente indipendenti per cui la soluzione generale si puo scri-
vere nella forma

z=e"f(z—y)
con f differenziabile, arbitraria. Imponiamo la condizione iniziale: otteniamo
e’ f(x) = cosx
cioe
f(z) = e *cosz.
Sostituendo nell’espressione di z si ritrova facilmente la soluzione gia trovata al
punto a).
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Problema 2.19. (Variabili caratteristiche). Sia data ’equazione lineare del
primo ordine

(20) (@, y)te + b(z, y)uy + c(z,y)u = f(z,y)
con a, b, c ed f funzioni di classe C' sull’aperto D C R? e supponiamo a # 0 in

D. Sia p(x,y) = k, k € R, la famiglia delle curve caratteristiche per I'equazione
ridotta

aug + buy, = 0.
Sia infine 1) = 9(x,y) una funzione (regolare) indipendente da ¢, nel senso che
Pz P .
21 det [ 77 & 0 in D.
(@) (e 92)#

Mostrare che il cambio di variabili

§ = CP(ﬂf,y)
(22) {77 = 1/1(1'734)

trasforma la (20) in un’equazione ordinaria del tipo

Dedurre una formula per la soluzione generale di (20).

Soluzione

Per la (21), la trasformazione (22) & localmente invertibile e quindi si possono
esprimere x ed y come funzioni (regolari) di ¢ ed :

r=0¢mn), y=¥En).

Poniamo

w(&,n) = u(®(&,n), ¥(E,mn))
OvVVero

u(z,y) = wlp(,y),¥(z,y)).
Otteniamo

Uy = WeP, + wn%, Uy = WePy, + wn%,

e quindi, sostituendo in (20), si ha
(23) (ap, + by, we + (atr, + b, Jwy + C(§, mw = F(&,n),

dove abbiamo posto, per comodita di scrittura,

C&n) =c(®En), Y n),  F(&n)=f(@En),¥(En).

Osserviamo ora che
L. ap, + by, = 0 in D. Infatti, essendo ¢(z,y) = k la famiglia delle caratteri-
stiche, si deve avere, lungo le caratteristiche,

gy dx + ¢, dy = 0.
D’altra parte, il sistema caratteristico dell’equazione au, + bu, = 0 & dato da

de=adt, dy="0dt,
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e quindi
[cpma—i-goyb] dt =0,
da cui la tesi.
2. ayp, + b, # 0 in D. Cio ¢ dovuto all'indipendenza di ¢ da ¢, e cio¢ dalla
(21), che implica
b Y
a gy " Wy,

Da 1. e 2. otteniamo che, posto

D(&,n) = a(x,y)¥,(2,y) + b, )¢y (2, 9)| ,_g e )y

la (23) si riscrive come

cEn), _ EEn)
D& mn) D)’

che & un’equazione (ordinaria) lineare del primo ordine in w(&, -), per ogni £ fissato.
La soluzione generale di tale equazione e

ccr-on (- S| fon(] h) B ]

dove G ¢ arbitraria ( regolare) A questo punto, basta tornare alle variabili originali
per ottenere la soluzione:

Wy +

u(:E, y) = w(cp(:n, y)v w(xv y))

Problema 2.20. (Applicazione delle variabili caratteristiche). Utilizzando il
metodo delle variabili caratteristiche introdotto nel problema precedente, de-
terminare la soluzione dell’equazione

TUg — YUy = U — Y in D ={(z,y) € R*: y > 0}
tale che u(x,y) = y sulla parabola x = y* (con y > 0).

Soluzione

Seguiamo la linea (e le notazioni) del problema precedente. La famiglia di ca-
ratteristiche per I’equazione xu, — yu, = 0 risolve I'equazione differenziale

dy _ dy

)

T Y
ed ¢ data da ¢(x,y) = vy = k. Scegliamo (ad esempio) ¥ (z,y) = y. La scelta di ¢
& ammissibile, infatti

det(i‘” :zy)zdet(g f)=y>o in D,
x Yy

e quindi ¢ e 9 sono indipendenti. Operiamo percio il cambiamento di variabili (per
y>0)
E=zy, n=y
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con inverso (per n > 0) dato da x = £/n, y = 1. Secondo le notazioni del problema
precedente abbiamo

cmn=-1,  F(n)=-n  DEn)=-n

e quindi w(§,n) = u(&/n,n) risolve Pequazione

+ ! 1
w —w=1.
T
Otteniamo percio
n , G
w(n) =7+ :
2 7
cioe
y , Glzy)
U(QS, y) =5+ )
2 Yy

con G arbitraria, differenziabile. Per trovare I’espressione di GG, imponiamo la con-
dizione sul bordo di D: sulla parabola z = y? deve essere

v, G

da cui G(y*) = 92/2, cioe G(z) = 22/3/2. La soluzione del problema dato &, di
conseguenza,

1 _
u(z,y) = 5y + 2?/3y1/3).,

Nota. In nessun intorno dell’origine puo esistere una soluzione del problema di
Cauchy. Infatti, essendo z = 0 una caratteristica tangente nell’origine alla para-
bola y = z2, lorigine & un punto caratteristico. Poiché u (xQ,x) = x, abbiamo,
differenziando,

(24) 2zuy +uy = 1.

Supponiamo per il momento x # 0. Calcolando I’equazione differenziale sulla pa-
rabola, dopo aver semplificato per x si trova

(25) Ty — Uy = 0.

Le due ultime equazioni determinano univocamente u, e u, se le due matrici

2¢ 1 2¢ 1 1
+ -1 )%z -1 0

hanno lo stesso rango. Per continuita, questa condizione di compatibilita deve
persistere anche per £ = 0. Ma per z = 0 i due ranghi sono diversi e la soluzione
non esiste.
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Problema 2.21. (Scambiatore di calore). La forma piu semplice di scambiatore
di calore consiste in un tubo immerso in un bagno a temperatura T, (in gradi
Celsius). Sia T(z,t) la temperatura del fluido, che scorre nel tubo a velocita
costante v m/s. Indichiamo con U il coefficiente di conduzione del calore (heat
transfer) attraverso le pareti del tubo (in cal s~'m~2(°C)™'), con C,, la capacita
termica per unita di volume (in calm=3(°C)~!), con A (in m?) I’area e con p (in
m) il perimetro della sezione del tubo.

a) Scrivere I'equazione differenziale che regola I’evoluzione della temperatura

T.
b) Risolvere il problema sapendo che
T(x,0)=Tp(z) 0<z<L
T(0,t) = g(t) t>0.
Soluzione

a) Scriviamo 1’equazione di bilancio termico tra le sezioni z e z + Az, relative
all’intervallo di tempo (¢,t + At). Abbiamo che

e il calore scambiato (o, meglio, ricevuto) attraverso le pareti del tubo vale
UpAz(T, — T)At  (calorie).

e il calore entrante dovuto alla differenza di temperatura agli estremi z,
z+ Az, vale

VAC,[T(2,t) = T(z+ Az, t)]At  (calorie).

e d’altra parte, la variazione della quantita di calore nella zona considerata,
tra gli istanti t e t + At, & espressa da

AN2C, [T (2,t) —T(z,t + At)]  (calorie).
Otteniamo quindi I’equazione
ANZC, [T (2,t) = T(2,t+At)] = vAC,[T(2,t) =T (2+ Az, t)|At+UpAz(T, — T)At.

Dividiamo per AzAt e passiamo al limite. Si trova

or or Up
— — =h{T,—-T dove h = .
ot Vo ~ M=), doveh=ZE
b) Le caratteristiche del problema sono le rette
x—vt=k.

E naturale dividere la striscia [0, L] x [0, 4-00) in due parti: la parte tra l’asse = e
la retta x = vt, in cui T' & determinata dai valori di Tp, corrispondente alla regione
vt < x < L, e quella sopra la retta z = vt, corrispondente alla regione 0 < x < vt,
dove T dipende dal dato laterale g.

Per determinare la soluzione nella zona vt < x < L consideriamo la generica
caratteristica = vt + £ e poniamo z(t) = T(vt + &,t). Sfruttando I'equazione
differenziale, otteniamo che z risolve ’equazione ordinaria

2'(t) = vTp(vt + &,t) + Ty (vt + &, t) = h(T,(t) — 2(t))
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2(0) = T'(£,0) = To(8)-

Ne segue che
() = To(€)e™™ + h / T (s)e M) s
da cui, essendo £ = = — vt, ’
T(xz,t) = To(x — vt)e " + h/ot To(s)e =% ds, vt < x <wvlL.

Veniamo ora ai punti (x,t) per cui vt > x. Volendo mettere in evidenza t, scriviamo
la generica caratteristica come

t= > +7

e poniamo

w(z)=T (x, % + T)
Si ha:

ot () o B (m 50 - (0 (F o) o)

con

u(0) =T(0,7) = g(7)
Quindi

h xr
u(w) =g+ 2 [T (2 ) e as
v 0 v

da cui, essendo 7 =1t — £,

T(x,t)=g (t — E) e~ ha/v + ﬁ/ T, (t—l— S— l‘) e~ h@=s)/v gq
v v 0 v

Infine, ponendo

— 1
'r]:t—’—s x7 dn:_ds,
v v
si ottiene
t
T(x,t) =g (t - z) e~ha/v 4 h/ T, (1) e~ "= ap, vt > .
v t—z

Nota. Nel caso
g(x) = go, T,(t) =1,
costanti, si trova, se x < vt,

T(e,t) = goe™/" 4 T, (1= 7).

che rappresenta lo stato stazionario, raggiunto lungo tutto il tubo non appena
t>L/v.
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Problema 2.22. (Problema di Cauchy in 3-d). Calcolare, dove esiste, la solu-
zione u = u(x,y, z) del problema

Uy + TUy — Uy = U
w(z,y,1) =z +y.

Soluzione
Parametrizziamo la superficie portante i dati con le equazioni
flr,s)=s, g(r,s)=r, h(r,s)=1, k(r,s) =s+r.

Posto z = z(t), y = y(t), z = 2(¢) e v = u(z(t), y(t), 2(t)), scriviamo il sistema
caratteristico associato all’equazione data:

2 (t)=1 z(0) =s
y'(t) =xz(t) y(0)=r
Z(t)=-1 =2(0)=1

V() =wv v(0) =s+7.

Dalla prima e dalla terza equazione otteniamo rispettivamente z(t) = ¢ +
2(t) = —t + 1. Anche la quarta ¢ disaccoppiata ed implica v(t) = (s + r)e’.
seconda, infine, diviene
y'(t) =t+s,

e quindi, tenuto conto della condizione iniziale, y(t) = t2/2 + st +r. Riassumendo,
abbiamo, mettendo in evidenza la dipendenza dai parametri r, s:

x(t,r,8) =t+s

y(t,r,s) =t2/2 + st +r

z(t,r,8) = —t+1

v(t,r,s) = (s+r)e
Occorre ora ricavare (t,7,s) in funzione di (z,y, z) per poi sostituire nella quarta
equazione. Dalla terza equazione si hat =1—2z; dallaprimas=x—t=x+2—1
e poi dalla seconda

r=y—t*/2—st=y—(1-2)2/2—(1-2)(z+2z—1).
Sostituendo nella quarta equazione, otteniamo infine
1
v(z,y,2) = (m +y+(z-1)(z+1)+ E(Z - 1)2> el .
La soluzione ¢ definita e regolare su tutto R?® (in questo caso la condizione suffi-

ciente per lesplicitabilita sarebbe stata

Ty Ts Tt 0 1 1
J(rys,t)=det | yr ys w | =det |1 ¢t t+s| =1#0,
0 0

Zr  Zs % -1

sempre verificata).
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3. Esercizi proposti

Esercizio 3.1. Si consideri 'equazione del traffico (vedi Problema 2.3), e

.....

_Joap, <0
g(x)_{pm x>0

Al variare di 0 < a < 1, determinare le caratteristiche, le eventuali onde d’urto e
costruire una soluzione nel semipiano (z,t) con t > 0.

Esercizio 3.2. Risolvere il problema, variante del problema del traffico in un
tunnel,
{ pr+q(p)e=0 zeR, >0
p(x,0) = g(z),

dove
(2
q\p) = plog| —
p
e
() = 1 z <0
IT=1 et z>o0.
Determinare il cammino dell’auto che all’istante iniziale si trova nel punto xqg = —1.

Esercizio 3.3.  Studiare il problema
cz+q(c)y=—c >0,t>0
c(x,0) =0 x>0
c(0,t) = co t>0

dove q (c) = (c + CL) e cp > 0 é costante.

Esercizio 3.4.  Generalizzare il risultato del Problema 2.6 al problema

u+qu),=0 zeR,t>0
u(z,0) =g(z) =z €R,

con q € C*(R) concava.

Esercizio 3.5.  Calcolare, dove esistono, le soluzioni dei seguenti problemi
di Cauchy (in dimensione due):

a) TUy + Uy =Y, u(z,0) = 22,

b) uy —2uy = u, u(0,y) =y,

c) uy + 3ulu, =1, u (z,0) = 0.

Esercizio 3.6.  Scrivere la soluzione generale delle seguenti equazioni:

a) uy —uuy =0,

1
b) —u; + u, = u’
Y
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Esercizio 3.7.  Trovare la soluzione z = z(x,y) del problema

YZy — LTzy = 22YZ, z=s5sul'={(s,5): s € R}.

Esercizio 3.8.  Calcolare la soluzione generale dell’equazione
TUg — YUy +U =Y in D= {(x,y) € R*: 2,y > 0}

in due modi: a) con il metodo delle variabili caratteristiche e b) con il metodo
degli integrali primi (vedi Problema 2.19).

Esercizio 3.9. (Picone) Sia
D={(z,y):2* +y* <1}
il disco unitario chiuso in R? e sia u € C* (D) una soluzione dell’equazione
a(z,y)uy +b(x,y)uy =—yu, inD (v#0).
Supponiamo che
a(z,y)z+b(x,y)y >0, sudD.

Mostrare che:

a) Se v >0, allorau=0in D.

b) Se v < 0, u ¢ non negativa in D ed assume il suo massimo (positivo) su 0D.

Esercizio 3.10.  (Equazione di Buckley-Leverett®). Si consideri I'equazione

¢Sy = H'(S)q- VS,

dove S = S(x,t),x e R3 e

H(s) = —F15) (kzl(S) . k2(5)>_1.

Ha H1 Ha
Risolvere I’equazione nel caso

kl(S):l—S, :S’ (b:
Hy Ko

o= (o gee).
con la condizione iniziale S(x,0) = g(x).
Esercizio 3.11. Risolvere I'equazione
(cy — b2)uy + (az — cx)uy + (bxr — ay)u, =0
ed interpretare geometricamente la soluzione (cercare una combinazione opportuna

delle equazioni caratteristiche che produca equazioni integrabili).

3[8], Capitolo 4, Sezione 5.4
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Esercizio 3.12. a) E data la famiglia F di superfici in R?, definita implici-
tamente, al variare del parametro c, da

w(x,y,2) =c

Determinare la famiglia delle superfici ortogonali, che cioé tagliano ortogonalmente
ogni superficie della famiglia F.
b) Trovare la famiglia di superfici ortogonali a quelle della famiglia

z—2t—yt=c

Esercizio 3.13. La concentrazione u di una sostanza contenuta in un tubo
semiinfinito (posto sul semiasse x > 0) soddisfa I'equazione

Uy + v, = —ku,
con v e k costanti positive. Calcolare u sapendo che

u(z,0) = f(x) per z >0, u(0,t) = g(t) pert > 0.

Esercizio 3.14. La concentrazione u di una sostanza contenuta in un tubo
semiinfinito (posto sul semiasse x > 0) soddisfa I'equazione

U + vy = —ku®,
con v, k, a # 1 costanti positive. Calcolare u sapendo che

uw(z,0) = f(z) perz >0 u(0,t) = g(¢) pert > 0.

Esercizio 3.15. (Separazione di variabili). Sia data 'equazione differenziale

a(z)uy +b(y)uy = f(2) +9 ().
a) Determinare (formalmente) un integrale completo cercando soluzioni della
forma

u(z,y) =v(z) +w(y).
b) Applicare il risultato all’equazione

ui + uz =1.
Esercizio 3.16. Usare i I metodo di separazione dele variabili per trovare un
integrale completo dell’equazione®

k
ui +ul = o h (r* =2 + y*, h,k costanti) .

4Quest’equazione appare nel problema dei due corpi della meccanica celeste.
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Esercizio 3.17. (Equazione di Burger, dato decrescente). Studiare il pro-

blema
{ut—kuux—o zeR, t>0

u(z,0) =g(z) z€R

dove
1 <0
glz)=¢ 1-2* 0<z<1
0 x> 1

Esercizio 3.18. Si consideri il modello del Problema 2.11. Posto v = 1, si
calcoli la soluzione nel quadrante x > 0, t > 0, con dati u(z,0) =0 e

Co 0§t§1
w.n=a0={ ¢ 2]

3.1. Soluzioni

Soluzione 3.1. La generica caratteristica uscente dal punto (&,0) & data da

2p
=+ (gt =&+ vy (1— —) t.
m
Sostituendo il dato iniziale otteniamo
x =&+ v,(l—2a)t, per £ <0
e
T =& — vt per £ > 0.

Essendo 0 < a < 1 si ha

U (1 = 2a) > —vpy,
e quindi da (0,0) parte una linea d’urto. Applicando la condizione di Rankine—
Hugoniot otteniamo

o) = W) =) o 0 o= 0 = =07 o

Pm

pt—p=  pm pt—p
Sostituendo i dati, qui abbiamo

P = P p” = APy,

(e

si trova

e allora
s(t) = —avmt.
Si ottiene dunquei, per ogni 0 < a < 1,

(e, t) = ap,, T < —avpt
" P > —avpt.
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Soluzione 3.2. Abbiamo

q'(p) = —1—logp,
per cui il problema da risolvere &
pr —(L+1logp)p, =0 zeR,t>0
|1 <0
p(ﬂ?,O) - { 6_4 z > 0.

La generica caratteristica uscente da (&, 0), cioé la retta x = £ +¢'(g(£))t, coincide
con

r=&—t per £ <0

r=E6+3t per £ > 0.
Di conseguenza, usando i dati iniziali, otteniamo
1 r<—t
ety ={ f T3

Rimane da ricavare p nella zona
{(z,t) : —t <z <3t}
Abbiamo

q"(p) =—1/p <0,

ed essendo il dato iniziale decrescente cerchiamo una soluzione (che verifichi la
condizione di entropia) sotto forma di onda di rarefazione centrata nell’origine.
Posto R (s) = (¢')~* (s), tale onda ¢ definita implicitamente da
x
plz,t)=R (;) .
Ricavando p dall’equazione

troviamo

R(s) = e~ (+9)
e quindi

plaz,t) = e~ +e/t) per —1< % <3.

Riassumendo, abbiamo

1 z > —t

pla,t) = e 2/ 1t <z <3t
e? x > 3t.

Per studiare la traiettoria delle auto ¢ utile ricordare che la loro velocita locale ¢

v(p)a(p)/p = —logp.

Consideriamo percid un’auto che si trovi inizialmente in £y = —1. La macchina
rimarra ferma (la densita & massima, v(1) = 0) fino a che 2o = —1 < —t, cioé fino
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all’istante to = 1. In tale istante, il cammino dell’auto entra nella zona dell’onda
di rarefazione, dove la velocita ¢ data da

v(p(z,t)) = —log(e~1H2/0y = 1 4 %

Abbiamo dunque, indicando con = = z(t) il cammino dell’auto,

{ () =1+ %

z(1) = —1.

L’equazione ¢ lineare, ed integrandola si ottiene

x(t) = t(logt — 1).
Tale equazione vale fino a che

x(t) = t(logt — 1) < 3t

cioé fino a t = t; = e*. In tale istante I'auto entra (e rimane) nella zona in cui si
viaggia a velocita costante v(e~*) = 4, e quindi la sua legge oraria ¢ data da

x(t) = 4t — e,
In definitiva
-1 0<tL1
2(t)=1{ tlogt—1) 1<t<el
4t — e* t > et

Osserviamo che tale traiettoria ¢ non solo continua, ma anche di classe C*.

Soluzione 3.3. Iniziamo a trovare le equazioni delle caratteristiche. A tale
scopo osserviamo che, essendo

c
oe) = e+ —=,
si ha )
/
=14+——-.
q(c) + (c+1)2
Scriviamo il sistema caratteristico per il dato sul semiasse x, > 0. Si ha
a'(s) =1 z(0) =¢
t'(s) =1+ ———= t(0)=0
()= 1+ 5 1O
d(s)=—c c(0) =0.
Si trova

r=s+¢&,,t=2s, e c=0.
Le caratteristiche uscenti dal semiasse x sono dunque le rette
=2(x—¢&), coné& >0,

e portano il dato
¢t =0.
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Consideriamo ora il dato sul semiasse ¢ > 0. Stavolta il sistema caratteristico si
scrive

2'(s) =1 | z(0)=0
t’(s) = 1+m t(O) =T
d(s) =—c ¢(0) = co.

Si trova subito x = s e ¢ = ¢ge™ %, da cui
¢ (z,t) = cpe™ ™.

Le caratteristiche che portano tale dato (la cui espressione, per altro, & superflua
ai fini della determinazione della soluzione) si possono ricavare dividendo membro
a membro la seconda e la terza equazione ed integrando; si ha:

1 1
—dt=(-4+—"—)4d
(e )

da cui, tenendo conto che

/ dv _/ r o1t 1 dv — In —2 +L—|—costante
vv+1)2 v v+l (v+1)2 w1l v+l ’

possiamo scrivere

c? 1 1 1
- +k=7+2z—1In - ,
c+1 c+1 coe ™ 4+1 cpe ®+1

+ K

t=7—1In

(dove k' & scelto in modo tale che ¢(0) = 7). In ogni caso, come gia osservato, tale
calcolo non era necessario. Infatti, dal sistema caratteristico si ottiene subito che
lungo le caratteristiche uscenti dal semiasse ¢ > 0 si ha

dt 1

— =14+ —-5<2

dr|,_, (co+1)2
per ogni ¢y > 0. Come conseguenza, le caratteristiche uscenti dal semiasse ¢t > 0
intersecano, almeno per 7 e £ piccoli, quelle uscenti dal semiasse x > 0. Conside-
rato che le due famiglie di caratteristiche portano dati puntualmente diversi, c’¢
una linea di shock. Le condizioni di Rankine-Hugoniot per tale linea sono (vedi
Problema 2.9)

! q(C+) _ q(c_) 1
= 1+ .
s() ct —c™ coe ™ +1

Abbiamo

/ = /de =log (co +€") +k,

coe * +1 - co + ¢e*
e quindi, essendo s(0) = 0, equazione della linea di shock & data da

co +€e*

0
C(]-l-l.

t=s(z) =x+log
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Concludendo, la soluzione ¢ data da

X

0 0<t<aztlogt®

c(z,t) = co+1
, coe”® t>x+1o cofe’
0 g60+1~

Soluzione 3.4. La caratteristica I'¢, uscente dal generico punto (¢,0), si
scrive, nel caso generale, come

z =+ (g,

e su I'¢ si ha u(z,t) = g(§). Quindi possiamo ricavare

§=2—q (gt =z —q(ulx,1))t
e sostituire:

u(z,t) = g(z — ¢ (u(z,1))t).

Essendo g di classe C!, ed u(x,0) = g(z), possiamo utilizzare il teorema del Dini
per esplicitare u. Posto

h(z,t,u) =u—g(x — ¢ (u)t) =0,
cio é possibile se

hu(@,t,u) =1 = ¢'(x — ¢'(w)t)q" (u)t # 0.
Consideriamo ora la generica caratteristica I'c. Per ogni (z,t) € I'¢ si ha
z—qut=¢
e quindi
hu(@, t,u(z, 1) =1 = g'(§)q" (w)t =1 - g'(€)q" (9(€))t-

Si deduce che h,, = 0 se e solo se
1

" 9O (9©)

L’istante di partenza della curva di shock ¢ ¢ il pitt piccolo ¢ per cui vale I’equazione
precedente. Se ne ricava che ¢4 sta sulla caratteristica che corrisponde a &,,,, dove
&,, realizza

max ¢'(£)¢" (9(¢))-
Si vede quindi che condizioni sufficienti affinché parta lo shock sono
q'<0,4 <0
(g & concava per ipotesi).
Soluzione 3.5. a) Posto
z=a(t),y =y(t),z = u(z(t),y(t)),

il sistema caratteristico &

' (t) =x(t) x(0)=s
y() =1 y(0)=
Z(t)=yt) 2(0)=s
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da cui si ottiene

Ricaviamo quindi

ed infine

da culi si ottiene

x(t,s) =t

y(t,s) = =2t +s

2(t,s) = se'.
Ricaviamo quindi t = x, s = 2z + y ed infine

u(z,t) = 2z + y)%e”.
c) Posto
Tr = x(t)’ Y= y(t)’ g = u(m(t)vy(t))v

il sistema caratteristico si scrive come

() =1 z(0) =s
y'(t) =322(t) y(0)=0
Z(t)=1 2(0)=0
da cui si ottiene
x(t,s) =t+s
y(t,s) =t°
z(t,8) =t.
Ricaviamo quindi t = y/3, da cui
u(z,t) = y/3.

Soluzione 3.6. a) Posto

x=a(t),y =yt),z = u(z(t),y(t)),

il sistema caratteristico si scrive come

2(t) =1
y'(t) = /(1)
J(t) =1

da cui si ottiene

dy = /zdz, dr = dz.
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Gli integrali primi sono quindi

23/

90(‘7;7y7z):§z 2_% w(may7z):m_za

e la soluzione generale &
2
F <§z3/2 —y,m—z) =0,

con F arbitraria e differenziabile (e z > 0).

b) Il sistema caratteristico &

/ —_ _1_
(1) = y(t)
y'(t) =1
2 (t) = 22
da culi si ottiene J J
dy = ;, do =
Yy

Gli integrali primi sono quindi

1
80(9373/,2):3/+;7 1/1(3:,y,z)za:—10g|y|,

e la soluzione generale &

1
F <y+ ;,x—log|y|> =0,
con F arbitraria, differenziabile (ed yz # 0).

Soluzione 3.7. Il sistema caratteristico &

(1) = y(t) z(0) = s
y(t) = —x(t) y(0) =s
2'(t) = 2x(t)y(t)z(t) =2(0) = s?,

da culi si ottiene

x(t,s) = s(cost + sint)
y(t,s) = s(cost —sint)
Z(t S) — 82632 sin 2t
) .
Si vede che
22 412 = 252,
mentre

2?2 — 3% = 25%sin 2t.
Abbiamo quindi
z? + y?
2

u(z,t) = (@ +v*)/2,

Soluzione 3.8. a) La famiglia di caratteristiche per I’equazione

TUg — YUy =0

199
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¢ data da (vedi Problema 2.20)
p(e,y) = xy = k.

Scegliamo ancora ¥(z,y) = y. Gia sappiamo che ¢ e ¥ sono indipendenti. Ope-
riamo il cambiamento di variabili (per y > 0)

{é—xy
n o=y

con inverso (per n > 0) dato da z = £/n, y = 1. Secondo le notazioni del Problema
2.19, abbiamo

c¢mn=1,  F¢n)=n  DEn=-n
e quindi
w(&,n) =w(&/n,n)

risolve ’equazione

wy — —w = —1.
"o

w(&,n) =n(G(§) —logn),

Otteniamo percio

cioe
u(z,y) = y(G(zy) —logy)
con G arbitraria, differenziabile.
b) Scrivendo il sistema caratteristico nella forma

dr dy dy  du
x y’ y y-u
La prima equazione da l'integrale primo
e(x,y,2) = zy.
La seconda, riscritta come
du 14 U
dy y’

da l'integrale primo, indipendente dal precedente,
U
Y(@,y,2) = y Ty

Poiché ¢ non dipende da wu, possiamo scrivere la soluzione generale direttamente
nella forma ¢ = G (p) e cioe

u
v logy = G(zy)
da cui si ricava P’espressione trovata al punto a).
Soluzione 3.9. a) Sia (zo,y0) un punto di massimo globale di v in D. Se il
punto (zo,yo) appartiene a 0D, si ha

0 < a(20,y0) To + a (2o, Y0) Yo = —yu (To, Yo)
per cui, essendo v > 0, si deduce che u (g, yo) < 0.
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D’altra parte, se (zo,yo) € interno a D, dall’equazione differenziale si ricava
u (2o, yo) = 0, essendo in questo caso
Uz (20, Y0) = Uy (T0,Yo) = 0.
Concludiamo quindi che
mgxu <0.

Sia ora (zg, yo) un punto di minimo globale di w in D. Se il punto (xo, yo) appartiene
a 0D, come prima si deduce che u (xg,y0) > 0, mentre se (zg,yo) € interno a D,
dall’equazione differenziale si ricava ancora u (zg, o) = 0. Concludiamo quindi che

minwu > 0.
D
Deve quindi essere u = 0.
b) Se v < 0, con gli stessi ragionamenti concludiamo che il massimo globale di

u & positivo ed & assunto su dD. Il minimo di u & zero ed & assunto in un punto
interno a D. Infatti, supponiamo che sia

m:u(mo,yo):ngnu>0

con (xo,y0) € 9D. Sia © = z(t), y = y(¢) la caratteristica I'g che passa per
(0,Y0): per esempio
z (to) = Yo,y (to) = yo.

2(t) =u(z(t),y (),

Posto

si ha z (tp) = m mentre

2" (to) = a(zo,y0) To + a (0, 0) yo > O.
Questa condizione implica che per ¢ vicino a tg, z € strettamente crescente e i punti

(x (t), y (t)) sulla caratteristica I'g, appartengono a D. Ma allora z (t) < z (tg) e
m non puo essere il minimo di w.

Soluzione 3.10. Si ottiene H(S) = S — 1, percio il problema da risolvere &
3
Ze*”“Sxi -5, =0 xeR3 ¢t>0
i=1

S(x,0) = f(x).
Il sistema, caratteristico associato &
zi(v) =e )i =1,2,3 ;(0) = p;

t'(v) = -1 t(0)=0
Sl('l)) =0 S(O) = f(Sl, S2, 83),
da culi si ottiene
x;(v) = log(v + e%)

(v) = f(s1,52,83).
Possiamo ricavare
si = log (t+€"),
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ottenendo infine

S(x,1) = f(log(t + ™), log(t + *2), log(t + ¢*2)).

Soluzione 3.11. 1l sistema caratteristico (ridotto) si puo scrivere come

dx = (cy — bz) dt

dy = (az — cz) dt

dz = (br — ay) dt.
Per cercare di disaccoppiare le equazioni e calcolare due integrali primi, moltipli-
chiamo la prima equazione per a, la seconda per b e la terza per ¢, e sommiamo.
Si ottiene

adr+bdy+cdz=0
da cui 'integrale primo
o(z,y,2) = ax + by + cz.

Moltiplicando ora invece le tre equazioni per x, y e z rispettivamente, e sommando
membro a membro, si ottiene

zdr+ydy+ zdz =0,
da cui l'integrale primo, indipendente dal precedente,
Y(,y,2) = 2" +y* + 27,
La soluzione generale ¢ dunque definita da
u(@,y, z) = F (p(a,y, 2), (2,9, 2)) = Flaz + by + cz,2° +y* + 2%),
con F' arbitraria, differenziabile.
Interpretazione geometrica. Gli insiemi di livello dell’integrale primo ¢, cioé
gli insiemi
ax + by + cz = ¢y,
costituiscono una famiglia di piani paralleli, ortogonali al versore
(a,b,c)
Gli insiemi di livello dell’integrale primo 1, cioé

2?4+ y* + 27 =,

(a',b,c) =

costituiscono una famiglia di sfere centrate nell’origine. La soluzione u ¢ quindi
costante sulle curve (caratteristiche) intersezione delle due famiglie, cioé sui cerchi
giacenti sui piani della prima famiglia e aventi centro sulla retta r di equazione

r Yy oz

a v’
perpendicolare a tutti i piani della prima famiglia. Ne segue che le superfici di
livello di u sono definite implicitamente da equazioni del tipo

adr+by+cdz= G +y*+22).
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Tale equazione definisce, per ogni scelta di G, una superficie di rivoluzione S il cui
asse di rotazione coincide con la retta r. Infatti dato un punto P = (z,y, 2) su S,
il modulo del primo membro |a’z + b’y + ¢'z| & uguale alla distanza di P da r, e
I’equazione indica che tale distanza dipende solo dalla distanza di P dall’origine.

Soluzione 3.12. a) Il modo piu semplice di esprimere ortogonalita tra due
superfici ¢ mediante I’ortogonalita dei vettori normali. Nel caso di superfici definite
come superfici di livello di una funzione w, il vettore normale ¢ semplicemente il
gradiente di w. Indichiamo con p(z,y, 2) = ¢ 'equazione (incognita) delle superfici
ortogonali. Si deve avere

0=Vw- - Vo =wp, +wyp, +w.p,.
L’equazione delle caratteristiche ¢ data da
de  dy dz
wy  wy W,
Se ¢4, 5 sono due integrali primi del precedente sistema, allora la famiglia cercata
ha equazione

Fpr (2,9,2) 2 (2,9, 2)) = 0.
b) Si tratta di una famiglia di paraboloidi di rotazione attorno all’asse z.
L’equazione della famiglia ortogonale
14 (:Ev y,2) =c
¢ data da
29, —2yp, + ¢, =0
il cui sistema caratteristico €
dz d
50 = _2_3y/ =dz.
Si trovano gli integrali primi

Y
(Pl(xayaz)zga @Q(xayaZ)ZQZ-FlOgy.
Poiché ¢, non dipende da z, possiamo scrivere la soluzione direttamente nella

forma 1
z=—=y+G (g>
2 T

con G arbitraria e differenziabile.
Soluzione 3.13. Le caratteristiche dell’equazione ridotta sono le rette
r—vt =¢, £ eR.
Se poniamo
2(t) = u(vt + &, t)
otteniamo che z verifica ’equazione (ordinaria)
2 (t) = vug (vt + &, t) + (vt + &, 1) = —ku(vt + &, t) = —kz(t),

da cui
2(t) = u(vt 4 €, 1) = Ce™*,
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Si tratta di ricavare C, al variare di £, in funzione del dato iniziale. Se £ > 0 (cioe
se x > vt), la caratteristica corrispondente esce dal punto (£,0), per cui

2(0) = f(§) = f(z —vt).
Quindi, in questo caso,
u(z,t) = flz —vt)e " .

Viceversa, se £ < 0, conviene per comodita scrivere

T=—-=2.
v
La generica caratteristica diviene
x
t——=r, per 7 > 0.
v

Tale caratteristica esce da (0,7), e si ha

2(1) = 9(1) = g(t — z/v).

Questo implica

u(z,t) =g (t - E) ebTemkt = ¢ (t - E) e ke/v,
v v

In definitiva, la soluzione & data da

f(z — vt) exp(—kt) x > vt
u(a,t) = g (t - %) exp (_k_f) x < vt.

Soluzione 3.14. Esattamente come nello svolgimento dell’esercizio prece-
dente (di cui seguiamo la falsariga), le caratteristiche dell’equazione ridotta sono
le rette

r—vt=¢,£ e R.
Poniamo
2(t) = u(vt + &, 1)
ottenendo
2(t) = vug (vt + &, 1) + ug (vt + &, t) = —ku (vt + &, t) = —kz(t).
Integrando tale equazione (ordinaria, a variabili separabili) ricaviamo
11—« t
A O]
l-—«a

da cui
2(t) = u(vt + &,t) = (k(a — 1)t + Cl)l/(lfa) '

Se € > 0, la caratteristica corrispondente esce dal punto (&, 0), per cui

2(0) = f(§) = f(z —vt)

C' = [flz —wt)]' 7™
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Viceversa, se £ < 0, riscriviamo la generica caratteristica come

x
t——=r, per 7 > 0.
v

Tale caratteristica esce da (0,7), e quindi

(1) = g(1) = g(t — z/v),
da cui
C' =gt —z/v)]*® — k(a —1)T.

Riepilogando, la soluzione ¢ data da

{(a =Dkt + [f@—vt)] VO s
{(04 - 1)% + [g (t - %)}la}l/(l_a) z < vt.

Soluzione 3.15. a) Posto

u(z,y) =v()+wy),

si sostituisce nell’equazione differenziale e si trova

a(z)vi+by) vy =f(z)+9(y)

u(z,t) =

a(z)vy; — f () ==by)vy +9(y).

I due membri sono funzioni di variabili diverse e quindi sono costanti:

a(z)vi—f(z)=-b(y)vy+9(y) =

Risolvendo separatamente le equazioni

a(z)vi - f(2) =a

~b(y) vy +9(y) =a,

Cf f@ra, 7 e —a,
“(”C’y)‘/zo\/ a(3) d*/mo\/ b BT

dove «, B sono costanti.
b) Nel caso

si ottiene

2 2 _
uy +uy =1,
si ha
2 _ 2 _
vy=1l-w, =«

per cui deve essere o > 0. Ponendo a = /a si trova U'integrale completo

u(z,y) =ax++V1—ay+ L.

205
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Soluzione 3.16. Conviene passare in coordinate polari: x = rcosf, y =
rsin . L’equazione per u = u (r, 6) diventa
2+i2_ﬁ_h 22+ Q_k —h2
Uy + 3l = - ovvero  1u; +uy = kr — hr<.

Col metodo dell’esercizio precedente si trova

T 2
u(r,ﬂ):/ \/E—h—a—st—i—aﬂ—i—ﬂ, a,B € R.
0 S S

Soluzione 3.17. Come nel Problema 2.1 I’equazione & del tipo
ug +q(u), =0
con
q(u) =u?/2 € ' (u) = u.
La funzione ¢ é convessa, ed il dato g & decrescente, quindi ci si aspetta che la
soluzione generalizzata presenti un’onda d’urto uscente dal punto di tempo minimo

to sull’inviluppo delle caratteristiche. L’equazione della retta caratteristica uscente
dal generico punto (&,0) risulta essere

z=&+q'(g(&)t =&+ g(é)t.

Ne segue che, per tempi piccoli, le caratteristiche portano il dato u =1 per ¢ < 0,
ed il dato u =0 per £ > 1. Per 0 < ¢ <1 si ha invece

(26) r=¢4(1-&Ht.

Per calcolare I'inviluppo deriviamo la precedente equazione rispetto al parametro
&, ottenendo

1
1—25t=00ssia§:§.

Essendo 0 < ¢ < 1 si ha t > 1/2. Sostituendo nell’equazione (26), si ottiene che
I'inviluppo ha equazione
1
=1+ e
Il punto con coordinata temporale minima & ¢ty = 1/2, xo = 1 che & il punto di
partenza dell’onda d’urto.
Per ricavare ’equazione di quest’ultima, usiamo le condizioni di Rankine-Hugoniot,
che nel nostro caso si scrivono, se = s (t) ¢ la linea d’urto,

qut(s(t),t)) —q(u”(s(),1) 1 e .
G0 . 2 @0 +um(s().1)]

In prossimita del punto (1,1/2) si ha u™ = 0. Per ricavare u~, notiamo che un
punto (z,t) sulla linea d’urto si trova sulla caratteristica

z=E¢+ (1-

s'(t) =
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con

1— /14 4t2 — 4at

&= 2t

Su questa caratteristica,

_2tx—1—|—\/1—|—4t2—4mt

u(z,t) =1— &2 57

Abbiamo dunque per la linea d’urto, finché non interseca la caratteristica = = t,
il problema di Cauchy

2w — 1+ VI + 412 — dat

!/
t
(1) - ,

s(1/2)=1
che va risolto numericamente®.

Quando l'onda d’urto uscente da (1,1/2) interseca la caratteristica = = ¢, il
valore di 4~ & uguale a 1, per cui 'onda d’urto procede con velocita

() =1/2

ed & una semiretta.

linea d'urto

inviluppo

0.5

Figura 19.
5E non
e LEVIT W i
N 2t '
Perché?

6gi puod mostrare che il problema di Cauchy ha una e una sola soluzione uscente dal punto

(1,1/2).
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Soluzione 3.18. Confrontando con il Problema 2.11 abbiamo
U
() = ut flu) = ut ——

ed il problema da risolvere ¢ dato da

1
um+(1+m>ut=0 x>0,t>0
u(z,0) =0 x>0
u(0,t) = g(t) t>0,
dove
o cg 0<t<1
g(t){o t> 1.

Le caratteristiche sono le rette

t= <1+ﬁ>m+r.

In particolare:
e le caratteristiche uscenti da (£, 0) sono date da ¢t = 2(z — &);
e le caratteristiche uscenti da (0,7), con 7 > 1, sono date da t = 2z + T;
e le caratteristiche uscenti da (0,7), con 0 < 7 < 1, sono date da

1

Osserviamo che la pendenza delle caratteristiche dell’ultima famiglia ¢ minore
di 2. Ne deduciamo la presenza di un’onda di rarefazione centrata in (0, 1) e di una
linea d’urto uscente dall’origine. L’equazione dell’onda di rarefazione ¢ definita da

t—1

u(z,t) =R(—=),  conR(s)=(¢) " (s)
(=)

T

nella zona di piano a sinistra della linea di shock, delimitata da

gzl g4 1
x (1+¢)?

Poiché
@) () =(s-1)""* 1,

otteniamo

t—1 t—1 -1/ =
P— = — — = 7—1
w(z,t) R< - ) < - 1> 1 "

Per quanto riguarda lo shock, vicino all’origine abbiamo

ut = 0eu™ = cp.
Le condizioni di Rankine-Hugoniot forniscono quindi
dt ) —qlu” 1
@ _qlut)—qlw) _ |

dz ut —u~ 14c¢’
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da cui 'equazione della linea d’urto

1
t—<1+ >:E
14 ¢

Lo shock procede rettilineo fino all’intersezione con la caratteristica uscente da

(0,1), cioeé la retta
1
t=(14+4 — 1.
( + (1+Co)2>x+

Il punto di intersezione ha coordinate

1 2243 2
(mO;tO):(( +C0) ’ + CO+CO>.

Co Co

Dopo tale punto, in particolare per ¢ > = + 1, si ha sempre u™ = 0, ma stavolta,
a sinistra lo shock interagisce con I'onda di rarefazione

/ T
T =/— 1.
Y t—xz—1

L’equazione differenziale per la linea d’urto & quindi

dt 1 t—x—1
— =1+ =14+4/—-.
dx 14+ u— T

La forma del secondo membro dell’equazione differenziale ci suggerisce la sostitu-
zione

z(z) =t(z) —x —1
Z(z) =t (z) — 1.
Tenendo conto che
t(zo) = to,
otteniamo che z risolve il problema

dz _ |z

de  \ =z

B ((1+co)2> _1
Co Co

Separando le variabili nell’equazione ed integrando tra xg ed = otteniamo

ﬁ—\/g:ﬁ_\/@’

N N

ed infine ’arco di parabola

vale a dire

t=2x—2\/cox + 1+ cp.

Riassumendo, la linea d’urto I' & data da:

(1—|— 1>m OSLUSKH%OOV

14+co
2
20 —2/cox +14+¢co x> ﬁ%

t:
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Si controlla facilmente che I' & una curva di classe C* (R¥).
La soluzione ¢ nulla a destra di I'. A sinistra di I" si ha (figura):

co (1+ﬁ)x<t§(l+(l++o)2)m+l,
u(zx,t) = / z 1
0 t>2x+ 1.

A
4

Figura 20.



Onde

1. Richiami di teoria

Il riferimento teorico per i problemi e gli esercizi contenuti in questo capitolo & [S],
Capitolo 5. Richiamiamo alcuni risultati di uso frequente in relazione all’equazione
delle onde e delle equazioni generali del secondo ordine in due variabili.

e Problema di Cauchy globale (d=1): determinare v = u (x,t) tale che
Ut — CUgy =0 zeR, t>0
u(z,0)=g(x), w(r,0)=h(z) ze€R.

La soluzione ¢ data dalla formula di D’Alembert
1 r+ct
1) u@t) =g lo+e)+g—cl+5 [ h@)dy
r—ct

Sege C?(R)eheCR),uediclasse C? nel semispazio R x [0,00): non c’¢
alcun effetto regolarizzante. La soluzione si presenta nella forma

F(x—ct)+ G (x+ct)

e cioé come sovrapposizione di due onde progressive che si propagano con velocita
¢ in direzioni opposte. Le informazioni sui dati si propagano lungo le rette

x + ct = costante

che prendono il nome di caratteristiche. In particolare, il valore della soluzione nel
punto (z,t) dipende solo dal valore di g agli estremi dell'intervallo [z — ct, z + ct]
e da quelli di A in tutto I'intervallo.
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o Classificazione delle equazioni lineari del secondo ordine. Data un’equazione
generale del tipo
gy + 20Uzt + Cugy + dug + euy, + hu = f

si dice parte principale dell’operatore differenziale a primo membro il complesso
dei termini del secondo ordine

a(z,t) Oy + 2b (x,t) Oyt + ¢ (2, 1) O

In riferimento ad un dominio €2 del piano xt, ’equazione si dice

a) iperbolica se b2 — ac > 0,

b) parabolica se b? — ac = 0,

c) ellittica se b> — ac < 0.

Se 'equazione ¢ iperbolica allora ’equazione possiede due famiglie di caratteri-
stiche reali le cui equazioni, del tipo ¢ (z,y) = costante, risolvono 'equazione

adiy + 2b, ¢, + ey, = 0.

Se I'equazione & parabolica allora ammette una sola famiglia di caratteristiche
reali, che verificano la medesima equazione. Se I’equazione ¢ ellittica, non possiede
caratteristiche reali.

e Problema di Cauchy globale (d = m). In dimensione n > 2, il problema di
Cauchy globale si scrive come

up — 2Au =0 xeR"t>0
u(x,0) =g (x), u(x,0)=nh(x) xeR"™

Sen=3g¢€C? (R3) e h e C? (R3) allora 'unica soluzione del problema, di

classe C? nel semispazio R? x [0, +00), ¢ assegnata dalla formula di Kirchhoff

0 1 1
t) = — | —— d h do.
u(x,t) ot |fl7TC% \/{xa:ct}g(a) U‘| + Anc2t /{lxa|:ct} (o) do

Sen=2g¢€C? (R2) e h e C? (RQ) allora I'unica soluzione del problema, di
classe C? nel semispazio R? x [0, +00), ¢ assegnata dalla formula di Poisson

1 0 h
w () = —— _/ q(y) dy+/ (y) dy
2mc | Ot {Ix—ol<ct} /242 _ Ix — y|2 {Ix—o|<ct} , [c242 _ Ix — y|2
e Domini di dipendenza. Se n = 3, la formula di Kirchhoff indica che u (x,t)
dipende dal valore dei dati solo sulla superficie sferica
{U€R3 Dx—o|=ct}.
In dimensione n = 2, la soluzione nel punto (x,t) dipende dal valore dei dati in

tutto il cerchio
{yER2 Dx -yl Sct}.
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2. Problemi risolti

e 21—211: Onde e vibrazioni monodimensionali.
©212—-216: Riduzione a forma canonica. Problemi di Cauchy e Goursat.
e 217 —2.22: Problemi in pitt dimensioni.

2.1. Onde e vibrazioni monodimensionali

Problema 2.1. (Corda pizzicata). Una corda di chitarra (inizialmente in quiete)
viene pizzicata nel suo punto medio e poi rilasciata. Supponendo che la densita
della corda sia p e che la sua tensione sia T, formulare il modello matematico ed
esprimere la soluzione come sovrapposizione di onde stazionarie.

Soluzione

Indichiamo con L la lunghezza della corda, che immaginiamo disposta, quando &
a riposo, sul segmento dell’asse = di estremi 0 ed L. Denotiamo con u(z,t) lo spo-
stamento trasversale dalla posizione di equilibrio del punto di ascissa x all’istante
t e sia a lo spostamento del punto z = L/2 dalla sua posizione di equilibrio
all’istante iniziale. La configurazione iniziale della corda pizzicata nel suo punto
medio é allora descritta dalla funzione

Se a ¢ piccolo rispetto alla lunghezza della corda stessa e se trascuriamo il peso
della corda, u ¢ soluzione dell’equazione

Upp — c2um =0

dove ¢ = \/7/p rappresenta la velocita di propagazione delle onde lungo la corda.
Gli estremi fissi impongono condizioni di Dirichlet omogenee agli estremi della
corda, mentre il fatto che inizialmente sia in quiete ci indica che la velocita iniziale
& nulla. In conclusione, il modello matematico é il seguente:

Ut — gy = 0 O<z<L,t>0
u(0,t) =u(L,t) =0 t>0
u(z,0) = g(x), u(z,0) =0 0<z < L.

Per rappresentare la soluzione del problema come sovrapposizione di onde staziona-
rie utilizziamo il metodo di separazione delle variabili. Cerchiamo quindi soluzioni
(non nulle) del tipo u(z,t) = v(x)w(t). Sostituendo nell’equazione e separando le
variabili, possiamo scrivere

1w _ ')

Otteniamo che i due membri devono essere identicamente uguali ad una costante
A € R. In particolare, tenendo conto anche delle condizioni di Dirichlet, v deve
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risolvere il problema agli autovalori

{ v(z)—d(z)=0 0<z<L
v(0) =v(L) = 0.

E facile controllare che tale problema ammette solo la soluzione nulla se A > 0.
Per X < 0 l'integrale generale dell’equazione & dato da

v(x) = C4 cos (m\/ —)\> + Cssin (x\/—/\> .
Imponendo le condizioni agli estremi otteniamo C; =0 e
sin (Lv=X) =0

per cui il problema ammette soluzioni non banali se e solo se Ly/—\ = km, con
k =1,2.... Abbiamo quindi ottenuto le infinite soluzioni

km k2m?
— Qi R )\ = —_—— k - 1 2 cee o
vg(z) = sin ( 7 ZE> , con Ay o ,2,
Le corrispondenti wy, soddisfano percio I'equazione
c2k*n?
wi (t) + ka(t) =0,

da culi si ottiene

wg(t) = ag cos Ck—wt + by sin Ck—wt
k(t) = ax i k A

Le onde stazionarie
wr (2,1) = wi(t)on(2)
costituiscono ¢ modi normali di vibrazione della corda, ciascuno con frequenza
v, = ck/2L.

Rappresentiamo la soluzione del problema di partenza come sovrapposizione di
infiniti modi normali di oscillazione:

_+Oo [ ckm b si ckm L (km
u(x,t)—; a, cos Tt + by sin Tt sin { -2 ).

Supponendo di poter derivare membro a membro, otteniamo

X ckr . [ ckm ckm . (km
ut(x,t):ZT —ay, sin Tt + by, cos Tt sin { -2 ).

k=1
Imponendo le condizioni iniziali ricaviamo che deve essere, per 0 <z < L,

—+oo

—+oo
. (km ckm, . (km
;ak sin <T:):> = g(z), Tbk sin <T:):> =0.
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Di conseguenza by, = 0 per ogni k, mentre possiamo calcolare gli a; sviluppando in
serie di Fourier di soli seni il dato g in [0, L]. L’espressione formale della soluzione
¢ quindi data da

o o) = Scon () (12.)

con

Sfruttando la simmetria del dato iniziale rispetto ad = L/2 e 'identita elemen-
tare

sin(km — a) = (=1)**sina,

otteniamo

4 (L2 9 k
0 — E/O _a T sin (%x) dx k dispari

0 k pari ,

per cui, posto k = 2h + 1, si ha:

a2n+1 =
~ 8a| ~Le  (@h+Dr \[*? L /L/2 (@hr T
T 2| htnn L ), "Tehtor)y r )%
8a L? T L? . T
- [_2(2h T (er+n3)+ 2ht 122 " ((2n+ 1)§>}

8a
@

In definitiva

u(z,t) =

8a <X (1" en(2h+1) )\ . [((2h+Dx
P 2 m COS <Tt) Sin (TQS) .

Si noti che la convergenza della serie & uniforme in [0, L] (per il criterio di Weier-
strass) ma che le derivate seconde in x e ¢ non si possono calcolare mediante
derivazione sotto il segno di somma. Cio é conseguenza del fatto che il dato ini-
ziale g non ¢ regolare, avendo un punto angoloso in z = L/2. La formula definisce
solo formalmente la soluzione del problema in senso classico. La definisce perod
certamente nel senso delle distribuzioni (si veda il Capitolo 6).
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Problema 2.2. (Riflessione di onde progressive). Si consideri il problema

Ut — CUgy = 0 O<z<L,t>0
u(z,0) =g(z), u(z,00=0 0<z<L
uw(0,t) =u(L,t) =0 t>0.

a) Definendo opportunamente il dato iniziale g al di fuori dell’intervallo [0, L],
utilizzare la formula di d’Alembert per rappresentare la soluzione come sovrap-
posizione di onde progressive.

b) Esaminare il significato fisico del risultato e la sua relazione col metodo di
separazione di variabili.

Soluzione

a) L’idea & quella di estendere la definizione dei dati di Cauchy a tutto R, in
modo tale che il problema di Cauchy globale corrispondente abbia una soluzione
che si annulla sulle rette * = 0, x = L. Restringendo tale soluzione sulla striscia
[0, L] x {t > 0} otterremo la soluzione del problema dato. Se indichiamo con § e

h le estensioni cosl ottenute dei dati di Cauchy, il problema di Cauchy globale da
risolvere &

Ut — CUgy =0 z€R, t>0
u(z,0) =g(z) zeR

u(z,0) =h(z) zeR

e la soluzione ¢ data dalla formula di D’Alembert

T+ct 5
u(z,t) = = [g(z — ct) + glx + ct)] + % / h(s) ds.

C

N | =

Siccome u soddisfa automaticamente ’equazione della corda vibrante (almeno for-
malmente), dobbiamo scegliere § e h in modo da soddisfare le condizioni iniziali
e agli estremi. Nel nostro caso, l’estensione piti semplice di h consiste nel porre

h = 0. Per l'estensione di g, deve quindi essere

u(z,0) = g(z) = g(x) 0<z<L
w(0,4) = % (G(—ct) + §(ct)] = 0 >0
w(L,t) = % G(L—ct) + G(L+ct) =0 > 0.

Ne segue che, per ogni s,

(3) 9(s) = =g(=s),  g(L+s)=—g(L —s).

La prima condizione indica che g deve essere una funzione dispari. Dalla seconda
condizione, abbiamo

g(s+2L) = g(L+ (L +5)) = =g(L — (L +5)) = —g(=s) = g(s),
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e quindi § & una funzione 2L—periodica. Possiamo percio definire § come la fun-
zione 2L—periodica tale che

_ (s) O0<s<L
(s){ —g(g—s) —L <s<0.

La soluzione del problema originale ¢ dunque data da

g

(4) u(z,t) = % [G(x — ct) + g(x + ct)] per 0 <z <L, t>0.

e Significato fisico della (4). Suddividiamo la striscia [0, L] x [0, 4+00) in regioni
delimitate da segmenti di caratteristica, come in Figura 1. Analizziamo la formula

A
t
6
5
x=L-ct A x =ct
~ L
2 3
Py
0 a b L X
Figura 1.

(4) cominciando dai punti P nella regione 1. Sia P = (xq,%9). Le caratteristiche
diretta e inversa uscenti da P intersecano ’asse x nei punti a = g — ctg e b =
xo + cto, rispettivamente. Essendo a e b nell’intervallo [0, L], si ha

(o, t0) = % 30 +cto) + 3o — cto)] = & lo(zo + o) + glao — cto)]
e la perturbazione in P & la media delle onde diretta ed inversa determinate dal
dato in a e b.

Sia ora P = (xg,to) nella regione 2. Il punto b = ¢ + ctg, piede della caratte-
ristica inversa uscente da P, appartiene all’intervallo [0, L] per cui §(zo + cto) =
g(zo + ctp). La caratteristica diretta uscente da P interseca I’asse x nel punto
—a = xo — cty < 0. Poiché g ¢ dispari abbiamo che g(—a) = —g(a) = —g (a) ossia

G(zo — cto) = —g(—xo + cto).

L’interpretazione & che il valore g(xg — cto) si ottiene da un’onda inversa determi-
nata dal dato nel punto a, che raggiunge ’estremo sinistro della corda al tempo
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ct

=
Il

v

Figura 2.

t = a/c, subisce una riflessione con cambio di segno, e mantiene questo valore
fino al tempo tg. Il valore u (xo,tp) & dunque determinato dalla media di un’onda
inversa uscente da b e da un’onda inversa uscente da a, riflessa in (0,a/c) e
cambiata di segno (Figura 2).

Il ragionamento & analogo per i punti P = (xg,tp) appartenenti alla regione 3.
Il punto a = xy — ctp, piede della caratteristica diretta uscente da P, appartiene
all’intervallo [0, L] per cui g(xo — cto) = g(xo — cto). La caratteristica inversa
uscente da P interseca l'asse = nel punto b = zg + ctg > L. Dalla seconda delle (3)
si ha che

glxog + ctg) = —g(2L — zg — ctg) = —g(2L — g — ctp).

Stavolta il valore §(xo — cto) si ottiene da un’onda diretta determinata dal dato nel
punto 2L — b, che raggiunge I'estremo destro della corda al tempo ¢t = (b— L) /c,

t A
x=L—ct x=ct
P
*;:fb—Lyc
0 a 2[—p L b x

Figura 3.
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subisce una riflessione con cambio di segno e mantiene questo valore fino al tempo
to.

11 valore u (xq,tp) & dunque determinato dalla media di un’onda diretta uscente
da a e da un’onda diretta uscente da 2L — b, riflessa in (0,(b— L) /c) e cambiata
di segno (Figura 3).

In riferimento alle Figure 4, dovrebbe ora essere chiaro il significato fisico del
valore di u nei punti delle altre regioni.Per esempio, il valore in un punto della
regione 5 & determinato dalla media tra un’onda diretta che subisce una riflessione
con cambio di segno nell’estremo destro della corda e un’onda diretta che subisce
due riflessioni con cambio di segno, prima nell’estremo destro poi in quello sinistro.

x=L—ct 4 x=ct
~ P L
,’/.\\\
0 L
Figura 4.

e Relazione col metodo di separazione delle variabili. La formula (4) si puo
ottenere anche con il metodo di separazione delle variabili. Infatti, procedendo
come nel Problema 2.1, supponendo che g sia sviluppabile in serie di soli seni
nell’intervallo [0, L], la soluzione & assegnata dalla formula

. =S (520 (32

con

2 [f . (km
ay = z/o g(z) sin <f:):) dx.

Ora, gli a; sono i coefficienti di Fourier di una funzione 2L—periodica, dispari, e
che coincide con ¢ su [0, L]. In altre parole, con le notazioni introdotte,

+o0o
k
(6) kz_l ay sin (%s) = g(s), per ogni s € R.
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D’altra parte, utilizzando le formule di Werner, la (5) si riscrive come

u(z,t) = Zak— {bln (—x+ dﬂ%t) + sin (k%x — d%ﬂt” =
= [Zaksm< x+6t>++§aksm<kfﬂ(:ﬂ—ct)>],

k=1

e dalla (6) si deduce la (4).

Problema 2.3. (Equipartizione dell’energia). Sia u la soluzione del problema
(di Cauchy globale) della corda vibrante

Puy — Tz, =0 z€R, >0
u(z,0)=g(z) =z€R
ut(z,0) = h(z) =z €R.

Supponiamo che g ed h siano funzioni regolari, nulle fuori da un intervallo chiuso
e limitato [a, b]. Dimostrare che, dopo un tempo T abbastanza lungo, si ha

Ecin(t) = Epot(t) per ognit > T.
Soluzione

Ricordiamo le espressioni dell’energia cinetica e potenziale associate alle piccole
vibrazioni trasversali di una corda elastica infinita!:

1 1
E.in = —/ pu? dx, Epot = = / Tui dx,
2 /r 2 /r

dove p rappresenta la densita lineare di massa, 7 la tensione (costante lungo la

corda), e ¢ = 1/7/p & la velocita dell’onda lungo la corda. Scriviamo la formula di
D’Alembert come

u(z,t) = Fx + ct) + Gz — ct),

Abbiamo

ug(x,t) = F'(z + ct) + G'(z — ct), u(z,t) = c[F'(z + ct) — G'(z — ct)],

Lyedi [9], Capitolo 5, Sezione 2.2.
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e quindi
Epot = %A&{P@+@ﬂ+6ﬂx—dﬁdx:
- %/RT [(F/(x +et)’ + (G'(x— b))’ + 2F' (z + ct) G (x — ct)} dz
Eein = % /Rc2po [F'(z+ct) — Gz —ct)] do =
1

2

Per dimostrare la tesi basta dunque controllare che, per ¢ sufficientemente grande,
il prodotto F'(x +ct)G'(z —ct) ¢ identicamente nullo. Sfruttiamo il fatto che i dati
sono nulli fuori dall’intervallo [a, b]: se F'(z + ct) # 0 allora

(7) a<zx+ct<b;

_ ! /R [P+ ) + (G — 1) = 2P (@ + )G — )]

allo stesso modo, se G'(z — ct) # 0 allora
(8) a<x—ct<b.

Otteniamo che F'(x + ct)G'(xz — ct) # 0 implica, sottraendo membro a membro le
disuguaglianze (7), (8),
a—b<2t<b—a.
Ne segue che, per
b—a
2¢ ’
il prodotto & nullo e le energie cinetica e potenziale sono uguali.

t>T =

Problema 2.4. (Problema di Cauchy globale — impulsi). Risolvere il problema
di Cauchy globale
Ut — gy =0 z€R, >0
u(z,0)=g(z) z€R
ut(x,0) = h(z) z€R
con i seguenti dati iniziali.
a) g(z) =1 se|z| < a, g(xz) =0 se |z| > a; h(z) = 0.
b) g(x) = 0; h(z) =1 se |z| < a, h(z) =0 se |z| > a.

Soluzione

a) Essendo h nulla, la formula di D’Alembert si scrive, in questo caso,
1
u(@,t) = 5 lg(@ +ct) + g(z — ct)].

Occorre quindi distinguere le zone di piano in cui |z +ct| 2 a. Abbiamo i seguenti
casi, che corrispondono alle regioni in Figura 5, a partire da destra.

e © > a+ ct. Allora, a maggior ragione, x > a — ct, ed u(z,t) = 0.
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e max{a — ct,—a + ct} < x < a+ ct. In questo caso, g(z —ct) = 1 e
g(x + ct) = 0. Ne segue u(z,t) = 1/2.

e min{a — ct, —a + ct} < x < max{a — ct,—a + ct}. Ambedue i contributi
sono positivi e u(x,t) = 1.

e —a—ct <z <min{a—-ct,—a+ct}. Stavolta g(x—ct) =0e g(z+ct) =1,
per cui u(z,t) =1/2.

o © < —a—ct. Cid implica © < —a + ¢t ed u(z,t) = 0.

x=—-a-—ct x=a-ct I x=—-a+ct x=a+ct

v

—a a

Figura 5.
b) Stavolta abbiamo

x+ct
u(z,t) = % / h(s) ds.

—ct
Ragionando per casi come nel precedente punto abbiamo (Figura 6):

o = >a+ ct. Allora u(z,t) = 0.
e max{a —ct,—a+ct} <x < a+ct. Si ha

[ — t
wot) =g [ =T
CJr—ct c

—a+ct<x<a-—ct(equindit<a/c). Siha

x+ct
u(x,t):%/ ds =t.
x

—ct

e a—ct<z<—a+ct(equindit>a/c). Siha

1 a
u(m,t):2—c/ ds:%.
—a

e —a—ct <z <min{a— ct,—a+ ct}. Si ha
1fete z+ct+a
t)=— ds = ——.

@) 20/ s 2c

e © < —a — ct. Ne segue u(zx,t) = 0.

—a
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xX=—-a-ct xX=a-ct T xX=—-a+ct x=a+ct

_a+x+tet
2c

v

Figura 6.

Problema 2.5. (Vibrazioni forzate). E dato il problema

U — Uy = f(,1) O<z<L,t>0
w(z,0) =u(2,0) =0 0<z<L
w(0,t) =u(L,t) =0 t>0.

a) Utilizzando il metodo di separazione delle variabili, scrivere un’espressione
per la soluzione formale del problema.

b) Analizzare in dettaglio il caso

f(z,t) = g(¢) sin (%)

Soluzione

a) Poiché abbiamo condizioni di Dirichlet omogenee agli estremi, tenendo conto
dei calcoli nel Problema 2.1, cerchiamo soluzioni del tipo

—+o0
9) u(z,t) = Z wi(¢) sin (klz) ,
k=1
dove, per comodita di scrittura, abbiamo posto | = 7/L. Notiamo che u soddisfa

automaticamente le condizioni agli estremi dell’intervallo. Ipotizzando di poter
derivare due volte termine a termine possiamo scrivere

use(, 1) Zw sin (klz) ,

—+o0
Upe (T, 1) Z E21Pwy(t) sin (klz) .
k=1
Sostituendo formalmente nell’equazione otteniamo
+o0
(10) Z [wy (t) + k*PPwy(t)] sin (klz) = f(z,1).

k=1
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Si tratta quindi di scrivere f come serie di Fourier di soli seni rispetto alla variabile
x. A tale scopo, estendiamo f alla striscia [—L, L] x {¢t > 0} in modo dispari rispetto
alla variabile z e scriviamo

“+o00 9 L
f(z,t) = ka(t) sin (klz)  dove fi(t) = 7 /0 f(z,t)sin (klz) dz.
k=1

Tenendo conto delle condizioni di Cauchy (che possiamo leggere in termini di serie
di Fourier), la (10) ¢ equivalente alle infinite equazioni ordinarie

wy (t) + k21w (t) = fi(t)
wi(0) =0, w,(0)=0
L’integrale generale dell’equazione omogenea associata ¢ dato da

wi () = Cy cos (klt) + Cq sin (kit) .

(k>1).

Per trovare un integrale particolare dell’equazione non omogenea, & possibile ap-
plicare il metodo di variazione delle costanti, cioé cercare soluzioni particolari del
tipo
wi(t) = C1(t) cos (kit) + Co(t) sin (klt)
con |'ulteriore condizione
C1(t) cos (klt) + C4(t) sin (klt) = 0.

Sostituendo nell’equazione abbiamo che C4, Cs risolvono il sistema

C1(t) cos (kit) + C4(t) sin (klt) = 0

—kIC(t) sin (klt) 4+ kIC5(¢) cos (kit) = fr(t).
Con un po’ di pazienza si ottiene che la soluzione dell’equazione con le condizioni
iniziali date &

wi(t) = % /0 sin(kl7) fu(t — 7) dr.

Sostituendo nell’espressione di u otteniamo infine

+oo t
(11) u(z,t) = % ; % sin (klt) /O /O ! F(€,t — 7) sin (kI€) sin(kiT) dédr.

o Analisi della soluzione. Se f ha derivate continue fino al secondo ordine e
£(0,t) = f(L,t) = 0perognit > 0, allora la serie ¢ rapidamente ed uniformemente
convergente e si puo derivare due volte sotto il segno di somma. La (11) definisce
dunque I'unica soluzione del problema?.

b) La forzante corrisponde al primo modo fondamentale di vibrazione della
corda, modulato in ampiezza nel tempo dalla funzione g. Abbiamo

2 L
fe(®) = 79 (t)/ sin (lz)sin (klz) de =0 se k> 2
0

2Invitiamo il lettore a completare i dettagli, controllando gli ordini di infinitesimo per k —
oo, prima di f (t) e poi di wy (¢).
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mentre
2 L )
@) =79() | [in(z)]"dz=g(t).
0
Di conseguenza, wg(t) = 0 per k > 2, mentre
L t
wi (t) = — / sin (I7) g(t — 7) dr.
™ Jo

Dalla (9), infine, si trova

u(a,t) = = sin (Fa) (/Ot sin (%7 gtt —7) dr) .

La corda risponde alla forzante entrando in vibrazione al primo modo fondamen-
tale, modulato in ampiezza nel tempo secondo la convoluzione di g col primo modo
fondamentale.

Problema 2.6. (Corda semiinfinita con estremo fisso). Consideriamo il pro-
blema

Upt — CPUgy =0 z>0,t>0
u(z,0) = g(x), ug(z,0) =h(z) x>0
w(0,t) =0 >0,

con g ed h regolari, g(0) = 0.

a) Dopo aver esteso opportunamente i dati iniziali a tutto R, usare la formula
di D’Alembert per scrivere una formula di rappresentazione della soluzione.

b) Interpretare la soluzione quando h(xz) =0 e

g(w):{ cos (x — 4) |9:—4|§5

0 altrimenti.

Soluzione

a) Cerchiamo g e h, definite su R, tali che coincidano con g e h per x>0 e che
la funzione

1 xtct

(12) uet) =[5+ et) +ao—et]+ 50 [ hl)ds
2 2c r—ct

(data dalla formula di D’Alembert) soddisfi la condizione

u(0,t) =0
per ogni ¢t > 0. Cio implica
1 ~ _ 1 ct 5
3 liet) +i-en] + 5. [ hs)ds=o.

Il modo pit semplice per soddisfare questa condizione ¢ richiedere che entrambi
gli addendi si annullino separatamente, e cid avviene estendendo ¢ ed h in modo
dispari.
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Possiamo quindi concludere che la soluzione & data dalla (12) con
SN g(s) s>0
9(s) = { —g(—s) s<0

o h(s) s>0
hs) = { _h(—s) s<0.

b) Essendo h = 0, la soluzione si riduce a

u(x,t) = % [G(x + ct) + gla — ct)].

Possiamo interpretare il dato iniziale come sovrapposizione di due onde sinusoidali
(a supporto compatto e di ampiezza 1/2) che all’istante ¢ = 0 iniziano a muoversi
in direzione opposta a velocita c¢. Da un punto di vista algebrico, x + ct & sempre
positivo e quindi

glx +ct) = g(x + ct)

per ogni (z,t), mentre

] —

x—ct20perognix6{4—z,4+z} set < T
2 2 820
x—ctSOperognixE{éL—%A—l—g} set > il
c

Distinguiamo quindi varie fasi:
e 0 <t < —.Idue impulsi iniziano a viaggiare in direzioni opposte, ma

continuano ad interagire in un intorno del punto z = 4.

m §—m . . . .
e — <t < ——. Si ha la medesima situazione del caso precedente, con

2c c
la differenza che i due impulsi non interferiscono.
§—m

8+m . L . .
< t < ———. L’'impulso che viaggiava verso sinistra raggiunge

2c
I'estremo fisso della corda e quindi ne viene riflesso capovolgendosi® (ed

interferendo con se stesso).

8+7m _,. N - -y
e t > ——. L’impulso che viaggiava verso sinistra si & completamente

c
capovolto. Il profilo della corda ¢ quindi dato da due impulsi di uguale
forma, uno positivo e 'altro negativo, posti a distanza 8, che viaggiano
verso destra a velocita c.

Le varie fasi sono illustrate in Figura 7.

3Ricordare il Problema 2.2.
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" > L

Figura 7. La soluzione del Problema 2.6 (¢ = 1) negli istanti ¢t = 0,1,2,3,5,7.

Problema 2.7. (Vibrazioni forzate di una corda semiinfinita). Una corda se-
miinfinita é inizialmente a riposo lungo il semiasse x > 0, con l’estremo fissato
in © = 0. Una forza esterna f = f(t) mette in moto la corda.

a) Scrivere il modello matematico che regola la vibrazione della corda.

b) Risolvere il problema usando la trasformata di Laplace in t, supponendo
che la trasformata di u sia limitata per s che tende a +oo.

Soluzione

a) Se indichiamo con wu(z,t) il profilo della corda al tempo ¢ il modello si scrive
come

Ut — CUgy = f(t) x>0,t>0
w(z,0) = u(x,0) =0 x>0
u(0,¢) =0 t>0.

b) Sia

“+oo
Ulz,s) = L(u(z,-))(s) = /0 u(zw,t)e " dt, s >0,
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la trasformata di Laplace di u. Trasformando ’equazione e usando le condizioni
iniziali, si trova’

(13) _C2wa(1’a S) + 82U(£B, 8) = F(S)a
(abbiamo posto F' = L(f)) che & un’equazione ordinaria del secondo ordine a coeffi-

cienti costanti nella variabile U(-, s). L’integrale generale dell’equazione omogenea
associata e

A(s)e™%/¢ + B(s)e**/® (s >0).
Essendo F(s) indipendente da z, & facile controllare che una soluzione particolare
della (13) & data da
F(s)/s%.
Abbiamo dunque

F )
U(z,s) = % 4 A(S)e—sx/c + B(S)esx/c'

Poiché si richiede che U(z, s) sia limitata per s — +o00, deve essere B = 0. D’altra
parte, la condizione all’estremo implica che

O:U(O,s):A(s)+F

s
da cui
F(s)
A(s) = — 2
Si trova allora
1— efsz/c
Ula,s) = F(s) - +—5
Per antitrasformare ricordiamo che
L[t](s) =1/s?

e che quindi, dalla formula del ritardo (vedi Appendice B),

e—as

L[t - a)H(t = a)](s) =

g2

(dove H indica la funzione di Heavyside), da cui

t x x
1 u(z,t) = t—T1)|T—(T—— T—— T.
(14) @n= [ fa=nlr=(r-2)a(r-7)]a

4Ricordiamo che L(u;) = sU(z,s) — u(x,0), L(u) = s2U(z,s) — su(x,0) — uz(,0).
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Problema 2.8. (Vibrazioni di una catena pendente). In questo problema si
deriva I'equazione per le piccole vibrazioni (piane) di una catena pendente di
lunghezza L (vedi Figura 8). Indichiamo con v = u(z,t) la deflessione della
catena dalla verticale, e sia p la densita lineare (costante) di massa. Assumiamo
che la catena sia perfettamente flessibile (cioé, che non vi sia nessuna resistenza
alla deformazione), e che le vibrazioni siano puramente trasversali (cioé piane).

a) Indichiamo con 7(z + Axz) e 7(x) le tensioni nei punti x + Az ed = della
catena, relativamente ad un piccolo intervallo (x,z + Ax), ossia U'intensita delle
forze esercitate sulla piccola porzione dalla parte della catena che sta sotto o
sopra, rispettivamente. Ragionando come nel caso della corda vibrante ([S], Ca-
pitolo 5, Sezione 2.1) mostrare che, al primo ordine,

7(z) = pgx
(qui g indica I’accelerazione di gravita).

b) Mostrare che le piccole vibrazioni sono regolate dall’equazione

Ut = g(xua;z + ua;)

Soluzione

a) Indichiamo con a(z), a(x+Ax) gli angoli tra la verticale ed il vettore tensione
nei punti z e x + Az rispettivamente (vedi Figura 8).

7(x+Ax)
A

or(x+ Av)

o0

v

Figura 8.

Poiché non ¢’é¢ moto in verticale deve essere nulla la componente verticale della
risultante, cioé:

—pg(z + Az) + 7(xz + Ax) cos (a(x + Az)) = 7(z) cos (a(x)) — pgx
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ossia
T(x + Az) cos (a(z + Ax)) — 7(x) cos (a(z)) = pgAwx.
Dividendo per Az e facendo tendere Az a 0 si ottiene
d
7 [7(@) cos (a(2))] = pg
da cui
7(z) cos (a(x)) = pgx.
Nell’ipotesi di piccola ampiezza delle vibrazioni si ha a(z) = 0 e al prim’ordine si
puod dunque scrivere
7(z) = pgz.
b) Usiamo la legge di Newton per la componente orizzontale della risultante;
osservando che sin (a(z)) =~ tan (a(z)) =~ u, si ricava
pAzuy = 7(x+ Az)sin (a(x + Ax)) — 7(x) sin (a(z)) =
= 7(z+ Ax)uz(z + Az) — 7(2)us ().
Dividendo per Az e facendo tendere Az a 0 otteniamo
putt = dr [7(2)uz)] = 7' (2)us + 7(2) Uz,

per cui, essendo 7(z) = pgx (per il punto a)), u soddisfa ’equazione

Ut = JUgy + §TUzz = G (ux + mua:x) .

Problema 2.9. (Catena pendente — separazione di variabili). In riferimento al
problema precedente, risolvere (per separazione di variabili) il problema

ugy = g(TUge + Ug) O0<z<L,t>0
w(L,t) =0, |u(0,t)| limitato ¢ > 0.

Soluzione
Poniamo u(z,t) = v(z)w(t) e sostituiamo nell’equazione differenziale. Si ottiene
v(@)w" (t) = g(av” () + ' (2))w(t),
da cui
Lw'(t)  av(z)+0(x) )
g w(t) v(x) '
Per )\ > 0 si ottiene solo la soluzione nulla (controllare), per cui poniamo A = —p?.
Si ottengono i due problemi

(15) w”(t) + p?gw(t) =0  w(t) limitata

e

(16) 2" (x) + o' (z) + pPo(z) =0 v(L) =0, v(0) limitata.
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La soluzione generale di (15) ¢ data da

w(t) = Acos (\/gut) + Bsin (\/gut).
L’equazione per v &:

(zv' () + p2v(@) =0 O<z<L.

Poiché p(x) = z si annulla nell’origine, si tratta di un problema di Sturm-Liouville
singolare®. Con un cambiamento di variabili & possibile ricondursi ad un’equazione
di Bessel. Poniamo s = 2,/x e V(s) = v(s?/4). Otteniamo

o () = %V’(s),
o () = %V"(s) - ﬁw(s).

Sostituendo in (16), si trova che V risolve
V" + sV 4+ 22V =0,  V(2VL) =0, V(0) limitata,

che (una volta semplificata) & I’equazione di Bessel parametrica® di ordine 0. Le

autofunzioni sono date da
o
Vi(s) = J, I_g
)= (53)

py = aj/ 2V,
dove gli ; sono gli infiniti zeri di Jy, ordinati in modo crescente. Queste autofun-
zioni costituiscono una base hilbertiana di L2 (0,2v/L) rispetto al peso w (z) = «
e valgono le formule

2vL a; o
Jo| —=s|Jo| —= ds =0 | £ k
/o °<2\/ES> 0<2\/ES>S ’ pery 7

2vL ”
2 2
/0 g5 (2\/%5) sds = 2LJ; (a;).

Risostituendo, abbiamo

'Uj(:L'):J() (Oéj z), j:1,2,...

m /OL Jo (aj \/%> Jo (ak\/%> de =61,

e quindi le funzioni v; costituiscono una base hilbertiana in L? (0, L) . Le funzioni

wi(z,t) = Jo (aj @) [Aj cos (@%t) + Bjsin (\/%%tﬂ

5 Appendice A.
6 Appendice A.

con autovalori
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sono i modi normali di vibrazione della catena. Per j = 1 si trova il modo fonda-
mentale con frequenza fondamentale

a1 g
V1= —4\/=

T4\ L

La soluzione generale ¢ data da

+o0o
u(z,t) = Z uj(z, t).

I coefficienti A; e B; si trovano dallo sviluppo in serie dei dati f e h rispetto alla
base {v;}. Da u(z,0) = f(z) si trova

mentre da ui(x,0) = h(x) si trova
2 I z
B; = ——/ h(z)Jo <a< —> dz.
T adi(ey) VL Jo VL

Problema 2.10. (Onde sonore in un tubo). Siano Py e P, due canne d’organo
cilindriche ed identiche, di lunghezza L. Supponiamo che I'asse del cilindro coin-
cida con il segmento [0, L] sull’asse z. La canna P; ¢ chiusa all’estremo z = 0
mentre é aperta all’estremo z = L; la canna P, é aperta da entrambi i lati.

Premendo un tasto, I'aria viene messa in movimento nei due tubi. Quale dei
due emettera il suono piu acuto (di frequenza superiore)?

Soluzione

Scegliamo di descrivere il moto dell’aria, che possiamo ritenere unidimensionale,
mediante la condensazione” s. Ricordiamo che, se p, ¢ la densita dell’aria a riposo,
la condensazione & definita da

z,t) —
s (Z, t) — p( ) Lo
Po
ed & soluzione dell’equazione
Spp— 25, =0
dove ¢ = \/dp/dp e p & la pressione. Se u = u(z,t) ¢ la velocita dell’aria, abbiamo
inoltre la relazione®

(17) uy = —c?s,.

"In alternativa, si potrebbe usare il potenziale di velocita.
8[5]7 Capitolo 5, Sezione 7.
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Nel caso di Py, in corrispondenza all’estremo chiuso si ha s (0,t) = 0, mentre per
z = L la velocita & nulla, per cui, da (17), si ha s, (L,t) = 0. Riassumendo, nel
caso di Pp, la condensazione soddisfa le equazioni seguenti:

Spp — €255, =0 0<z<L
s(0,t) =0, s.(0,t)=0 ¢t>0

con opportune condizioni iniziali. Poniamo s(z,t) = v (z)w (t) e separiamo le

variabili. Si trova

v(z) T 2w (t) =

con )\ costante positiva. Tenendo conto delle condizioni agli estremi, v & soluzione
del problema agli autovalori

v+ XN =0, v (0)=uv(L)=0.

Si trovano le infinite autofunzioni indipendenti

1\ nz
= k+-=)— k=0,1,2,...
vg (2) = cos [( + 2) L} , 0,1,2,

In corrispondenza ad ogni k troviamo una funzione wy, (t) che possiamo scrivere
nel seguente modo pitl compatto:

1 t
wy, (t) = cos Kk—'_ﬁ)%—'_ﬁk}’ k=0,1,2,...

La soluzione generale si ottiene per sovrapposizione delle funzioni sy, (z,t) = vk (2) wy, (¢):

> 1\ 7z 1\ 7mct
s(z,t) = A cos[(k—l——) —} CoS [(k+—)—+ﬁ]
2 e | (F2) 7 )T

dove i coefficienti sono determinati dal modo di eccitazione iniziale dell’aria. In ogni
caso, le ampiezze Ay, che sono coefficienti di Fourier di qualche funzione, tendono
a zero per k — oo e quindi 'altezza del suono prodotto da P; & determinata dalla
sua armonica fondamentale che corrisponde al termine

TZ mct

s0 (2,8) = vo (2) wo (£) = Ag cos (ﬁ) cos (E + 50)

la cui frequenza &

c
fo= 17
Nel caso di P, s & soluzione del problema
St — C28,, =0 0<z<L
5(0,t)=0, s(0,t)=0 t>0

con opportune condizioni iniziali. Procedendo nello stesso modo, si trova che la
soluzione & data da

- k kmct
S(ZJ):ZB;CCOS (%) cos( EC —|—7k)

k=1
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la cui armonica fondamentale & data da

t
s1 (z,t) = By cos (%) cos (% + 71>

con frequenza
c

Conclusione: la canna aperta emette un suono pit acuto, di frequenza doppia. La
chiusura di un’estremo permette il doppio delle lunghezze d’onda all’interno del
tubo, con conseguente dimezzamento della frequenza.

90

2.2. Riduzione a forma canonica. Problemi di Cauchy e Goursat

Problema 2.11. (Caratteristiche e soluzione generale). Data ’equazione lineare
del secondo ordine (in due variabili)
gy + OUgy + dUyy + Up +uy = 0,

classificarla e calcolarne le caratteristiche. Ridurre I'equazione in forma canonica
e determinarne la soluzione generale.

Soluzione
Si ha
32-2.4=1>0
e quindi ’equazione & iperbolica. La parte principale si puo fattorizzare come
Qg + Oy + 4ty = 2(05 — 20,)(0, — Oy)u.

Risolvendo ’equazione
otteniamo la famiglia di caratteristiche (reali) ¢(x,y) = 2z — y = costante. Risol-
vendo invece ’equazione

Yy — ¢y =0
otteniamo la famiglia di caratteristiche ¥(z,y) = x — y = costante.
Alternativamente avremmo potuto risolvere I’equazione differenziale delle carat-

teristiche, data da
dy 2 dy
2(=—=) —6-—=4+4=0
(dm) dx * ’
che fornisce
dy
do
da cui ancoray —x = c; e y — 2z = co.
Per scrivere ’equazione in forma normale, operiamo il cambio di coordinate
{€=2x—y ciod {x=€—n
n=x-y y=§¢—2n.

d
1 oppure Y9
dz
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Posto U(&,m) = u(é —n,€ — 27), e quindi u(z,y) = U(2x — y,z — y), otteniamo

u, = 2U:+0U,

’U,y = _Uf — U”]
Uge = 4Uge +4Ugy +Upy
Upy = —2Uge —2Ugy — Upy
uyy = Uge + 2Ugy + Upy.

L’equazione per U & 4U¢, + Ue = 0, che si puo riscrivere come
1
(Ue),, = 7 Ue-

Integrando prima in 7 e poi in &, si ottiene

Ue(&,m) = eV £(€)

con f arbitraria (regolare), e poi

U(&,n) = "*F(€) + G(n),

dove F' e GG sono funzioni regolari e arbitrarie. Tornando alle variabili originali, la
soluzione generale ¢ data da

w(z,y) = " V/AF (22 — y) + Gz — y).

Problema 2.12. (Equazione di Tricomi). Determinare le caratteristiche
dell’equazione di Tricomi
Ut — tUze = 0.

Soluzione

Iniziamo osservando che I’equazione ¢ iperbolica e quindi le caratteristiche sono
reali solo se t > 0 (I’equazione ¢ parabolica per ¢ = 0, che & un insieme a parte
interna vuota e non & caratteristico per I’equazione in nessun punto). In tal caso,
Poperatore di Tricomi si fattorizza come

Ut — Uy = (at - \/Eaa:)(at + \/Zaat)ua
per cui le caratteristiche si scrivono come ¢(x,t) = costante, 1(x,t) = costante,
dove
¢t_\/i¢xzo ¢t+\/¥¢x20~
Usando i metodi del capitolo precedente, troviamo la soluzione generale di queste
due equazioni del prim’ordine:

d(z,t) = F (Sm n 2t3/2) b (x,t) =G (Sm n 2t3/2)
con F e GG arbitrarie. Le caratteristiche sono percio le curve di equazione

3z + 2t3/? = costante per t > 0.
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Problema 2.13. (Problema di Cauchy). Risolvere, se possibile, il problema di
Cauchy

Uyy — 2y +4e* =0 (z,y) € R?

u(z,0) = p(x) zeR

uy(z,0) = Y(x) z € R.

Soluzione

Cerchiamo di mettere in forma normale I’equazione, in modo da trovare I'integrale
generale, e poi ci occuperemo della condizione di Cauchy. E facile vedere che
I’equazione ¢ iperbolica e che la parte principale si fattorizza come

Uyy — 2Ugy = Oy(0y — 205 )u.

Questo ci permette di calcolare immediatamente le due famiglie di caratteristiche,
che risultano essere

T = costante e x4 2y = costante.

Per ridurre a forma normale 1’equazione, operiamo il cambio di coordinate

{=a cioe vt
n=x+2y y = #
Posto u(z,y) = U(z, z + 2y) otteniamo
uy, = 2U,
Upy = 2U§77 + 2U7777
Uyy = AUpy.
L’equazione per U &
Ugn = 65,

da cui
Uy=e"+f(n) e U=ne+Fn)+Ge)
dove F' e G sono funzioni arbitrarie. Tornando alle variabili originali abbiamo
I'integrale generale dell’equazione
u(@,y) = 2ye” + F(z +2y) + G(x)

dove abbiamo inglobato 'addendo ze® nella funzione arbitraria G. Veniamo ora
alle condizioni di Cauchy; innanzitutto osserviamo che queste sono date sulla retta
y = 0, che risulta essere non caratteristica in ogni suo punto e quindi il problema
¢ ben posto (almeno localmente). Sostituendo otteniamo

{ o(x) = u(z,0) = F(z) + G(x)
P(x) = uy(x,0) = 2e” 4+ 2F'(z).

Dalla seconda equazione si puo ricavare, ad esempio,

F(z) = —€"+ % /Oz P(s) ds,



2 Problemi risolti 237

da cui
1 T
G(z) = (@) +e* —5 | (s)ds
0
ed infine
1 42y 1 x
ueg) = 2 =g [ ds o) e - g [ ule)ds—
0 0

2y x 1 w2y
= (1+2y—e*)e +<,0(m)+§/x P(s)ds.

Problema 2.14. (Caratteristiche ed integrale generale). Determinare le carat-
teristiche dell’equazione

Uy + 2tugy + Ugy — Uy = 0

Ridurla poi a forma canonica e trovarne la soluzione generale.

Soluzione

Da t?—t2 = 0 otteniamo subito che I’equazione & parabolica. La parte principale
si fattorizza come

tQUtt + Qtuxt + Ugy = (t@t + (9_5)211,

e quindi Punica famiglia di caratteristiche & data da ¢(z,t) = costante, dove ¢ &
soluzione dell’equazione del prim’ordine

(18) to, + ¢, = 0.
Con i metodi del capitolo precedente si trova

d(z,t) = g (te™®)
con g arbitraria, e quindi ¢(z,t) = costante equivale a

te™* = costante.
Operiamo il cambio di variabile

=te ” _— z=1"
{ e { t= ;f, ¢

dove richiediamo che la funzione regolare 1, che verra scelta in modo opportuno
successivamente, soddisfi la condizione 1’ > 0. In questo modo, oltre ad essere ben
definita la ¢!, si ha

don (5w =aen (G Sy ) = m A0 peromi ()
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e quindi il cambio di variabili & localmente invertibile. Se U (&, ) soddisfa u(x,y) =
U(te~®,9(x)) possiamo scrivere

u, = —te "Ug+'U,

u = e “Ug
Uy = te "Ug +t2e > Uge — 20'te " Uey + (V) Uy +"'U,
Upge = —e “Ug— te*QIU& + wleff”Ugn

ug = e Ug,

e, sostituendo nell’equazione,
(¢/)2Urm + (w// - ¢/) n=0.

Se scegliamo 7 = v(z) = € il secondo addendo si annulla e ¥ > 0. Quindi U
risolve ’equazione Uy, = 0, per cui

U(&n) = F(&) + G,

dove F' e GG sono funzioni arbitrarie. Tornando alle variabili originali otteniamo
infine

u(z,t) = F(te ™) + G(te™™)e".

Problema 2.15. (Un principio di massimo). Sia u = u (x,t) una funzione tale
che

(19) Lu = uy — uge <0
nel triangolo caratteristico
T={(z,t):z>t,z+t<1,t>0}.
Provare che, se u € C? (T) e:
a) uz (2,0) <0 per 0 <z <1, allora

maxu = max u(z,0);
T 0<z<1

b) ut (x,0) < 0 per 0 < a <1 oppure Lu < 0 in T, allora
u(z,t) < (L (x,0), perogni (z,t) €T.

Soluzione

a) Sia C un punto in T e consideriamo il triangolo caratteristico T¢ di vertici
A, B, C'in Figura 9.Integriamo su T¢ la disuguaglianza Lu < 0; si ha:

/ (utr — Ugy) dzdt < 0.
Tco
Dalla formula di Green, abbiamo:

/ (utt — Ugy) drdt = / (—ug dz — u, dt)
Tc

otTe
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v

A B

Figura 9.

dove 01T, indica la frontiera di T orientata in senso antiorario. Osserviamo ora
che dt = 0 sul tratto AB, dx = —dt sul tratto BC e dx = dt sul tratto C'A. Si ha

quindi:
/ (—up doz —uy dt) =
OtTe

1
—/ ut(x,O)dx—i—/ (u dt—i—uxd:v)—/ (ug dt + ug dx)
0 BC

CA
1
—/ ut(x,O)da:—l—/ du—/ du
0 BC cA

= —/0 ug (2,0) dz + (u(C) —u(B)) — (u(4) —u(C))

_ _/0 e (2,0) da + 2u (C) — u(B) — u(A).

Possiamo dunque scrivere?

B A !
20)  u(c)= B FuA) / w (z,0) d + / (gt — ) .
2 0 Te
Essendo us (2,0) < 0 e uy — tyy < 0, deduciamo che
B A
uw(C) < u(B) +u(4) < max u.
0<z<1

Essendo C arbitrario in T la tesi segue.
b) Se u; (2,0) < 0 per 0 <z <1 oppure Lu < 0in T, dalla (20) si ha,se C € T,

9Con questo metodo si puo ricavare la formula di d’Alembert.
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Problema 2.16. (Problema di Goursat). Consideriamo il problema (detto ca-
ratteristico o di Goursat)

Ugy + Au =0 x>0,y>0
u(z,0) =u(0,y) =1 >0,y >0

dove A > 0, nel quadrante Rﬁ_ ={(z,y): >0,y >0}.
a) Se u € C?(R2), ridurre il problema all’equazione integrale

(21) wa) =12 [ ["ute.n)dean.

b) Mostrare che la successione definita per ricorrenza
{ Uo(xa y) =0 @
Un1(2,y) =1 = A [§7 [§ un(§,m) ddn
é uniformemente convergente in ogni compatto di Rﬁ_.

¢) Detto

Uso = lim u,
n—-+o0o

mostrare che us, ¢ soluzione (di classe C? nel quadrante) di (21) e che

oo (2,9) = Jo (2v/Aay) .
dove Jy é la funzione di Bessel di ordine 0.
d) Mostrare infine che la soluzione é unica.

Soluzione

a) Dimostriamo ’equivalenza tra il problema e Pequazione integrale. Sia u una
soluzione C? del problema. Integrando I’equazione in x tra 0 ed = abbiamo

(2, y) — 1y (0,) = —A /0 " ule,y) de.

Integrando nuovamente, stavolta tra 0 ed y nella seconda variabile,

w(z,y) — u(0,) — u(z,0) + u(0,0) = — / ’ / " u(e.n) dedn,

da cui, essendo u(z,0) = u(0,y) = 1, si ottiene la (21). Viceversa, se u € C (R?)
verifica (21), allora, per calcolo diretto, u(x,0) = u(0,y) = 1 e, dal teorema fonda-
mentale del calcolo integrale, u € C? (R%). Derivando due volte la (21) si conclude
I’equivalenza delle due formulazioni.
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b) Calcoliamo i primi termini della successione. Si ha

z oy
ui(z,y) = 1—/\/ / dédn=1— Azy
o Jo

: ! 2332342 21’2y2
uz(z,y) = 1_)‘/ /(1—)\§n)dfd77:1—)\xy+)\—:ul(x,y)+)\ >

o Jo 4 (2"

Ty 2,2 3 3
us(w,y) = 1_)‘/ / 1—)\=’Ey+)\2ﬂ dﬁdﬁ:uQ(x,y)—)\Bx'yQ.

o Jo 4 (31

Ragionando per induzione, si ha

n+1yn+1 mn+1yn+1
Unt1(2,y) = un(z,y) + (=1)"7°A CEIE

e quindi
+o0 _)\)n

=y
el ) = 2 (G

La us puo essere vista come una serie di potenze del tipo > a,(zy)™. Il raggio di
convergenza ¢ dato da

(zy)".

. Gnp,
lim
n—-400

. 1 2
—ngriloom(n—l-l) = +o0 (A>0).

an+1
Il teorema sulla convergenza uniforme delle serie di potenze implica che la serie
converge uniformemente in ogni insieme del tipo {(z,y) : 0 < zy < M)}, e quindi,
in particolare, in ogni compatto di Rﬁ_. In particolare, u., € C (Ri)

¢) Sempre per la convergenza uniforme nei compatti del quadrante, per ogni
(z,y) € R? fissato, possiamo passare al limite, nella relazione di ricorrenza in b),
ottenendo

Ty
wso(@y) =1 — A /0 /O oo (€, 17) déd.

Per il punto a), u., € C? (Rf_) e risolve il problema di Goursat. Osserviamo infine
che, per definizione (vedi Appendice A),

per cui

(VAzy)*" = Jo(v/Azy).

d) Siano us ed ug soluzioni del problema di Goursat (per il medesimo A). Allora
w = uy — ug soddisfa 'equazione integrale

wla) == | ’ / " w(e, ) dédy.
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Si puo dunque scrivere

(22) w(z,y) = —A /0 ’ /0 ! [—A /0 ) /0 ") dfdn} dsdt.

Osserviamo che, integrando per parti,

/Oy [/Ot“’(g’”)d”} dt = [t OtW(ﬁ,n)dn]Z—/Oytw(g,t)dt

- "y~ tyw(e, 1) db

e, analogamente,

/ox [/0 w(§,t) dé} dt = /Ox(r — s)w(s, t) ds.

Abbiamo dunque, sostituendo in (22),

w(z,y) = N2 /OI /Oy(:n —5)(y — t)w(s,t) dsdt.

Iterando il ragionamento troviamo

x y Tr—s 2 _ 4\2
w(z,y) ——)\3/0 /0 #w(s,t)dsdt

e per induzione, per ogni n > 1,

w(z,y) = (=A)" /0”” /0?! Ww(s,ﬂ dsdt.

n!)2

Fissiamo ora un compatto K = {(z,y) € R%r :0< 2z <k0<y<k}esia
M = maxg |w|. Si ha, essendo (x — s)"(y — )" < k",

|)\|nk2n+2M
(n1)?

lw(z,y)| < —0 per n — +0o0.

Dunque w = 0 in ogni compatto di Ri e quindi in tutto Ri.
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2.3. Problemi in piu dimensioni

Problema 2.17. (Membrana circolare). Supponiamo che una membrana a ri-
poso occupi il cerchio By = {(x,y) € R? : 22 +y* < 1} e sia mantenuta fissa agli
estremi. Se il peso della membrana é trascurabile e non vi sono carichi esterni,
le vibrazioni della membrana sono descritte dal seguente problema (che, data la
simmetria circolare, scriviamo in coordinate polari):

1 1
utt—02<urr+;ur+ﬁuw)zo 0<r<1,0<9<2m,t>0
w(r,9,0) = g(r,9), wu(r,9,0)=h(r,9) 0<r<1,0<9<2rm
u(1,9,t) =0 0<9<2m t>0.

Usando il metodo di separazione delle variabili trovare una formula di rappre-
sentazione per la soluzione v nel caso h =0 e g = g(r).

Soluzione

Innanzitutto osserviamo che la soluzione (che & unica sotto ragionevoli ipotesi sui
dati) & a simmetria radiale: infatti, se non lo fosse, potremmo costruire differenti
soluzioni dello stesso problema semplicemente componendola con una rotazione (i
dati sono a simmetria sferica!), contraddicendo 'unicita. Quindi u = u(r, t) risolve
il problema

1
utt—02<um-+;ur>20 0O<r<1,t>0
u(r,0) =g(r), w(r,0)=0 0<r<1
u(l,t) =0 t>0.

Cerchiamo soluzioni del tipo u(r, t) = v(r)w(t) tali che, per il momento, w’ (0) =0
e

v(0) finito, v(1) = 0.
Sostituendo nell’equazione abbiamo

o) (t) — ¢ (v”(r) + %um) w(t) = 0.

Separando le variabili, deduciamo
1 w’(t) rm"(r)+(r)
2 w(t) B ro(r)
con y costante. In particolare v risolve il problema
{ (rv") — prv =0
v(0) limitata wv(1) =0.

Se p > 0, 'unica soluzione ¢ v = 0. Infatti, moltiplichiamo ’equazione differenziale
per v e integriamo per parti sull’intervallo (0,1), tenendo conto delle condizioni ai
limiti. Risulta

1 1 1
0= / (rv")'v dr — u/ rv? dr = —/ (V)2 + w?]r dr.
0 0 0

=p
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Essendo p > 0 l'ultimo integrando & non negativo e cio forza v = 0 in (0,1).
Se, viceversa p = -2, L’equazione differenziale &

v 9
V' + =+ Xv=0
r

che & I'equazione di Bessel parametrica di ordine 0 (vedi Appendice A). Le auto-
funzioni costituiscono una base hilbertiana per L2 (0, 1), rispetto al peso w (r) = r
e sono date da

un(r) = Jo (Anr),

dove Jy ¢ la funzione di Bessel di ordine 0 e A1, Ag,... sono i suoi zeri. D’altra
parte, '’equazione per w &

w” (t) + EX2w(t) = 0,

che, con la condizione iniziale w’ (0) = 0 ha la famiglia ad un parametro di soluzioni
data da:

wp(t) = ay, cos (cAnt).
Abbiamo cosi determinato i modi fondamentali di vibrazione della membrana:
U, (7,1) = ap, cos (cAnt)Jo (AnT) .

La soluzione del problema di partenza si ottiene per sovrapposizione:

+oo
u(r,t) = Z an, cos(cAnt)Jo (Apr) .

n=1

Per soddisfare anche la condizione iniziale u (r,0) = g (r) i coefficienti a,, si deter-
minano dall’equazione

+oo
Z anJo ()‘nr) = 9(7")

1

da cui'’, se J; @& la funzione di Bessel di ordine 1,

ap, = JZ(/\n)/O 59(8)Jo(Ans) ds.

10A ppendice A.
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Problema 2.18. (Membrana con dissipazione). Si consideri il problema

e (X, t) + kug(x,t) = 2Au(x,t) x e R? t>0
u(x,0) =0, u(x,0) = g(x) x € R%

a) Trovare a € R in modo che, posto
v(x,t) = e*u(x,t),

v risolva un’equazione senza termini del primo ordine (ma con termini di ordine
zero) su R? x {t > 0}.

b) Trovare § € R in modo che, posto

w(xy, Te, T3,t) = w(X, x3,t) = 7% v(x, 1),

w risolva un’equazione con solo termini del secondo ordine su R? x {t > 0}.

¢) Trovare la soluzione u del problema di partenza.

Soluzione
a) Possiamo scrivere
u(x,t) = e “u(x, t)
e quindi
uy = —ae Yy 4 ey,
ur = ole % — 2ae %y + e oy
Au = e *Av.
Sostituendo nell’equazione abbiamo
e™ (v + (k — 20)vy + (0 — ka)v) = e™* Av.
Di conseguenza, posto
a=k/2,
abbiamo che
v(x,t) = " ?u(x,t)
risolve
k? 9
Vg — IU = c"Av.
b) Scriviamo
v(x,t) = e PP w(x, 3, 1)
da cui
v = e Pwy
Uiy T Vzazy = e hes (Wayzy + Wapay) s
e sostituendo abbiamo

k‘2
—Bx 2 —pBx
e B 3wtt = c“e Bxs (wIlIl +wa:29:2 —+ @w .
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Osservando che

Wy = 2w
basta scegliere

B =Fk/(2c)
per ottenere che

w(x, z3,t) = "3/ 2y (x, )

risolve

Wi = AW
(I'ultimo laplaciano @ inteso in 3 dimensioni).

¢) Tenendo conto che
w(x, x3,t) = eF@3Fte)/2e(x )

calcoliamo le condizioni iniziali per w. Abbiamo

w(x,z3,0) = e"3/20(x,0) =0
kL
we(x,x3,0) = iekm/%u(x, 0) + eF73/2ey(x, 0)
— eka:g/ch(X)

e quindi, dalla formula di Kirchoff,
1
42t

U(Xa t) = U)(X,O,t) = / ekag/ch(olaOQ) do
0Bt (x,0)
dove do indica Pelemento di superficie su 0B.t(x,0). Per arrivare ad una formula
piu significativa, riduciamo 'integrale sulla sfera 0B.:(x,0) ad un integrale doppio
sul cerchio
K. (X) = {y = (yhyg) : |y — X|2 < 62t2} .

L’equazione dei due emisferi superiore ed inferiore ¢,

y3 = £/ 22 —r2 (7"2 =y — x|2)

r2

ct
do =4/1+ mdyldyg = Wdyldyg.

Abbiamo, dunque,

1 b/ EE 12 /2 k22122 } 9(y1,y2)
t _ - C T c c ™ c —d d
v(x1) dre Jk,, (%) [e e V22 — 2 Yy

1 kn/C22 — 12
= — cosh ¢ r 9(r, o) dy1 dys.
2me JK, . (x) 2¢c Vet2 — 2

u(x,t) = e F/2y(x,t).

ed infine
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Problema 2.19. (Soluzione fondamentale in dimensione 2). Scrivere
P’espressione della soluzione fondamentale dell’equazione delle onde bidimensio-
nale con e senza dissipazione.

Soluzione

Per determinare la soluzione fondamentale ricordiamo che la soluzione del pro-
blema di Cauchy

uge(x,t) — 2Au(x,t) =0 xcR%2 t>0
u(x,0) =0, wu(x,0)=h(x) xe€R?

¢ data dalla formula di Poisson

uxt) = — hly) dy =
2me Jpax) 2 — [x —y[?
1 H (2 —|x—y|?
= ( ) h(y)dy

2mc R2 02t2—|x—y2

dove H indica la funzione di Heaviside. L’espressione della soluzione K (x,z,t) si
trova con h data dalla distribuzione di Dirac in z e cioé

1 H (A —|x—z[?)

2re \/ct? — |x —z|?
1 1
= 2me (/22 — |x — z]?

K(x,z,t) =

per |x —z|? < ?t?

0 per |x — z|? > 2t2.

Questa soluzione rappresenta la perturbazione generata da un impulso iniziale di
intensita unitaria, corrispondente ai dati iniziali

u(x0)=0 e u(x0)=0dx—12z).
Si noti che al tempo ¢ la propagazione interessa tutti i punti all’interno del cerchio
{(xt) : [x— 7> < 02t2} .

Nel caso in cui sia presente nell’equazione il termine dissipativo kut dal problema
’
precedente ricaviamo che la soluzione fondamentale ¢ data da

—kt/2 ki /212 — |x — 212\ H (2?2 — |x — z|?
Kdz‘ss(X,Z,t):GQ cosh( ¢ [ Z|> (C [ Z|)

e 2c /212 — |x — 2|2




248 4 Onde

Problema 2.20. (Applicazione della formula di Kirchoff). Consideriamo il pro-
blema
ug — c2Au =0 xeR3,t>0
{ U(X, 0) = g(x), ut(xv 0) = h(X) X € R37
con g ed h regolari (di classe C® e C? rispettivamente). Supponiamo che i dati
g, h abbiano supporto nella sfera B,(0). Descrivere il supporto della soluzione
u ad ogni istante t.

Soluzione

Ricordiamo che, dalla formula di Kirchoff, la soluzione del problema dato é

o 1 1
1) = — d h(o)d
=5 l‘“c% /83ut<x> o) U] B /fmct(x) (7)o

La condizione sui supporti dei dati iniziali puo essere scritta come

lyl>p = g(y)=0,h(y)=0.

Dall’espressione della soluzione ricaviamo che u & sicuramente nulla nel punto (x, t)
se

dB.+(x) N B, (0) = 0.
Cio si verifica se
x| +p <ct
oppure se
x| — p > ct.
Il supporto della soluzione all’istante ¢ ¢ dunque contenuto nella corona sferica
{xeR>: ct—p<|x|<ct+p}

che si espande radialmente alla velocita c.

Problema 2.21. (Focalizzazione di una discontinuitd). Determinare la solu-
zione del problema

Uy — AU =0 xeR? t>0

U(X, 0) =0, ut(xa 0) = h(|X|) X € R3a

dove (r = |x])

1 0<r<1
h(r):{ 0 7';1._

Soluzione

Si noti che la soluzione & continua inizialmente in x = 0; essendo poi radiale e
pensando h prolungata a tutto l’asse reale in modo pari, w ha la forma
F(r+ct) G(r—ct)

w(r,t) = " + " .
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La condizione w (r,0) = 0 implica F (r) = —G (r). La seconda condizione iniziale
implica allora

G (r)=—rh(r)/2c

da cui

1 T

G(r):——/ sh(s) ds + G (0)

2c Jo

ed infine
F _ 1 r4ct
w(r,t) = (T+Ct)+G(T Ct)——/ sh(s) ds.
T r 2cr |/,

"—ct
Per calcolare il valore di w distinguiamo varie regioni del piano rt (Figura 10). Nel
settore triangolare
{(rt): —1<r—ct<r+c<l1}
(che implica in particolare t < 1/¢) si ha h = 1, per cui
r+ct

r+ct 82
/ sh(s) ds= {—} = 2crt.
r—ct 2 r—ct

w(r,t) =t

che vale, per continuita, anche se r = 0. In particolare

Se r #£ 0 si trova

1 1
w(0,t) > = se t1-.
c c
Se t > 1/¢, nel settore
{(r,t):r—ct <=1, r+ct>1}

r+ct 1
/ sh(s) ds:/ s ds=0.
r—ct -1

Di conseguenza, w(r,t) = 0 e quindi w presenta una discontinuita in (0,1/c),
dovuta, in ultima analisi, alla focalizzazione in r = 0 della discontinuita di wy
sulla circonferenza r = 1.

Nei settori

si ha

{(r,t):r—ct>1} e {(rt):r+c< -1}
si ha h =0 per cui w (r,t) = 0.
Nella semistriscia
{(ryt):=1<r—ct<l,r+ct>1}
si trova
1 1! 1—(r—ct)?
w(r,t):—/ sh(s) ds = — stZM
2cr Jo_ et 2cr J_ et der

ed infine, nella semistriscia

{(r,t):r—ct< -1, —1< r+ct <1}
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si trova
1 r+ct 1 r+ct (7“ + Ct)2 -1
s = — h d = — =
w(r:?) 2cr /_1 sh(s) ds 2cr )4 8 der
r=-1-ct r=1-ct T r=-1+ct r=1+ct

2_
we (r+ct)" -1
4er

Figura 10. La soluzione del Problema 2.21.

Problema 2.22. (Riflessione di onde acustiche). Un’onda armonica piana di
ampiezza A e frequenza wy, che si propaga con velocita ¢ nel piano xz, incide
sul piano x = 0 e viene riflessa, come indicato in Figura 11. Determinare il
potenziale acustico (di velocita) dell’onda incidente e di quella riflessa (usare la
notazione complessa).

Soluzione
In generale, un’onda armonica piana ha un potenziale acustico della forma

¢ (x,2,t) = Aexp {i (k1z + koy + k3z — wt) } (w>0).

v

Figura 11. Riflessione di onde acustiche.
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L’onda si propaga nella direzione del vettore numero d’onde k = (k1, ko, k3) con
velocita w/ |k|. Nel nostro caso si ha k; = (k1,0,k3), e il potenziale acustico
dell’onda armonica piana ¢ della forma

o1 (2,2,t) = Aexp {i (kiz + k3z —wit)}.

Se indichiamo con c la velocita dell’onda, deve essere

wr
ki| =—
c
per cui, in riferimento alla Figura 11, si ottiene
wr . wr
ki =——sinf;, ko= —cosf;
c c

e quindi
. T z .
o5 (x,2,t) = Aexp {zw[ (_E cosOr + p sinfr — t)} .

Per determinare il potenziale ¢, (z, z,t) dell’onda riflessa, cerchiamo una soluzione
dell’equazione
¢tt - C2 ((bxx + (bzz) =0
della forma
0 (l‘, 2, t) = (bI (l‘, Z, t) + QSR (m’ 2, t)
con la condizione di riflessione
99
o

Affinché ¢ (z, 2, t) sia soluzione, deve essere, sempre in riferimento alla figura,
¢p (z,2,t) = Bexp {in (% cosfp + g sinfpr — t)} .
Imponendo la condizione di riflessione, si ha:
—AcosOrexp {iw; (E cosbr — t) } + Bcosfgexp {sz (Z cosfpr — t)} 0.
Poiché questa equazione deve valere per z € R e per t > 0, deve essere
A=B,0; =0, w; =wg.

=0 sul piano z = 0.

L’onda viene dunque riflessa senza cambiare ampiezza o frequenza e ’angolo di
incidenza ¢ uguale a quello di riflessione.

3. Esercizi proposti

Esercizio 3.1. E dato il problema

utt_CQUxa::O 0<z<L t>0
u((),t)f() u(L t):B t>0.

a) Determinare la soluzione stazionaria ug del problema.
b) Trovare un’espressione formale per la soluzione w.
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c¢) Verificare che, per t — oo, u non tende ad .

Esercizio 3.2. Si consideri il problema

Upp — CUgy =0 O<z<L,t>0
w(z,0) = g(x), w(z,0)=0 0<z<L
ug (0,t) = uy (L, t) =0 t>0.

a) Definendo opportunamente il dato iniziale g al di fuori dell’intervallo [0, L],
utilizzare la formula di d’Alembert per rappresentare la soluzione come sovrappo-
sizione di onde progressive.

b) Esaminare il significato fisico del risultato.
Esercizio 3.3. Risolvere il problema

Ug — gy = f(z,t) 0<az <L, t>0
w(z,0) =u(x,0) =0 0<z<L
w(0,t) =u(L,t) =0 t>0

nei casi

a) f(x,t) =e 'sin (W—;>,

b) f(z,t) = xe .

Esercizio 3.4.  Risolvere il problema (di Cauchy—Neumann)

U — Uz = f(2, 1) 0<2<L,t>0
w(z,0) = u(z,0)=0 0<z<L
Uz (0,t) = uz(L,t) =0 t>0

per

f(z,t) = e " cos (%) .

Esercizio 3.5. Sia u = u(z,t) una funzione tale che
(23) Lu =ty —Ugy —h?u <0, h>0
nel triangolo caratteristico

T=A{(z,t):z>t,z+t<1,¢t>0}.
Provare che, se v € C? (T) eper 0 <z <1,
u(z,0) <M <0, u(x,0)<0,
allora
u<0 inT.

Esercizio 3.6.  Scrivere il modello matematico per le vibrazioni trasversali
libere di una corda semiinfinita, con posizione e velocita iniziali date, supponendo
che D'estremo sia libero di muoversi lungo una guida rettilinea trasversale alla
corda stessa. Fornire una formula per la soluzione di tale problema (si veda anche
Problema 2.6).
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Esercizio 3.7. In riferimento al Problema 2.7, trovare la soluzione per
ft)=—g
(cioé quando le oscillazioni forzate sono provocate dalla forza di gravita).

Esercizio 3.8.  Risolvere il problema precedente nel caso in cui la corda non
sia ferma inizialmente, ma si abbia

u(z,0) = 1.

Esercizio 3.9. In riferimento ai Problemi 2.8, 2.9, studiare numericamente
ilcasoL=1m, g=98m/s>, h=0¢

m 0<z<2
. <=
fay =) 100 =T=3
1-2z) 1
—<zx<l.
100 2 =

In particolare
a) trovare le prime tre frequenze di vibrazione;
b) calcolare le ampiezze dei primi tre modi di vibrazione;
c¢) plottare, per alcuni valori di t, 'approssimazione data dalla somma dei primi
tre modi di vibrazione.

Esercizio 3.10.  Data I’'equazione del secondo ordine

Uyy — 2Ugy + 2Uy — uy = 4e”,

classificarla e calcolarne le caratteristiche. Se possibile, determinarne la soluzione
generale.

Esercizio 3.11.  Data I’equazione del secondo ordine

Ugy + YUy —u = 0,

classificarla e calcolarne le caratteristiche. Se possibile, determinarne l'integrale

generale.

Esercizio 3.12. Sia I' una curva di equazione = = ¢ (y) con ¢ € C?(0,00),
continua in y = 0 e v (0) = 0, ¢’ (0) > 0. Esaminare la risolubilita del seguente
problema:

Ugy = F(2,y) per x> ¢ (y),y >0
u(x,0) =g (x) x>0
ulp(y),y) =h@) y>0

(puo essere utile integrare sul rettangolo R in Figura 12).

Esercizio 3.13. Nel settore

S={(z,t): =t <zx < t,z >0},
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S

v

(9(»),0) (x,0)

Figura 12.
risolvere il problema
Ut — Ugg =0 nel settore S
U(IL',LE) = g(l'), 'U,(:B, _:L') = h(ﬂ?) x>0

9(0) =h(0).
Esercizio 3.14. Stabilire se i seguenti problemi sono ben posti o malposti.

a) Problema di Cauchy caratteristico'':

Ut — Upy = 0 nel semipiano x >t
u(z,z) = f(x) reR
Ou(z,z) =g(z) zeR,

dove

v= L (1,-1)

V2
(versore normale alla caratteristica x = t).
b) Valori al bordo nel quadrante:
U — Uy =0  x>0,t>0
u(z,0)=f(x) >0
u(0,t) =g(t) ¢>0.
Esercizio 3.15. Consideriamo il seguente problema per una corda con fri-
zione interna:

PUtt — TUzy = YUzt O<ax<L, t>0
(21) W (r,0) = F (@), (2,0) = g(a) 0<z <L
u(0,t) =u(L,t) =0 t >0,

HT qati di Cauchy sono assegnati su una linea caratteristica.
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con p, T,y costanti positive.

a) Sia

1 (L
E(t) = 5/0 [puf + Tu2] da.

Supponendo sufficiente regolarita per u, dimostrare che E’' (t) < 0 ed interpretare
il risultato.

b) Usare il risultato del punto a) per dimostrare un teorema di unicita per il
problema (24).

c¢) Utilizzando il metodo di separazione delle variabili, stabilire se u(x,t) — 0
per t — oo.

Esercizio 3.16. Dato \ > 0, consideriamo il problema

{ Utt((L’,ZI/,t) = uxw(xayﬂ t) + uyy(x’ya t) + /\U($797t) (x7y) S R2a t > O
w(z,y,0) = f(,9), uz,y,0) = g(z,y) (z,y) € R%.

a) Determinare k in modo che la funzione

'U(:L', Y, z, t) = ekzu(xv Y, t)
soddisfi 'equazione

Vgt = Vg + Vyy + Vzz.

b) Utilizzando il risultato di a) trovare una formula di rappresentazione per la
soluzione del problema dato.

Esercizio 3.17 (Guida acustica piana). Consideriamo una regione dello spa-
zio delimitata da due piani = 0 e © = d (che consideriamo come guida acu-
stica). Quali onde armoniche piane, polarizzate nel piano xz, possono propagarsi
all’interno della regione? Studiarne le proprieta.

Esercizio 3.18 (Onde sonore lungo un tubo). Studiare la propagazione di
onde sonore di velocita ¢ e frequenza angolare w, lungo un tubo cilindrico semiin-
finito di raggio a. Stabilire, in particolare, quali modi si possono propagare senza
attenuazione al variare del raggio a.

3.1. Soluzioni

Soluzione 3.1. a) La soluzione stazionaria ¢ la funzione indipendente dal
tempo che risolve il problema con le sole condizioni di Dirichlet. Quindi ug = wug(x)
¢ soluzione di

uy =0 O<z<L
{ UO(O) = O, UO(L) = B.
Si ottiene

uo(x) = ==
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b) Per applicare il metodo di separazione delle variabili dobbiamo avere condizioni
di Dirichlet omogenee. Poniamo

Uz, t) = u(z,t) — uo(z).

Allora U risolve

Uy — Uz =0 O<z<L t>0
U(z,0) =g(z) — %m, Ui(z,0) =h(z) 0<z<L
U0,t) = U(L,t) =0 t> 0.
Cerchiamo soluzioni del tipo U(z,t) = v(z)w(t). Seguendo lo svolgimento del

Problema 2.1 otteniamo che la soluzione si scrive come

= ckm ckm kr
Uz,t) = ; [ak cos (Tt> + by sin (Tt)} sin (Tx)

Deve essere, pert =0e 0 <z < L,

+o0 oo
. [ km B ckrm, . [(km
Zak sin (Tm) =g(z) — 7% E Tbk sin (Tm> = h(x),

k=1
per cui i coefficienti a,, e b, sono assegnati dalle formule

L L
ap = % /o <g(:p) - %x) sin (k—gx> dx, b = % | h(z) sin (k_;x> dz.

c) La u trovata al punto b) & 2L-periodica nel tempo, quindi ammette limite per
t — oo se e solo se & costante nel tempo, e cid avviene se e solo se g(x) = up(x) e
h(z) = 0. In tutti gli altri casi la soluzione oscilla indefinitamente e non tende alla
soluzione stazionaria.

Soluzione 3.2. Procediamo come nel Problema 2.2 estendendo la definizione
dei dati di Cauchy a tutto R, in modo tale che il problema di Cauchy globale
corrispondente abbia una soluzione con derivata spaziale nulla sulle rette x = 0,
x = L. Restringendo tale soluzione sulla striscia [0, L] x {¢ > 0} otterremo la
soluzione del problema dato. Se indichiamo con g e h le estensioni dei dati, la
soluzione del problema di Cauchy globale ¢ data dalla formula di D’Alembert

1 _ _ T+ct N
u(z,t) = = [g(x — ct) + gl + ct)] + — h(s) ds.
2 2¢ r—ct
Dobbiamo scegliere § e k in modo da soddisfare le condizioni iniziali e di Neumann
agli estremi. L’estensione pitt semplice di h consiste nel porre h = 0. Per I’estensione
di g deve quindi essere

u(z,0) = g(z) = g(x) 0<z<L
1 (0,) = % [ (—ct) + §(ct)] = 0 £>0
w(L,t) = % (L —ct) +F(L+et)] =0 t>0.
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Ne segue che, per ogni s,

(25) §(s)=-g(=s), JL+s)=-g(L-s).
La prima condizione indica che §’ deve essere una funzione dispari e quindi g una
funzione pari. Dalla seconda condizione, abbiamo

J(s+2L) =7 (L+(L+s)=-7(L—(L+s))=-7(=s)=7(s),
e quindi §’ ¢ una funzione 2L-periodica. Di conseguenza, anche g ¢ 2L—periodica
e tale che
{ g(s) 0<s<lL,
-9

(—s) —L<s<O.
La soluzione del problema originale ¢ dunque data da

g9(s) =

(26) u(z,t) = % [6(z —ct) + gz + ct)] per 0 <z <L, ¢t>0.

Tl significato fisico della (26) si ricava con ragionamenti del tutto analoghi a quelli
fatti per il Problema 2.2. Iunica differenza & che ogni riflessione agli estremi non
& accompagnata da un cambio di segno, essendo 1’estensione di g pari.

Soluzione 3.3. Utilizzando la formula (11) otteniamo

a)
u(z,t) = L—2 et —cos (C—Wt> + L sin (C—Wt) sin (ZSE)
O L cm L L)
b)
2L X (—DkLE T, ckm L . (ckn \] . [km
u(z,t) = — kZZI W2+ Enoie [e — cos (Tt> + - Sin <Tt>} sin <T:):>
Soluzione 3.4. Seguendo la soluzione del Problema 2.5 otteniamo

412 _ cr 2L T
u@t) = e |© _COS(QL >+ Sm(?L ) COS(QL )

Soluzione 3.5. Sia C un punto in T e consideriamo il triangolo caratteristico
Te di vertici A, B, C'in Figura 9. Procediamo come nel Problema 2.15 integrando
su T la disuguaglianza Lu < 0. Si trova

B A ! 1

(27) u(C) < ulB)+uld) +/ w (z,0) dz + —/ h?u dadt.
2 0 2 Jre

Poiché u(z,0) < M < 0 per 0 < z < 1, per continuita la funzione u (z,t) si

mantiene positiva, almeno per ¢ > 0 abbastanza piccolo. Se © non si mantenesse

negativa in tutto T, dovrebbe esserci un punto C' = (zg, to) in cui si annulla per
la prima volta; si avrebbe cioe

u(xo,to) =0 e wu(z,t) <0 pert<tp.
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Dalla (27) si avrebbe, essendo u(A) < M, u(B) < M e u < 0 in Te:
0=u(C)< M <0,
contraddizione. Deve dunque essere u < 0 in tutto 7T'.

Soluzione 3.6. Se indichiamo con wu(z,t) il profilo della corda all’istante t, il
modello ¢ dato da

Ut — CUgy =0 z>0,t>0
ut(0,8) =0 t>0.

Seguendo lo svolgimento del Problema 2.6 cerchiamo § e h, definite su R, tali che
coincidano con g ed h per x > 0, e che la funzione

x+ct N
u(e,t) = 5 (gl + ef) + gla — ct)] + o / s

(data dalla formula di D’Alembert) soddisfi la condizione
Ut (O, t) =0
per ogni ¢ > 0. Abbiamo

o (1) = % (2 + o) + 5 (z — ct)] + % [+ et) — hfa — ct)

e quindi la condizione all’estremo si scrive

% (7 (ct) + g (—ct)] + 2ic [ﬁ(ct) — ﬁ(—ct)} =0.

Quindi basta estendere h in modo pari e ¢’ in modo dispari (cioé g in modo pari).

Soluzione 3.7. Dalla (14) ricaviamo

ARG HEHIE
= potes [ (= E) (=)o

L’ultimo integrale vale 0 se t < z/c, e

u(z,t)

1 x\2 x
— (T — —) set>—.
2 c c
In conclusione, abbiamo
2
th—(r 5) 0<z<ct
u(z,t) = 2 ¢
bl - t2
—g— >ct
973 x>c

L’interpretazione non ¢ difficile. La porzione di corda da x = ct in poi cade sotto
il solo effetto della gravita. L’influenza dell’estremo fisso si sente solo sulla parte
da z =0 ad « = ¢t (e quindi si propaga con velocita c).
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Soluzione 3.8.

Ripercorrendo lo svolgimento del Problema 2.7 arriviamo
all’equazione ordinaria

—CPUps (2, 8) + s*u(z,s) = F(s) + 1,
che integrata fornisce

1— efzs/c
Ulz,s) = (1+F(s))——5—
Antitrasformando, nel nostro caso si ottiene

o)t (5 (- 5) -4~ (- - 2]
Soluzione 3.9.

a) Dalla soluzione del Problema 2.9, le frequenze dei modi
fondamentali sono date dalla formula

_ % /9
T 4n [ L
dove i numeri «; sono gli zeri della funzione di Bessel .Jy. I primi tre zeri sono
o1 = 2.40483...,
per cui si trova

oy = 5.52008..., a3 = 8.65373...

vy = 0.5990..., v2 =1.3750..., vz =2.1558....

b) Usando sempre la soluzione del Problema 2.9, i primi tre modi fondamentali
Sono

uj (x,t) = AjJo (/) cos ( 950, t) j=1,2,3

2
dove

1 12 g P (l-a)
Ajzm{/o EJO(%'\/E)C“JJF/U2 100 Jo(ajﬁ)dx}'

Inserendo i valori trovati in a), abbiamo:

Ay = 0.003874..., Ay = —0.005787...,

Az = 0.002371... .

Come si vede le ampiezze sono molto pit piccole di 1 (la lunghezza della catena a
riposo).

c¢) Si veda la Figura 13.

Soluzione 3.10.

L’equazione ¢ iperbolica. Le due famiglie di caratteristiche
sono date da x = costante ed = + 2y = costante. La soluzione generale ¢ data da

u(z,y) = 2e* + elet2y)/2 [F(z) + Gz + 2y)],
dove F e GG sono funzioni arbitrarie.



t=0 t=04 t=0.8 t=12

t=1.6 t=2 t=24 t=2.38

Figura 13. Posizioni della catena pendente (Esercizio 3.9) in vari istanti.

Soluzione 3.11. L’equazione ¢ iperbolica. Le due famiglie di caratteristiche
sono date da x = costante ed y = costante (I’equazione & gia in forma normale).
Poniamo v = u,, e deriviamo l’equazione rispetto ad y. Si ottiene

Vgy + YUy +v —v =0,
cioe (vy)s + yv, = 0. Integrando rispetto ad z si ottiene
vy = f(y)e ™
da cui, integrando due volte
) = 9G(@)+ G0 + [ = me () dn
dove f e G sono funzioni arbitrarie.

Soluzione 3.12. Integrando sul rettangolo R si ha:

[ ot acan = ["ag L ;) g € dn = [y ) =, G () ]

= u(z,y) —u(z,0)—u(p(y),y) +ulp(y),0).

Utilizzando i dati e 'equazione, troviamo la seguente formula di rappresentazione
per u:

(28) u(sw)—h<y)+g<x>—g<w<y>>+/oy/f Pl din
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Sia @ la regione {z > ¢ (y), y > 0}. Siano: F € C (Q); h,g € C*(0,00), continue
in x = 0 e y = 0, rispettivamente, con
h(0) =g(0).
Con queste ipotesi, si controlla facilmente che la (28) definisce una soluzione u €
C?(Q)NC(Q). B
Per I'unicita, supponiamo che u, v siano soluzioni in C? (Q) N C (Q) dello stesso
problema. La differenza w = u — v ¢ allora soluzione di w,, = 0 con dati nulli. Se

integriamo sul rettangolo di vertici (a,b) , (x,b), (a,y), (x,y), con p(y) <a<x e
0 < b < y, troviamo, con gli stessi calcoli di prima,

O:/wzy(fvn)dgdn:w(xvy)_w(avy)_w(mvb)+w(avb)'
R

Passando al limite per a — ¢ (y) e b — 0, poiché w (a,y), w (z,b) e w (a, b) tendono
a zero, si ottiene w (z,y) = 0 da cui 'unicita della soluzione.

Soluzione 3.13. Se g,h € C?(0,00) e sono continue in zero, esiste una sola
soluzione del problema con due derivate continue in S e continua in S, data da

u(m,t):g(x;_t>+h(x2_t>—4,0(0).

Soluzione 3.14. a) La soluzione & della forma

u(z,t)=F(x+t)+G(x—1).

Imponiamo i dati di Cauchy sulla retta = t; si trova:
(29) u(z,z) = F(22)+ G (0) = f(2)

che implica

1 F i
7 [ (2, 2) — uy (2,2)] = V26" (0) = g ().

Il problema é dunque risolubile solo se il dato di Neumann g & costante:
g9(z) = k.

In tal caso si hanno infinite soluzioni date da

u(m,t)zf(m;—t>-I—%(m—t)-f—G(m—t)

dove G & una qualunque funzione tale che G (0) = G’ (0) = 0. Si tratta dunque di
un problema mal posto.

b) Anche questo problema ¢ mal posto. Tutte le funzioni del tipo
u(z,t)=F(z+t)— F(z—1)

con F' funzione pari (F' (—z) = F (z)) sono soluzioni del problema con dati nulli.
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Soluzione 3.15. a) Derivando sotto il segno di integrale'? si ha

L
E'(t)= / [pustge + TUp U] d.
0

Dalle condizioni agli estremi deduciamo u; (0,t) = u, (0, L) = 0, per cui

L . L L
/ UpUprdT = [Ugs]y —/ UppUpdT = —/ UppUr AT
0 0 0

e quindi, dall’equazione differenziale,

E'(t)

L L
/ Ut [PUt — TUgy) dT =7y / U Uzt AT
0 0

L L
= v [utum]g - 'y/ ut,dr = —’y/ uZ,dz < 0.
0 0

Interpretazione: E (t) rappresenta I’energia meccanica totale al tempo t. La formula
L
B0 [ i
0

indica che la corda dissipa energia al tasso —y fo u2,dz. Nel modello della piccole
vibrazioni di una corda, u, rappresenta lo spostamento relativo delle particelle di
corda ed il termine u,: € la velocita di variazione di w,. Il termine — fOL u2,dw
rappresenta dunque l’energia cinetica per unita di tempo dissipata a causa della
frizione interna tra le particelle di corda.

la differenza w = u — v & soluzione
= g(z) = 0. Se E(t) ¢ lenergia
(t) < 0 mentre F (0) = 0, essendo
Deve dunque essere E (t) = 0 per

b) Se u, v sono soluzioni del problema (24),
dello stesso problema con dati iniziali f(x)
associata a w, dal punto a) abbiamo che E’

wx(:p,O):f/(ﬂs):()ewt(x,O):g(:E) 0.
ogni t > 0, che implica

wy =wg =0

per ogni 0 < = < L e ogni t > 0. Ma allora w ¢& costante ed essendo nulla
inizialmente deve essere sempre nulla; ne segue u = v.

c) Cerchiamo soluzioni della forma

u(z,t) =v(x)w(t).

Sostituendo nell’equazione differenziale, abbiamo

pv (z)w” () = 70" (2) w () = y0" (x) w' (¢)
Separando le variabili e ponendo ¢? = 7/p e €2 = 7/p, possiamo scrivere:

v (z) w” (¢) e
v(z)  w(t)+e2w (t) A

12 ecito se, per esempio, u ha derivate seconde continue in 0 < x < L, ¢t > 0.
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Il problema agli autovalori per v &, quindi:

v (z) + N (z) =0, v(0)=v(L)=0
che da le soluzioni

vp, () = sin Ay, )\n:n—Lﬂ, n=12,....
Per w abbiamo, di conseguenza:
w” (t) + 22w’ (t) + AEX2w (t) = 0.
L’integrale generale di questa equazione dipende dal segno di
6 = e*N2 — 4c2

Se 8, < 0, cio¢ per 1 <n < 4c¢?L?/(n%e?),

wy, (t) = exp (—ﬁt) lan sin (MT\/Mt> + b,, cos (@t)] )

2

Se esiste n tale che §,, = 0,

wn (£) = (an + but) exp (-5% > .

2
Se d, >0

—e2)\? +An\/ﬁt
2 2

_52/\2 _ )\nmt>

W () = ap exp (

La soluzione del problema (24) avra la forma

u(x,t) = Z wy, (t) sin A, .
n=1

+ by, exp (

Supponendo i dati f e g sviluppabili in serie di Fourier di soli seni in [0, L], i coeffi-
cienti a,, e by, si determinano imponendo i dati iniziali. Per stabilire se u (x,t) — 0
per t — oo non c¢’¢ bisogno di calcolarli esattamente. Supponiamo infatti che i dati
f e g siano, per esempio, di classe C* (R) in modo che
oo
> (lan] +Jbul) < oo.
n=1

Osserviamo ora che, nel caso §,, < 0,

e2)\2 g2n?
i 01 |+ s (5520 < Gl + s (-S54

Nel caso che ¢,, = 0, si ha

22 2.2
[wn ()] < (Jan] + t|bn]) exp <_6 2"t) < (lan| + t|bn|) exp <—52[7; t> )

Sia ora d,, > 0. In questo caso si ha:

24,2 24,2 4c? 2¢?
—€°A, F A0, =N, | =144 /1 — e <—-——<0
€

n
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e quindi

2¢2 g2m?
|wn, (8)] < |an| exp <—?t> + by, exp <exp— 572 t) .
E’ ora facile concludere che u (z,t) — 0 per t — oo.

Soluzione 3.16. Per comodita di notazione indichiamo con Ay e A3 'operatore
di Laplace in due e tre dimensioni rispettivamente.

a) Si ha
Vg — Az = [utt — Aosu — kQU} e =0 se k= V.

b) La funzione v precedentemente introdotta risolve il problema di Cauchy
vy = Agv (r,9,2) €R3,t >0
{ v(@,y,2,0) = f(,y)e*,  wvl2,y,2,0) = g(z,y)e** (2,9,2) € R?
( k =+/\). Dalla formula di Kirchoff abbiamo

0|1 " 1
t)=—|— <d — Md
oey20) = [m L Hemeol v o [ gemeio
e quindi
w(z,y,t) = v(z,y0,1)=

o1 / . 1 .
S F(me do +—/ g(E,m)e* do.
ot [4“ 9B, (x.4,0) (&) Amt JoB, (x.y.0) (&)

Gli integrali sulla superficie 9By (z,y,0) possono poi essere ridotti ad integrali sul
cerchio Ky (x,y) come nel Problema 2.18.

Soluzione 3.17. Certamente si possono propagare onde con vettore numero
d’onde parallelo all’asse z il cui potenziale acustico ¢ della forma

@ (z,t) = Aexp{i(ksz — wt)}.
Possiamo perd immaginare onde che si propagano in una direzione diversa con
continue riflessioni sulle pareti della guida. Essendo polarizzate nel piano zz, pos-
siamo rappresentarle come somma di un’onda incidente e di una riflessa e cioé

x=d

Figura 14.
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mediante un potenziale acustico della forma (Figura 14)
¢ (x,z,t) = Aexp {iw (% cos 05 + % sinf; — t) }—l—Aexp {iw (—% cosOr + E sinf; — t)}

dove abbiamo tenuto conto dei risultati del Problema 2.22.
Affinché I'onda venga riflessa devono essere verificate le condizioni di Neumann
omogenee sulle pareti della guida:

o (Oa z,t) = ¢, (dv th) =0.
La condizione ¢, (0, z,t) = 0 ¢ soddisfatta, altra da

wd wd
exp zTCOSHI = exp —z7cos01

che implica

d
w_COSGIZ_w_COSHI+2n7T, n=0,1,2,..
c c
da cui
nmwe
30 0 = —.
(30) cosbr = —

Poiché 0 < cosf; < 1, I'ultima equazione ha soluzioni reali solo per i numeri interi
n < N, dove N ¢ il massimo intero tale che

wd
n<—.
e
Esiste quindi solo un numero finito N di angoli di incidenza 05, secondo i quali
un’onda armonica piana puo propagarsi lungo la guida. Ognuno di questi angoli
corrisponde ad un modo della guida.
Fissato n, abbiamo

. n2r2c2 . 2 2.2
sinf; =14/1— er e —sinfy = =z R
e quindi
w?  nir?
BENE T e

¢ il numero d’onde nella direzione z. Dalla formula di Eulero
2cosa =€ +e ¢

con a = n/d, possiamo scrivere il potenziale per I'n—esimo modo nella forma pit

significativa seguente:

(31) o, (x,2,t) = 2A cos T%'m exp {i (k3z —wt)}.

Per n = 0 ritroviamo 'onda che si propaga in direzione z con velocita c. Per
0 < n < N, l'onda ha il carattere di un’onda stazionaria nella direzione x e di una
progressiva nella direzione z.

Soluzioni complesse della (30) corrispondono a numeri d’onda k3 immaginari
puri. Il potenziale (31) corrisponde ad onde che decadono esponenzialmente per
z — 400 (onde evanescenti).
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Nota. Alternativamente si potrebbe fissare il numero d’onde ks3. Esiste allora
una frequenza di taglio

al di sotto della quale non vi é propagazione di onde armoniche, ed una successione

di frequenze di risonanza
2.2
nemw
_ 2
wp =\ k3 + 7

alle quali corrispondono onde armoniche che possono propagarsi.

Soluzione 3.18. Usiamo coordinate cilindriche, r = /22 + 42, 6, z con 0 <
0 < 2w, z € R. Le onde di frequenza angolare w che si propagano lungo il tubo si
possono descrivere con un potenziale acustico del tipo

®(r,0,z,t) = p(r,0,z) e ",
soluzione dell’equazione delle onde
1 1
(32) cI)t‘t_C2 {(I)r7’+;(br+r_2q)90+(bzz} =0
all’interno del cilindro. Inoltre, la condizione di velocitad normale nulla sulle pareti
del tubo implica la condizione di Neumann omogenea
¥, (a,0,2) =0.

Sostituendo ¢ (1,6, 2) e~ nella (32) si trova per ¢ I'equazione
1 1 w?
(33) (prr—'_;(pr—'_ﬁ(pee—’_@zz—'_?@:()'

Cerchiamo i modi di propagazione analizzando soluzioni a variabili separate:

o (r,0,2) =u(r)v(0)w(z)
con u limitata, u’ (a) = 0 e v () 2r—periodica. Sostituendo nella (33) si ottiene,
dopo aver diviso per ¢,

1
u (7’) + ;u/ (7’) 1 " (9) w"” (Z) w?

) TEwe) Tee T
Poniamo prima
u” (r) + %u’ ()1 (6) w”(z)  w?
w(r) 20wk e
da cui, definendo
w2
T2 T

si ha

(34) w” (2) +yw (z) = 0.
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Da )
u” (r) + ;u/ (r) . iv// Q) .
u(r) r2 v (6)
deduciamo
r2u” (r) +ru’ (r) — r?au (r) B _v” ) 5
u(r) IO
Essendo v una funzione 27 periodica, da
0" (0) + Bv(0) =0
deduciamo che deve essere
B=m? conm>0, intero
e
v (0) =wvgcos[m (6 —6p)].
L’equazione per u ¢ allora
1 m?
(35) u’ (r) + ;u/ (r)+ <—a — F) u(r) =0.
Se v = —A? (consideriamo per semplicita solo questo caso), la (35) ¢ I'equazione

di Bessel'® parametrica di ordine m. Le sole soluzioni limitate sono le funzioni
U, (1) = uoJm (Aa)
dove J,, ¢ la funzione di Bessel di prima specie e di ordine m. La condizione
v (a) =0 da
J) (\a) =0.
Gli zeri di J}, sono infiniti: App1 < A2 < ... < App < ... € si trovano su tavole

standard. Il primo zero di J| & zero. Alcuni zeri positivi, con due decimali esatti,
sono:

Ao =3.83 A2 =7.02 A3 =10.17

A1 =184 A2 =533 A\3=854

)\21 = 305 )\22 = 671 )\23 = 997

Troviamo dunque infinite soluzioni della (35) della forma
Ump (1) = UoTm, (Ampr/a) .

Se la frequenza angolare ¢ fissata, i valori di 7y sono determinati dall’equazione

w? )\,an
(36) T =F T2
Se il secondo membro della (36) & positivo,
W_Q _ Agnk _ k2
c? az

13 A ppendice A.
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I’onda corrispondente
Dk (1,0, 2,t) = A I (%r) cos [m (0 — 0p)] exp {i(kz — wt)}

si propaga senza attenuazione lungo il tubo. Se invece
2
W_Z AT L2
c? az ’
il modo corrispondente (limitato per z > 0) &

D, (1,0, 2,1) = A I (Mr) cos[m (0 — 0p)] exp {—kz — iwt)},
a

che si attenua mentre procede lungo il tubo.

Dalla (36) si vede che, se il raggio del tubo decresce, un numero crescente di
modi viene attenuato. Se il raggio ¢ sufficientemente piccolo, solo un modo di
propagazione rimane. Infatti, nel caso m = 0, A\gp = 0 e il modo corrispondente &
I’onda armonica piana

(I)OO (7', 9, Z, t) = Aexp {ZW(E _ t)}
c
che si puo propagare qualunque sia il raggio. Pertanto, non appena
w < /\11£ = 1.8427
a a

solo 'onda piana pud propagarsi, tutte le altre sono “filtrate” dal tubo.
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Analisi funzionale

1. Richiami di teoria
Il riferimento teorico per i problemi e gli esercizi contenuti in questo capitolo & [S],

Capitoli 6, 7 e 8. Richiamiamo alcune nozioni di base sugli spazi di Hilbert, sulle
distribuzioni e sugli spazi di Sobolev.

1.1. Spazi di Banach e Hilbert

e Uno spazio di Banach ¢& uno spazio vettoriale! X, normato e completo. Normato
significa che in X & introdotta una funzione, detta norma,

”HX X — Ry

con le seguenti proprieta: annullamento (||z||y = 0 se e solo se z = 0), omogeneita
(x|l x = |A| =]l x) € disuguaglianza triangolare

e +yllx < llzllx +1lyllx -

Completo significa che ogni successione fondamentale® (o di Cauchy) é convergente
m X.

1Ci limiteremo a spazi vettoriali sul campo reale.
2{z,} C X ¢ fondamentale se ||zn — ZTmllx — 0se m,n — oco.
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Esempi tipici di spazi di Banach sono gli spazi LP (Q0), 1 < p < oo delle funzioni
f, misurabili nell’insieme® 2 C R"™ e p— sommabili secondo Lebesgue, cioé tali che

1/p
nﬂpznﬂLmn=(lQﬂﬂ coo sel<p<oo,

oppure
1 lloe = 111l o (0 = ess sup[f| <00 se p=oo.

e Disuguaglianza di Holder. Siano f € LP(Q), g € L1(Q), con 1 < p,q < +o0, €
p~t 4+ ¢ 1 =1 (si dice che p e ¢ sono esponenti coniugati). Vale la disuguaglianza

1/p 1/a
/ luv| dx < (/ |u|P dx) (/ |1}|qu> .
Q ) Q

Nel caso p = ¢ = 2, questa disuguaglianza si chiama disuguaglianza di Cauchy-
Schwarz.
e Si dice spazio pre-hilbertiano uno spazio vettoriale H nel quale sia definito un
prodotto interno (o prodotto scalare)
<-,->H2HXH—>R
con le seguenti proprieta: bilinearita*, simmetria ((z,y) = (y, x)), positivita ({x,z) >
0 e {x,x) =0 se e solo se x = 0). Il prodotto scalare induce la norma

2l = (,2)"/2.

Se H ¢ completo rispetto alla norma indotta si dice spazio di Hilbert.
L?(£2) ¢ uno spazio di Hilbert con il prodotto scalare®

<u,v):/ﬂuvdx.

e Regola del parallelogramma. Se H & uno spazio di Hilbert,vale la relazione
20lullf + 2007 = llu+ollE + [lu— ol
Questa formula caratterizza le norme indotte da un prodotto interno.

e Teorema delle proiezioni. Sia H uno spazio di Hilbert e V' un suo sottospazio
chiuso. Per ogni « € H esiste uno ed un solo Py appartenente a V' (la proiezione
di z su V) tale che

Pyz —z| = inf ||v—z|.
I[Py~ 2] = inf o a
Inoltre, posto Qya = x — Pyx, si ha (v,Qya) =0 per ogniv € V e

|z]|? = || Pyx|* + [|Qvz||*> (teorema di Pitagora).

3Prevalemtemente, Q) sara un dominio, cioé un aperto connesso.

40ssia linearita rispetto ad entrambi gli argomenti.

5Salvo avviso contrario, useremo il simbolo (-,-) invece di (-, '>L2(Q) per il prodotto interno
in L2 (Q).
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o Applicazioni lineari. Se F' & un’applicazione lineare tra due spazi di Hilbert
H, e H,, allora la continuita di F' equivale alla limitatezza: esiste una costante C
tale che

|1 Fullr, <ClJulla,
per ogni u € Hy. La pit piccola di tali costanti definisce la norma di F'.

e Duale e Teorema di Riesz. Sia H uno spazio di Hilbert. L’insieme dei funzionali
lineari e continui da H in R si dice spazio duale di H e si indica con H'.

Teorema (di rappresentazione): Sia F' un elemento del duale H’. Esiste un
unico elemento v € H tale che

(u,v) = Fo per ogni v € H.
Inoltre ||u||g = ||F|| m--
e Convergenza debole. Sia H spazio di Hilbert. Si dice che una successione {z,, } C
H converge debolmente a T (e si scrive z, — T) se (x,,v) — (T, v) per ogni v € H
(per n — 00). Se una successione converge fortemente allora converge debolmente,

ma non ¢ detto il viceversa.
Se x, — T allora {z,} & limitata e {||z,||} ¢ inferiormente semicontinua, cioé:

1Z]| < liminf ||z, -

o Compattezza e compattezza debole. Un sottoinsieme K di uno spazio metrico
si dice compatto se ogni successione contenuta in K ammette una sottosuccessione
convergente. K si dice precompatto se la sua chiusura é compatta. Una definizione
equivalente ¢ la seguente: K & precompatto se e solo se, per ogni ¢ > 0, K &
contenuto nell’unione di un numero finito di sfere di raggio «.

Sia T : Hy — Hs un operatore tra spazi di Hilbert. T si dice compatto se, per
ogni B C H; limitato, I'insieme T'(B) C Hy ¢ precompatto.

Ogni insieme limitato & debolmente precompatto: da una successione limitata é
sempre possibile estrarre una sottosuccessione debolmente convergente.

1.2. Distribuzioni

Sia © € R™ un dominio. Col simbolo D(?) si indica lo spazio vettoriale C§° ()
delle funzioni derivabili indefinitamente, a supporto® compatto, dotato della se-
guente nozione di convergenza: p,, — ¢ in D(£2) se i supporti delle ¢, sono conte-
nuti nel medesimo compatto e tutte le derivate di ¢, convergono uniformemente
in Q. Gli elementi di D(Q) si chiamano funzioni test.

Lo spazio D' (Q) delle distribuzioni su & Uinsieme dei funzionali lineari e
continui in D(2). Se F € D' () usiamo la notazione

(F, )

per indicare I'azione di F' su una funzione . In particolare, dire che F' & continuo
significa
<F790k> - <F,<p>

611 supporto di una funzione continua ¢ la chiusura dell’insieme in cui ¢ diversa da zero.
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se ¢, — ¢ in C§° (Q). Analogamente si definiscono le distribuzioni vettoriali
D' (Q; R™) utilizzando vettori di m funzioni test.

Se u ¢ una funzione di L}, .(Q2) allora u puod essere vista come distribuzione
secondo l'identificazione canonica

(u, 0) = / up dx.
Q
e Derivate delle distribuzioni. Sia F' € D' (2). La derivata 0., F & la distribuzione
definita dalla formula
<O, Fyp>=— < F, 05,0 >, Yo € D(R).

e Funzioni a decrescenza rapida e distribuzioni temperate. Indichiamo con S (R™)
lo spazio delle funzioni v € C*° (R") a decrescenza rapida all’infinito, tali cioé che

D®v(x) =0 (|x|_m> ) |x| — oo,

per ogni m € N e ogni multi-indice o (se & = (1, ..., o) allora D* = 931 ... 9gm).
Se {vi} € S(R™) ev € S(R"), si dice che vy, — v in S (R") se qualunque siano i
multi-indici «, 3,

x? D%y, — x? D%, uniformemente in R™.
T € D' (R"™) si dice temperata se
(T,vg) — 0
per ogni {vp} C D(R™) tale che vy — 0 in S (R"™). L’insieme delle distribuzioni
temperate si indica con S’ (R"™).
e Trasformate di Fourier delle distribuzioni temperate. Sia T' € §'(R™). la tra-
sformata di Fourier T'= F [T & la distribuzione temperata definita dalla formula

(T, v) = (T,7), YoveSR".

1.3. Alcuni spazi di Sobolev

Gli spazi di Sobolev che utilizzeremo di pitt sono lo spazio di Hilbert®
H'(Q) ={ueL*Q): Vue L*(Q;R")}

dotato del prodotto scalare
(u,v) 510 :/ [Vu - Vo + uv] dx
Q

ed il suo sottospazio chiuso HJ (), chiusura di C§°(2) in H'(Q2). Gli elementi
di H}(Q) sono quelli in H' () che hanno traccia nulla 0. In modo analogo
si definiscono gli spazi di Hilbert H™ () delle funzioni aventi tutte le derivate
parziali di ordine minore o uguale ad m in L?().

"Che giustifica, in qualche modo, I'uso ambiguo della notazione (-,-) sia per il prodotto
interno di L? che per la dualita tra distribuzioni e funzioni test.
8Tutte le derivate vanno intese nel senso delle distribuzioni.
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e Spazi di Sobolev in R. Si ha
H'(a,b) € C([a,b])

(questa proprieta non vale in dimensione n > 2). Inoltre, se u € H'! (a,b) vale il
teorema fondamentale del calcolo:

u(w)—u(y):/yu’(s)ds a<z<y<bh.

x

e Disuguaglianza di Poincaré e norme equivalenti. Se ) & limitato esiste una
costante C'p, che dipende solo da ) e da n, tale che

[ull2 < Cp[[Vull2.
per ogni u € HJ(£2). Cid permette di utilizzare in H} () la norma equivalente
[[Vull2 che adotteremo, salvo avviso contrario.

La disuguaglianza di Poincaré vale anche in sottospazi di H'(Q) piu generali
(ad esempio in quello delle funzioni a media nulla).

e Duale di H}. Lo spazio duale di Hg () si indica con il simbolo H~1(€). Ogni
suo elemento & caratterizzato dal fatto di potersi scrivere (ma non in modo unico)
come f 4+ divf, con

feLl?(uR) e feL?(RY).

e Tracce. Sia Q) un dominio limitato e lipschitziano (oppure un semispazio) e
poniamo I' = 992. E ben definito 1’operatore di traccia

Yot HY(Q) — L2 (D),

lineare e continuo, tale che

(1) vou=ur se u € C> (Q)

2) lvoullpory < Cs llull g(q) -
Lo spazio delle tracce degli elementi di H'(Q) su 9 si indica con

HY2(T) = {ur :ue H(Q)}
ed & uno spazio di Hilbert con la norma
0]l g71/2) = inf {|\u||H1(Q) cue HY(Q), yp = w} .

Si ha quindi, per u € H'(£2),

lulrllzz@y < llulellaeay < Cullull gy

e Teorema di Rellich. Sia Q limitato e lipschitziano. Allora l'immersione di
HY(Q) in L?(Q) & compatta.
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2. Problemi risolti

e 21 —210: Spazi di Hilbert.
e 211 —2.18: Distribuzioni.
e 219 —2.28: Spazi di Sobolev.

2.1. Spazi di Hilbert

Problema 2.1. (Spazio delle funzioni continue). a) Sia C([—1, 1]) lo spazio delle
funzioni reali, continue nell’intervallo [—1, 1], munito della norma

[flloo = max [f(#)].

te[—1,1]

Verificare che C([—1,1]) é uno spazio di Banach, ma che la norma non puo essere
indotta da un prodotto scalare (quindi C([—1,1]) non é uno spazio di Hilbert).
[Suggerimento: se la norma ¢ indotta da un prodotto scalare allora vale la regola
del parallelogramma. ]

b) Sia C*([—1,1]) lo spazio delle funzioni reali, continue nell’intervallo [—1, 1],

munito della norma
1
1= ([ 110 )

Verificare che la norma é indotta da un prodotto scalare, ma che lo spazio non
é completo rispetto a tale norma (quindi neppure C*([—1,1]) é uno spazio di
Hilbert). [Suggerimento: far vedere che la successione di funzioni

0 -1<t<0
fa) = nt 0<t<i
1 L<i<h,

1/2

¢ di Cauchy in C*([—1,1]) ma converge alla funzione di Heaviside.]

Soluzione

a) Basta far vedere che lo spazio C ([—1,1]) & completo; infatti, sia {f,} C
C ([-1,1]) di Cauchy rispetto alla norma dell’estremo superiore. Allora, fissato
e>0,pern>m> N (e),si ha
(1) | fr () — fim (z)] <&, perognizxe[—1,1].

La (1) indica che, per ogni = € [—1, 1], la successione di numeri reali {f,, (z)} & di
Cauchy e pertanto esiste finito

lim f, (z)=f(z).

n—oo

Passando al limite nella (1) per n — oo, si ricava

(2) |f () = fm (x)] <&, perognize]|[-1,1].

e cioé che f, — f uniformemente in [—1,1]. Poiché la convergenza uniforme di
una successione di funzioni continue implica la continuita della funzione limite,
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deduciamo che f € C ([—1,1]). Ogni successione di Cauchy in C ([—1,1]) ¢ dunque
convergente e pertanto C ([—1,1]) & completo.

Per vedere che la norma non puo essere indotta da un prodotto scalare, facciamo
vedere che non vale la legge del parallelogramma. A tale scopo basta cercare due
funzioni f e g per le quali si abbia

1f + 95 + 11 = gllZe # 211 £1% + 2llgl1 2
Siano, ad esempio,
f=142 e g=1-u=.
Si ha
11+ 2[00 =2 11— 2]joo =2

[A+2)+(A-2)e=2 [A+2)—(1-2)[e =2

quindi non vale la regola del parallelogramma e lo spazio non ¢ uno spazio di
Hilbert.

b) La norma indicata & la norma di L?(—1,1) (che effettivamente contiene le
funzioni continue), indotta dal prodotto scalare

Uw>z/¥f@ﬁ@ﬁw

come ¢ immediato controllare. Consideriamo la successione suggerita. Si ha (per
fissare le idee immaginiamo m > n)

1/m 1/n
o=l = [ (m—mitpat+ [ -ty
0 1/m
(m—n)> 1 n\3 1 1
= B -l e —
3ms3 + 3n ( m) ~ 3m + 3n

Ne segue che, per n,m — +00, || frn — fmll2 — 0 e quindi la successione & di Cauchy
rispetto alla norma data. Allo stesso modo, considerata la funzione H di Heaviside,
si ha

H— full = 1—nt)?dt = —,

17— p= [ == o
e otteniamo che f,, converge ad H in L2. Poich¢ H ¢ C*([-1,1]) (¢ discontinua
in z = 0), f, & una successione di Cauchy in C*([—1,1]) che non converge in
C*([-1,1]), per cui tale spazio non & completo.
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Problema 2.2. (Proiezioni in uno spazio di Hilbert). Posto H = L?*(—1,1),
consideriamo il sottospazio V delle funzioni dispari, ossia
V ={u e H: u(—t) = —u(t) per (quasi) ogni t € (—1,1)}.
a) Dopo aver verificato che é possibile applicare il teorema delle proiezioni,
calcolare Py f, Qv f, dove f(t) =t — t2.

b) Dopo aver determinato V-, scrivere l'espressione di Py f, Qv f per una
generica f € H.

Soluzione

a) Essendo H uno spazio di Hilbert e f € H, dobbiamo solo controllare che V sia
un sottospazio chiuso di H. Poiché una combinazione lineare di funzioni dispari ¢
una funzione dispari V' & uno spazio lineare. Per mostrare che ¢ chiuso, controlliamo
che il limite (in norma L2 (—1,1)) di una successione di funzioni dispari & ancora
una funzione dispari, cioé che

se  {up} CViu, —a allora @ € V.
La chiave sta nel fatto che se una successione converge in L? allora esiste una sua
sottosuccessione convergente quasi ovunque. Esiste dunque {u,, } tale che
Un, () — u(t)
per quasi ogni ¢t € (—1,1); abbiamo allora
0 = up, (t) + upn, (—t) — a(t) + u(—1t) per quasi ogni ¢t € (—1,1),

da cui deduciamo che w € V.

Il teorema delle proiezioni assicura quindi I’esistenza di un’unico vettore Py f,

caratterizzato dal fatto che Qv f = f — Py f ¢ ortogonale ad ogni vettore di V. In
formule otteniamo, per ogni v dispari,

1
/ ((t —t%) = Py £(t)) v(t) dt = 0.
-1
Essendo tv (t) pari, t?v (t) dispari e Py f(t)v(t) pari, si ha

/1 (t - 2)o(t) dt=2/1 () dt, o /1 Py F(#)o(t) dtz?/lPVf(t)v(t) dt

per cui
" / (=) = Prf(e) e(t)de =2 / (t = Py f®)v(t)d,

Poiché 'ultimo integrale & calcolato sull’intervallo [0, 1], 'uguaglianza vale per ogni
v € L?(0,1); data 'arbitrarieta di v otteniamo che t — Py f(¢) = 0 quasi ovunque
in (0,1). Essendo ¢ e Py f dispari otteniamo

PVf(t):ta QVf(t):t_tQ_t:_t27

quasi ovunque in (—1,1).
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b) Per identificare V+ cerchiamo tutte le u € L?(—1,1) tali che fil wodt =0
per ogni v € V. Sia u € V+; abbiamo:

/1 u(t)v(t) dt = /O u(t)v(t) dt + /01 u(t)v(t) dt =

-1 -1

0

1 1 1
- - / w(—t)o(t) di + / w(t)o(t) dt = / [u(t) — w(=t)]o(t) dt.
0 0 0
Di nuovo, utilizzando 'arbitrarieta di v, otteniamo
u(t) —u(—t) =0 q.o.in (0,1)

e quindi V1 & il sottospazio delle funzioni pari. Per calcolare le proiezioni su V/
e V1 di una generica funzione f, basta scomporre f nella somma delle sue parti
pari e dispari, cioé

£(t) = f@®) +2f(—t) U —Qf(—t)
e ripercorrere i calcoli fatti in a) per f (t) =t —t2. Si trova
Posig - JOICD g g _ SO0

Problema 2.3. (Scomposizione ortogonale). Posto @ = (0,1) x (0,1) e H =
L?(Q), consideriamo il sottospazio
V={uecH: ulz,y)=uv(z) qo., conv e L*(0,1)}.

Verificare che H = V @ V* e determinare i proiettori Py, P, .. Scomporre la
funzione f(x,y) = xy.

Soluzione

Il problema ¢ approssimare nel migliore dei modi (in senso L?) una funzione
di due variabili mediante una funzione che dipenda dalla sola x. In base al teo-
rema delle proiezioni, la scomposizione & possibile se V' & un sottospazio chiuso.
Si controlla subito che V' & uno spazio lineare, per cui ci limitiamo a verificarne la
chiusura. Posto un(z,y) = v,(z), supponiamo che wu,, converga alla funzione @ in
L?(Q). Dobbiamo dimostrare che % dipende solo da x e che appartiene a L? (0,1).
Poiché

/01 /Ol[vn (2) — vy (2)]2dady = /Ol[vn (@) — vy, (2)]2da,

la successione {v,} & di Cauchy in L?(0,1) e quindi converge a v = v (), v €
L?(0,1). Essendo anche

[t -ewpar= [ [ o) ooy

deve essere v = 4, che implica la chiusura di V.
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Determiniamo V. Questo sottospazio & costituito dalle funzioni v € H tali che,
per ogni v in L?(0, 1),

0= /Qu(:n,y)v(x) dxdy = /01 (/01 u(zx,y) dy) v(x) dz.

Deduciamo che
1
V= {u e H: / u(z,y)dy =0, per quasi ogni z € (0, 1)}
0

A questo punto ¢ immediato vedere che, per ogni f € H,
1 1
Pyf= /O flay)dy,  Qvf=flz,y) —/O f(z,y) dy.
In particolare, se f(z,y) = xy, si ha
I
TY =5 vy =52,

dove il primo addendo appartiene a V ed il secondo a V.

Problema 2.4. (Norme di funzionali e teorema di Riesz). Sia H = L?(0,1).
Per uw € H, consideriamo il funzionale

1/2
Flu] = /0 u(t) dt.

a) Controllare che F ¢é ben definito e che appartiene ad H'.
b) Calcolare ||F||, sia con la definizione che utilizzando il teorema di Riesz.

Soluzione

a) Controlliamo che se u € L?(0,1) allora u € L'(0,1/2). Dalla disuguaglianza

di Schwarz, otteniamo
1/2
< [ lunar<
0

/01/2 u(t) dt
g (/01 Ju(t) 2 dt)1/2 = gﬂullz

Quindi F ¢ ben definito da H in R ed ¢ limitato. Essendo lineare, & anche continuo
ed appartiene a H'.

A

(3)

b) Ricordiamo che, per definizione,

171 = sup |F[u]|.

llull2<1

Da (3) deduciamo subito che ||F|| < v/2/2. Facciamo vedere che || F| = v/2/2,
esibendo una funzione di norma unitaria tale che Flu] = v/2/2. E ragionevole
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scegliere w in modo che concentri tutta la sua norma sull’intervallo [0,1/2]. In
particolare, se scegliamo

1
\/§ O<t<§

u(t) = 1
0 §<t<1,

si ha che ||luljz = 1 e che Fu] = v/2/2, da cui la tesi.
Un modo alternativo di procedere consiste nell’applicare il teorema di Riesz.
Essendo F € H’, tale teorema ci assicura ’esistenza (e I'unicita) di f € H per cui

Flu] = / fOudt e |Fw = lfln.

Deduciamo che .
1 O0<t< =
<t<3

ft) =

1

0 —<t<1,
2

e quindi

V2

|1 Fllzr = -

Problema 2.5. (Operatori: norma, invertibilita, autovalori). Posto H =
L?(0,+00) consideriamo il seguente operatore lineare da H in sé:

(Lu) (t) = u(2t).
a) Verificare che L ¢é continuo e calcolarne la norma.
b) Calcolare gli eventuali autovalori (reali) di L.

Soluzione

a) Essendo L lineare, si tratta di dimostrare che ¢ limitato. Si ha

@ = ([ aen dt)m (3w ds)m —

da cui deduciamo che L ¢ limitato (e quindi continuo), di norma v/2/2.
b) Dobbiamo trovare soluzioni non nulle dell’equazione
(5) Lu = M.

Calcolando la norma di entrambi i membri e sfruttando (4) vediamo che si deve

avere
V2
2
Di conseguenza, se v non ¢ identicamente nullo, si deve avere A = ++/2 /2. Ora,
osserviamo che, applicando L ad entrambi i membri della (5), si ha

u (2%t) = L(Lu) = L) = Xw.

[ull = [l
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Applicando L n volte, si trova che 'autofunzione u deve soddisfare la relazione
(6) w(2"t) = A"u(t)

per quasi ogni ¢t > 0 e per ogni intero n > 0. Poiché

u(t)=u (2"%) = \"u (27)
si ottiene
w(27"t) = A" (t)

per cui la (6) & vera per n € Z, intero relativo. Ne segue che, per conoscere u,
basta sapere quanto vale (ad esempio) sull’intervallo [1,2). In particolare, si ha

2n+1

2
/ u(s)ds = 2"/ u?(2"t) dt
n 1
2
= / N2 (t) dt
1

= /12 u?(t) dt.

(0, +0) = U 27, 2n+1)’
nez

/O o u?(t) dt

277,-{-1

= Z/Qn u?(t) dt

neZ

> /12 u?(t) dt.

neZ

Quindi, scrivendo

si ha

a7

Se u ¢ un’autofunzione, si deve avere
0 < |lul|lg < +oo.

D’altra parte, la serie scritta sopra ¢ la somma di infiniti termini tutti uguali tra
loro e converge se e solo se I’addendo ¢ identicamente nullo, ossia se u = 0 quasi
ovunque su (1, 2). Per la proprieta di ricorrenza (6), si deduce u = 0 quasi ovunque
su (0,400). In conclusione, neppure per A = :I:\/i/ 2 I'equazione

Lu=M\u

ha soluzioni non banali, per cui L non ammette autovalori reali.
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Problema 2.6**. (Compattezza). a) Sia H = [2, cioé lo spazio di Hilbert

? = x:{xn}n21:2x%<oo

n>1

dotato del prodotto interno (z,y) = > <, Tnyn. Dato M > 0, definiamo
I'insieme B

K= xElQ:in<M, Zani<M
n>1 n>1
Dimostrare che, per ogni ¢ > 0 fissato, esiste un sottospazio finito dimensionale
V. C H tale che

dist (x,V;) = [|[x—Py.x|| < € per ogni x €K.

b) Dedurre che K é un sottoinsieme precompatto di H (usare la definizione di
compattezza mediante coperture di e—sfere).

Soluzione

a) Possiamo interpretare H come Pestensione infinito-dimensionale dello spazio
R": infatti le successioni possono essere viste come le infinite coordinate di un
vettore e la definizione della norma non & altro che la versione infinito-dimensionale
del teorema di Pitagora! E possibile dimostrare (e si invita il lettore a farlo) che
una base hilbertiana (cio¢ un sistema ortonormale completo) di H & costituita
dagli infiniti vettori e; = (x,) con x; = 1, z,, = 0 per n # 7. I sottospazi di
dimensione finita di H piu facili da descrivere sono quelli i cui elementi hanno solo
un numero finito di coordinate non nulle. Piu precisamente, poniamo

Vi={x€H:x,=0 perognin>ksiha}.

Invitiamo il lettore a verificare che Vj & un sottospazio vettoriale avente dimensione
k — 1 (e quindi chiuso) e che, per ogni x € H, la sua distanza dal sottospazio Vj
vale

+o0 1/2
(7) [x = Py,x| = (Z wi) :
n=~k

Rendere arbitrariamente piccola la distanza di un elemento di H da Vj, equivale
quindi a rendere arbitrariamente piccolo il resto k—esimo della serie corrispondente.
Sfruttando la definizione di K abbiamo, per ogni x € K e per ogni k intero
naturale,

+o0 o0
M > ZnQ:ﬁi > anxi
n=1 n=k

—+oo TL2 —+oo
2 § 2 2 § 2

v
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Ricordando la (7) possiamo percio scrivere

g

xe K = Ix — Py, x| ST.

Per ottenere il risultato richiesto basta quindi scegliere k > v M /e.

b) Ricordiamo che un insieme si dice precompatto se la sua chiusura & compatta.
In particolare (se H & uno spazio metrico) un insieme A C H & precompatto se e
solo se per ogni € > 0 esiste un numero finito di punti y1,...,yn tali che

A C U Bs(Yi)

i=1
dove B. (y;) & la sfera di raggio ¢ e centro y;.
Fissiamo ora e > 0 e
v M
k>2——
€

in modo che, in base a quanto provato nel punto a), ogni punto di K disti da Vj
meno di /2. Consideriamo 'insieme

F=KnV.

F & un sottoinsieme limitato (infatti x € F implica [[x||3, < M) di uno spazio a
dimensione finita (V}, appunto) e quindi ¢ precompatto. Dalla caratterizzazione
precedentemente ricordata deduciamo l'esistenza di N punti yq, ...,y tali che

N

F c | Beplyi).
=1

Ora, sia x € K. Si vede subito che
PyxecF
e quindi esiste un indice 7 per il quale
Py, x € B./s(yi)-

Otteniamo dunque

[x—yill < lx— Pyx|| + [ Pv.x -yl
< £,
- 2 2

e cioé x € B.(y;). Il ragionamento vale per ogni x € K. Abbiamo quindi dimo-
strato che

K C U BE(yi)7

=1

cioé che K ¢é precompatto.
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Problema 2.7. (Convergenza debole). Siano H uno spazio di Hilbert ed (u,,) C
H una successione tale che
Up — T

[[tn || — .
Mostrare che wu,, converge fortemente a .
Soluzione
Ricordiamo che u,, converge debolmente a u se, per ogni v € H,
(Un,v)y = (G, v).
In particolare, scegliendo v = u otteniamo
(un, @) — (@,a) = [|all*.
D’altra parte, la convergenza delle norme si scrive come
(un, un) — (@, ) = ||al|>.
Mettendo assieme questi due fatti possiamo scrivere
llun — a”% = (Un, un) — 2{un, w) + (u,4) — 0,

e quindi u, tende fortemente ad wu.

Problema 2.8. (Operatore compatto). Posto H = L?(0,1) si consideri
l'operatore non lineare

me—A<H¢@f@

a) Mostrare che T é ben definito e continuo da H in sé.
b) Mostrare che T' é compatto.

Soluzione

a) Innanzitutto osserviamo che, se f € H, allora

®) T = /0 (t+ f(5)* ds < 2/0 (£ + f2(s)) ds <2+ 2| I3,

e quindi 7" ¢ definito in H. Controlliamo che I'immagine di T' & contenuta in H.
Grazie alla (8) abbiamo

2

nﬂm@=ﬁﬁﬁuufwwdﬂ<ﬁsp+mmai
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per cui T': H — H. Per provare la continuita (7" non ¢ lineare, quindi bisogna
farlo direttamente) siano f e g in H. Abbiamo

2

ITl] - TlE = / / (t+ F(5)) — (£ + 9(5))? ds} gt <

< [ e s+ o6 56 - st ] e
< /0 :/01(2t+f(8)+9(8))2d8]'Uol(f(S)—g(S))gflS] &t <
< [A+20f + g3 11f - oll3

(abbiamo utilizzato la disuguaglianza di Schwarz e, nell’ultimo passaggio, la (8)).
Quindi, se f — g in H allora T[f] — T[g] in H e T & continuo.

b) Sia
F={feH:|fll2<M;}.
Vogliamo dimostrare che T[F] & precompatto in H. A tale scopo possiamo usare il

criterio di compattezza negli spazi L? e verificare che T[F] & limitato e che esistono
C, «a tali che, per ogni f € F, pensata nulla fuori da (0, 1),

(9) ITF1E+ h) = Tf1(E)]]2 < C[h|*.
Come gia visto in a), da (8) otteniamo, per ogni f € F,
ITIANE < [2+20718]° < [2+ 2027,

e quindi T[F] & limitato. D’altra parte abbiamo

il - TR < | 1 [ / b )R (4 1) dsr it <
< /01 [/01 (2h(t+ f(s)) + h?) ds}2 dt <
< h2/01 Uol(h+2t+2f(s)) dsrdt

e applicando di nuovo la disuguaglianza di Schwarz e la (8) si ottiene la (9) con
o=2.
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Problema 2.9. (Proiezioni iterate®.). Siano V e W due sottospazi chiusi di
uno spazio di Hilbert H. Definiamo la seguente successione {x,} di proiezioni:
xo € H, assegnato, e

Ton+1 = Pwizon, Topnto2 = PyiZont per n > 0.

Dimostrare che

a) se V- NnWw+t = {0}, allora z,, — 0;

b) se VN W+ # {0}, allora x,, — Py 1w 0.
[Suggerimento: a) mostrare nell’ordine che: ||z,|| descresce, =, — 0 e che
|#nl|> = (#2n—1,70); b) ricondursi al caso precedente sottraendo Py .. o]
%Questo problema & connesso col metodo di alternanza di Schwarz presentato nel Problema
2.14, Capitolo 6

Soluzione

a) L’idea & che, trattandosi di una sequenza di proiezioni, la successione delle
norme decresca. Di conseguenza {x,, } sara limitata, con limite finito, in particolare
zero. Verifichiamo che ||z,,|| decresce. Infatti, si ha, essendo (zn41,2n) = ||ni1]?

[#n41 — mnHQ = ”mn+1H2 = 241, Tp) + HmnHZ
2 2 2
[Znrall” = 2 [2ngal]” + [lzn]]

2 2
=zl + llnll

per cul ||z,]| > ||[Zn+1l| € |zn]l 1 1 > 0. Inoltre
[#ns1 — zn| — 0.
Facciamo vedere che z,, — 0 ¢ poi che [ = 0 (Problema 2.7).

Sia {z2p, } una qualunque sottosuccessione di {z2,} che converge debolmente:
Zop, — &, con x che appartiene a VL. Poiché anche Ton,+1 — « (infatti la
distanza tra xa,, € Ta,,+1 tende a 0) si ha anche z € W, per cui deve essere
x = 0. Essendo la sottosuccessione generica, concludiamo che zs, — 0 . Stesso
discorso per {za,+1} € percid z,, — 0.

Supponendo per fissare le idee che z,, € V-, e quindi x,,_; € W, si ha, essendo
le proiezioni ortogonali operatori simmetrici,

2
”:L'n” = <xnaxn—1> = <:L'n,PwL:L'n_2> = <PWi$naxn—2> = <33n+1733n—2>-
Iterando il ragionamento, si deduce
2
||an = <xn+1axn72> = <$n+27xn73> == <$2n717$0>

e quindi, poiché xg,_1 — 0 si ha ||z,|| — 0.

b) Se VX N W+ # {0}, poniamo

20 = Lo — PvLﬁle'().

La successione che parte da 2z ed & generata come prima dalle proiezioni su V= e
W+, alternativamente, ¢ data da

Zn = Lp — PvmeL"I)O.
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Poiché si controlla facilmente che Py 1~y 1 2y, = 0, la successione z, vive negli spazi
VE\(VENWE) e WH\ (V2N W) la cui intersezione ¢ il vettore nullo. Ci siamo
dunque ricondotti al caso precedente e pertanto z, — 0 ossia x,, — Py 1w 1 To.

Problema 2.10. (Proiezione su un convesso). Sia H uno spazio di Hilbert e
K C H un suo sottoinsieme (non vuoto) chiuso e convesso. Sulla falsariga del
teorema di proiezione su sottospazi ([S], Capitolo 6, Sezione 2) dimostrare che
per ogni x € H esiste un unico elemento Pxx € K tale che

|Prx — x| = inf |jv — z]|.
veEK
Verificare che Pxx é identificato in modo univoco dalla disuguaglianza

(10) (x — Pxxz,v— Pgx) <0 per ogni v € K.

Soluzione

Siano
d= inf |lv—z|
yeK

e {v,} C K una successione minimizzante, cioé tale che, per ogni n,
2 2 1
v, € K, d<|lv, —z||” < d°+ —.
n

Dimostriamo che v,, &€ di Cauchy. Infatti, applicando la regola del parallelogramma
ai vettori x — v,,, * — v,,, otteniamo

2
Un + Um

2
Ora, dalla convessita di K otteniamo che, siccome v,, e v, sono elementi di K,

anche (v, + vn,)/2 lo ¢ e quindi la sua distanza da x & maggiore di d. Possiamo
quindi scrivere

2]}z — vl + 2l|z — vm||* = flon — vm [ +4 Hx -

2

Un+Um|l"

2

o = v mx—vu2+mx—vmw—4ﬂx—

2 2 2 2
< 2P+ =42+ = —4dP == + =,
n m nom
Pertanto ||v, — vp,|| — 0 quando m ed n tendono ad infinito e la successione & di

Cauchy. Essendo H completo esiste un elemento w € H tale che v,, — w in H.
Tenendo conto che K & chiuso (e che la norma é continua) possiamo scrivere

w e K, |z — w| = d.

Per dimostrare che w ¢ unico, consideriamo w' € K con ||z — w'|| = d. Appli-
cando nuovamente la regola del parallelogramma (stavolta ai vettori z —w, z —w’)
abbiamo

12
WHEWN 92 4 9% — 4d® = 0

|w—ww=mu—wW+Mx—wP—4W—
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(di nuovo, essendo K convesso, (w + w')/2 appartiene a K) cioé w = w'. Quindi
ad ogni xz € H possiamo associare uno ed un solo elemento w = Pz € K, la
proiezione di x su K, che realizza la minima distanza.

Dimostriamo che Pk verifica la (10). Fissiamo v € K e poniamo, per 0 < ¢ < 1,

u=1tPgx+ (1 —t).
Per la convessita di K, u € K e quindi
lz = Pral® <z —ul*= |lo - Pxz — (1= t)(v - Pxa)|* =
|z — Prx||® + (1 —t)?||v — Pgal||®* — 2(1 — t)(x — Pxx,v — Pxx)

e cioeg, per t < 1,
0 < (1—t)|jv — Pgx|* — 2(x — Pxx,v — Pxx).

Passando al limite per ¢ — 1 ricaviamo (10).
Viceversa, sia y € K tale che

(x —y,v—y) <0 per ogni v € K.
In particolare, per v = Pgx otteniamo
(x—y, Pxw—y) = (x—Pga+Prae—y, Pxr—y) = (z—Px, Pre—y)+|| Pre—yl|* <0.
Poiché abbiamo appena dimostrato che
(x — Pxx,Pkx —y) >0

deve essere || Pxx—y||?> < 0e quindi y = Pgz. Di conseguenza P & caratterizzato
dalla (10).

2.2. Distribuzioni

Problema 2.11. (Distribuzioni e serie di Fourier). Dimostrare che la serie

+oo
E ck sin kx
k=1

converge in D'(R) se la successione numerica {c} ¢ a crescita lenta, cioé se
esiste p € R tale che ¢, = O(kP) per k — +o0.

Soluzione

Occorre mostrare che, per ogni v € C§° (R),

(11) ’;ck /Rv(m)sink;x dx

¢ convergente. Osserviamo preliminarmente due fatti. Primo: dire che la succes-
sione {c,} & a crescita lenta significa che esistono p € R e C tali che

lex| < CKP per ogni k > 1.



288 5 Analisi funzionale

Secondo: sia N un intero maggiore di p + 2; possiamo supporre che N sia pari,
e porre N = 2n. Prendiamo una qualunque funzione test v; il suo supporto sara
contenuto in un intervallo, diciamo [a, b]. Si noti che v e tutte le sue derivate si
annullano in @ e b. Abbiamo allora, integrando N volte per parti:

b
/ v(z)sinkx de = / v (z) sinkx dx
R a

1,
= /v () coskx dx
1a b
= _ﬁ/c; V" (z)sinkz dx
—1)® b
= (k;—N)/ o) () sin kx d.
Pertanto
‘Av(x) sin kz dz| < (bk—Na) max‘v(N)‘
e
i | L
ek [ v(z)sinkz de| < C(b—a)max‘v ‘ ~
R kNP
1
< C(b—a)max‘v(N) 2

essendo N > p + 2. La serie (11) ¢ dunque convergente.

Problema 2.12. (Supporto di una distribuzione). a) Dimostrare che se F' €
D'(R"™), v € C°(R™) e v si annulla in un aperto contenente il supporto di F,

allora (F,v) = 0.
b) E vero che (F,v) = 0 se v si annulla solo sul supporto di F?

Soluzione

a) Sia K il supporto di F; K & il complementare del piu grande aperto 2 tale
che, se v & una funzione test con supporto contenuto in €2, allora (F,v) = 0. Ma se
v si annulla in un aperto contenente K allora il supporto di v deve essere contenuto

in Q e pertanto (F,v) = 0.
b) Non ¢ vero. Basta prendere
F=y¢
e v funzione test tale che
v (0) =0,v" (0) # 0.
Il supporto di F' ¢ K = {0} e v si annulla su K, ma
(F,v) = (§',v) = —{§,v") = =/ (0) # 0.
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Problema 2.13. (Equazione differenziale in D’). Risolvere, in D'(R),
l'equazione

G +a(z)G ="

Soluzione

Essendo a € C* (R), anche h(z) = exp [ a(s)ds appartiene a C* (R). 1l
funzionale k' & percid una distribuzione e, se v & una funzione test, si ha

(ho' vy = (8, h) = (5, Wv+ hv')
= —h'(0)v(0) = h(0)v' (0) = —a(0)v (0) — v’ (0)
= (=a(0)§+0,v).
Vale dunque la formula
hé' = —a(0)6 + 4.
Osserviamo ora che, se moltiplichiamo entrambi i membri dell’equazione per h,
possiamo scrivere

< [G () exp/oxa(s)ds] — 8 = —a(0)5 +4.

Poiché l'insieme delle primitive di a (0)§ + &’ & dato da
—a(0)H+d+c¢

dove H & la funzione di Heaviside e ¢ € R, si ottiene
x
G(m)exp/ a(s)ds=—-a(0)H+d+c.
0

La soluzione generale dell’equazione differenziale ¢ quindi data da

G(z) = (—a(0)H+b6+c)e Jo s — 5 4 (—a (0) H + ¢) e Jo @()ds,

Problema 2.14. (Funzioni a decrescenza rapida). Verificare che
a) Ia funzione v (x) = e~ X" appartiene a S(R™);

b) la funzione v (x) = e~ sin (e""z) non appartiene a S(R™).

Soluzione

a) Sia v (x) = e~*I”. Ogni derivata D*v di ordine k ¢ della forma
(polinomio omogeneo di grado k nelle variabili z1, ..., z,) e~ P,

Pertanto, qualunque sia m € N, si ha

lim |x|™ D% (x) =0

|x|— 00

per cui D (x) = o (|x|7m>e v & a decrescita rapida all’infinito.
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b) Sia v (x) = e~/ sin (e'x‘2>. Abbiamo:

Do (x) = 2x; {—67"“2 sin (e‘x|2) 4 cos (e\XIQ)}

e quindi

| llim D, ;v (x) non esiste.
X[—O

Concludiamo che v ¢ S (R™).

Problema 2.15. (Distribuzioni e distribuzioni temperate). Verificare che se F' €
D'(R™) ¢é a supporto compatto allora F € S'(R").

Soluzione

Sia F' a supporto K C R"™, compatto e sia {v;} C C5° (R™) tale che vy — 0 in
S(R™). Siano A e B aperti tali che K C A C B. Se w & una funzione test con
supporto in B e w =1 su A, per ogni altra funzione test v si ha che

(F,v) = (F,vw).

Infatti, la funzione test z = v — vw si annulla in A e quindi ha supporto contenuto
nel complementare di K, per cui (F, z) = (F,v) — (F,vw) = 0.
Poiché (controllare) vyw — 0 in C§° (R™), concludiamo che

(Fyvg) = (F,vpw) — 0

e di conseguenza che F' & temperata.

Problema 2.16. (Funzioni L? e distribuzioni temperate). a) Verificare che
LP(R™) C S'(R™) per ogni 1 < p < +o0.
b) Mostrare che, se u — u in LP(R™) allora u, — u in S'(R™).

Soluzione

Sia f € LP(R™), 1 < p < oo e sia {vi} C C§° (R™) tale che v, — 0 in S (R™).
Se ¢ =p/ (p—1) & I'esponente coniugato di p, possiamo scrivere

oo = /R %(1 - [ax]) D T () dx

e per la disuguaglianza di Holder:

1/q
4700 < WL [+ b ] ([ )

Poiché
1 J +0o0 pn—l J
/Rn (T+ ) “""/o (T4 o) @ =
e poiché da vy — 0 in S (R") si ha
sup [(1-+ 1)/ ()] — 0
R
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concludiamo che (f,vi) — 0 e che percio f ¢ temperata.
b) Siaup, — 0in LP (R"), 1 < p< oo esiav € S(R"). Seq=p/(p—1) &
I’esponente coniugato di p, possiamo scrivere

U | X n
(1) = [ e 1+ )10 )

e per la disuguaglianza di Holder:
(n+1)/ ! < H
< g 1 n q —d .
[(wk, v)| < [|ugll o sup [( + |x[) |U(X)|} (/ o (1 + |x]) D) )
Poiché

1 +oo pn—l
—  _dx=w, — __dp<
/Rn (1 + e & / (L+p)r 0 7=

e poiché |lug||;, — 0, si ha
(ug,v) — 0,
per cui uy — 0 in &’ (R™).

Problema 2.17. Sia u € D' (R), periodica di periodo T (ricordiamo che F ¢
periodica se, per ogni test v si ha

(F (2 +T),0) = (Fo (e = T)) = (F,)
e che ogni distribuzione periodica é temperata). Calcolare la trasformata di Fou-
rier di u. Antitrasformare la formula trovata ed identificarla.

Soluzione
Poiche u é periodica, si ha
u(x+T)—u(z)=0.
Trasformando si ottiene
(12) (eT€—1)u (&) =0.

Gli zeri di €7¢ — 1 sono &, = 2an/T, n € Z, e sono zeri semplici (molteplicita
uno). La soluzione generale della (12) ¢ data dalla formula seguente:

(13) 19 = S (¢~ F)

dove ¢, € C sono costanti arbitrarie con convergenza valida!® in D’ (R). Poiché
Pantitrasformata di 6 (£ — a) & uguale a e " /27, antitrasformando, si trova

1 2nmx
u(z) = o chexp (—z T )

nez

9[5]7 Capitolo 7, Sezione 3.3.
108; puo dimostrare che & valida anche in S’ (R).
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che & lo sviluppo in serie di Fourier di u, valido sempre in D’ (R) (e anche in
S’ (R)). I numeri ¢, /27 sono dunque i coefficienti di Fourier dello sviluppo di w.

Nota. 11 calcolo dei coefficienti di Fourier @, = ¢, /27 & piuttosto delicato. Un
caso abbastanza agevole ¢ il seguente!!. Supponiamo di poter scrivere

U= u1 + us
con ui,us T — periodiche, uy € Llloc (R). Se zp non appartiene al supporto di
ug e Uy indica la restrizione di uy all’intervallo (zg,xg + T'), si ha:

1 zo+T ) )
(14) an _ ?/ uy (ZL’) esznwz/de + <a2,6712n7ra:/T>'
o

Si noti che nel caso di w = w; si ritrova la formula usuale. Un esempio si trova
nell’Esercizio 3.14.

Problema 2.18. (Funzioni a crescita lenta e distribuzioni temperate). Verificare
che se u € L}, .(R") ed esiste un polinomio P = P(x) tale che

loc
E 1 n
5 € L™ (R")
allora v € S'(R™).

Soluzione
Siano u € L}, (R™) e P un polinomio tale che
= e L' (R").
Sia {vg} C C§° (R™) tale che
v, —0 inSR").
In particolare Pvy — 0 uniformemente in R"™. Allora

el = | [ uGoun boax

_ ‘ / ;((’;)) P (x) g (x) dx

u (%)
P (x)

essendo u/P € L' (R"). Segue che u ¢ temperata.

IN

dx — 0

sup | Pug|
R” R»

118 veda Gilardi, Analisi tre, MacGraw-Hill Italia, 1994.
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2.3. Spazi di Sobolev

Problema 2.19. (Singolarita in spazi di Sobolev). Consideriamo la funzione

u(z,y) = (\/w2 + y2)
esia D = {(x,y) € R?: 2% +y? < 1}. Stabilire:
a) per quali valori di o € R si ha u € L*(D);
b) per quali valori di o € R si hau € H*(D);
¢) per quali valori di « € R si haw € H=Y(D).

Soluzione

a) La funzione u ¢ misurabile, quindi basta calcolare I'integrale di u? e vedere
se ¢ finito. Passando in coordinate polari otteniamo

2m 1
Hu||§:/(:£2+y2)o‘d9:dy:/ dﬂ/ r2otl g,
D 0 0

L’integrale improprio converge se e solo se 2a.+ 1 > —1. Percio
u € L*(D) se e solo se o> —1.

b) Innanzitutto u deve essere in L?(D), cioé a > —1. In secondo luogo, il gra-
diente di u (nel senso delle distribuzioni) deve appartenere ad L?(D;R?). Si noti
che, per a < 0, u ¢ C! (D) e quindi non & detto a priori che le sue derivate di-
stribuzionali coincidano con quelle classiche. Nonostante cid & possibile dimostrare
che (si veda I'Esercizio 3.15), per o > —1,

up(z,y) = ax(a® +y*) @2y (z,y) = ay(a? +y?) @D/,

Abbiamo percid

1
HV’LLH% = / a2(x2 + y2)0‘71 dxdy = C’a2/ r2e=lqr.
D 0

Si deve quindi avere 2a — 1 > —1 oppure a = 0 e percio
u € H'(D) se e solo se a > 0.

c) Affinché u appartenga al duale di H} (D) ¢ necessario verificare I'esistenza di
una costante C' tale che

1/2
/ wvdxdy| < C (/ |Vv|2d:):dy> per ogni v € H} (D).
D D

Ora, ricordiamo che, siccome siamo in dimensione 2, per ogni 1 < p < +oo0 si ha!?
HY(D) c L?(D). Ne deduciamo, grazie alla disuguaglianza di Poincaré, che esiste
una costante A (dipendente da D e da p) tale che ogni v € H} (D) verifica

[ollp, < Af[Vol2.

12Dal teorema di immersione di Sobolev, [S], Capitolo 8, Sezione 9.
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Se ¢ > 1 indica ’esponente coniugato di p, combinando la precedente disugua-
glianza con quella di Holder abbiamo che

1/q 1/p
/ wvdrdy < (/ u? dxdy) (/ vP dmdy) <
D D D
1/q 1/2
A </ u? dxdy) </ |Vol? dxdy) .
D D

Abbiamo dimostrato che se v € LI(D), con q > 1, allora u € H~ (D). Vediamo
allora per quali valori di « u appartiene ad L9(D) (per qualche ¢ > 1). Essendo

1
/ (22 + 4)1%? dady = 27r/ raotl g
D 0

otteniamo qa+1 > —1, che & verificata (per qualche ¢ > 1) non appena a > —2. E
possibile dimostrare anche il viceversa (vedi Esercizio 3.16), cioé che per o < —2,
u non appartiene al duale di Hg (D). Otteniamo quindi

IN

u € H YD) se e solo se o> =2

Problema 2.20. (Singolarita in spazi di tracce). Consideriamo la funzione

w(z,y) = (\/w2 + y2)
esia Dy = {(z,y) € R?*: >0,y >0, 22 +y* < 1}. Stabilire:
a) per quali valori di « € R si hau € L*(0D4);
b) per quali valori di o € R si hau € H* (0D, );
c) per quali valori di o € R si hau € H/?(0D,).

Soluzione

a) La funzione u presenta una singolarita solo nell’origine e per a < 0, quindi &
differenziabile quanto si vuole sull’arco

{(z,y): 2>0,y>0,2°+y> =1} COD;.
Per simmetria ¢ sufficiente studiarla sul segmento
S={(z,0): 0<z <1} CIDy.
Si ha
1 1
sy = [ w0)dr= [ o
0 0

e lintegrale (improprio se a < 0) converge se 2 > —1, per cui

1
u € L*(0Dy) se e solo se a>-—sz.
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b) Esattamente come nell’esercizio precedente, per a > —1/2 le derivate distri-
buzionali di u coincidono (quasi ovunque) con quelle classiche. Quindi

1
fuslses) = [ a2 e

L’integrale ¢é finito se @ = 0 oppure 2ac — 2 > —1. Otteniamo
1
u e HY(ODy) se e solo se o = 0 oppure a > 5
c) Essendo il dominio lipschitziano, la teoria sugli spazi di tracce & valida. In
particolare abbiamo visto nel problema precedente che l'estensione di uw su D4
definita dalla medesima espressione algebrica & in H'(D) (e quindi in H'(D))
per a > 0. Otteniamo subito

uwe HY?(9D,) se a>0.

Problema 2.21. (Controllo della norma L>°(R)). Dimostrare che seu € H*(R)
allora v € L (R) e vale

lullLoer) < llullz(r)-

Soluzione

Dimostriamo la disuguaglianza per le funzioni C*° a supporto compatto, e per
densita otterremo il risultato generale (ricordiamo che H*(R) = H}(R)). Infatti,
sia v € C§°(R). Si ha

ui(t) = / 2u(s)u’(s) ds

— 00

([ o) (] o)

/_ ; 2(s) ds + /_ ; () ds

(nell'ultimo passaggio abbiamo utilizzato la disuguaglianza elementare ab < a? +
b?). Possiamo quindi prendere I’estremo superiore in ¢ di ambedue i membri, e
scrivere

IN

IN

(15) u € C5°(R) = lull oo (ry < llullmr(m)-
Sia ora {u,} C C§°(R) e u, — w in H'(R); la (15) implica che
Hun - Um”LO"(R) < ||Un - umHHl(R)

e quindi che {u,} & di Cauchy in L>*°(R). Percio u,, converge a u anche in L= (R).
Di conseguenza la (15) & valida anche per u € H! (R).
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Problema 2.22. (Controllo della norma L°(a,b)). Dimostrare che se u €
H'(a,b) allora u € L*(a,b) e vale

lull oo (a,0) < Cllwll 1 (a,b)
dove C' = max{(b—a)~'/2, (b — a)/?}.

Soluzione

Poiché u & continua sul compatto [a,b] & anche limitata. Dobbiamo provare
lesistenza di una costante C' tale che, per ogni t € [a, b],

u(t) < C(|Jull2 + ||v]|2) per ogniueHl(a,b).

A tale scopo, innanzitutto osserviamo che, dalla continuita di u (e dal teorema
della media integrale), possiamo fissare un punto ¢ € [a, b] tale che

26) = —— [ u(s)ds = —— |l
ugfb_a/au s)ds = w—lul3-

Otteniamo quindi

() = L

vb—a
< =l +Vi=alula <
Cllulla + '),

<

b
nm&+/ﬁw@nw§

ma+éﬂm@@

IN

dove

C’—max{ m}

1
Vb—a’

Problema 2.23. (Teorema di Riesz e ¢ di Dirac). Sia ¢ la delta di Dirac uni-
dimensionale centrata in 0. Provare che § appartiene al duale di H'(—1,1).
Determinare I'elemento di H'(—1,1) (la cui esistenza ¢ garantita dal teorema di
Riesz) che la rappresenta mediante il prodotto scalare.

Soluzione

Evidentemente § & un funzionale lineare ed ¢ ben definito su H*(—1, 1) in quanto
le funzioni in tale spazio sono continue e quindi ha senso parlare di valore puntuale.
Per dimostrare la continuita di § occorre provare ’esistenza di una costante C' tale
che

v(0) = C([lv]l2 + ||v||2) per ogni v € H'(—1,1).
Questo discende direttamente dal Problema 2.22 e quindi § appartiene al duale di
H!. Per il Teorema di Riesz, esiste una funzione u € H'(—1,1) tale che

/ W/ ()0 (8) + u(t)o(t)] dt = v(0)  per ogni v € H' (=1, 1),

-1
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Per identificarla, supponiamo che u sia regolare in [—1, 0] e in [0, 1], separatamente.
Integrando per parti, possiamo scrivere

/71 [ (£)v' (t) + u(t)v(t)] dt = U'(()*)U(O)—U/(—l)v(—l)—[l [u” () — u(®)] v(t) dt
/O /()0 (8) + u()o(®)] dt = o/ (1)o(1) — /' (0+)0(0) — /O [ () — u(t)] o(t) dt.

Sommando membro a membro, si trova, riordinando opportunamente i termini,
1
/ [u" (t) — u(t)] v(t) dt+v (0) [u' (0_) — (O+ﬂ —u/ (=1)v(=1)+u' (1)v(1) = v (0).
-1

Se scegliamo v a supporto contenuto in (—1,0), otteniamo

/_ u(6) — u(®)]o(t) dt =0

che forza
u'(t) —u(t) =0
in (—1,0), data Parbitrarieta di v. Analogamente si trova v”(t) —u(t) = 0 in (0, 1).
Scegliamo ora v generica; abbiamo
v (0) [v (07) =o' (0%)] — /' (=1)v(=1) + «/(1)v(1) = v (0).
L’arbitrarieta dei valori v (0) , v (1) e v (—1) implica la condizione “di trasmissione”
u' (07) =/ (07) =1
e la condizione di Neumann
u'(=1)=4/(1) = 0.
Riassumendo, siamo condotti a risolvere il problema seguente:
u'(t) —u'(t)=0 per —1<t<0,0<t<1
W(=1)=4/(1) =0, «/(07)—u/(0")=1.
L’integrale generale dell’equazione ¢ una combinazione lineare di esponenziali, per
cui poniamo
) = Ajel + Age™ -1 <t <0
YT\ Biet +Byet 0<t<1.
Le condizioni al contorno e la richiesta di continuita in 0 per w impongono
Ale_l —Ase=0
Bie— Bge_l =0
Al—Ag—Bl—FBQZI
A1 + A2 = B1 + B2
da cui si ricava
1 e?

A2:Blzm, Al:BQ:?(T—l)
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ed infine

1 24t 4 ot
B 2(62——1) [6 +e } —1 é t S 0
u(t) =
t 42—t
m [6 +e ] 0<t<1.
E facile vedere che u € H'(—1,1) (¢ C" a tratti) ed integrando per parti in senso
inverso si dimostra (verificarlo) che questa & effettivamente la u cercata (la cui

unicita ¢ garantita dal teorema di Riesz).

Problema 2.24. (Teorema di Riesz e media integrale). Provare che il funzionale

Lu:/ol u(t) dt

appartiene allo spazio H=1(0, 1). Determinare I’elemento di H}(0,1) che lo rap-
presenta.

Soluzione

L & un funzionale lineare e continuo su L?(0,1) e quindi lo &, a maggior ragione,
su H3(0,1). In particolare, la continuita si deduce direttamente dalla disugua-
glianza di Schwarz e da quella di Poincaré:

1/2

/01 u(t) dt‘ < (/11 dt) (/11 |u(t)|2dt>1/2 < V2||ull2 < V2Cp|[ 2.

Di conseguenza, per il teorema di Riesz, esiste uno ed un solo u € Hg(0,1) tale
che

1 1
/ o () (t) dt = / v(t)dt per ogni v € H}(0,1).
0 0

Per identificarlo, procediamo formalmente supponendo u regolare (almeno con due
derivate continue in [0, 1]) e di poter cosi integrare per parti, ottenendo

1 1

W (1)o(1) — o' (0) (0) — / o (yo(t) dt = / o(B)dt  per ogniv e HL0,1)

0 0
da cui .
/ [u"(t) — v (t)]v(t)dt =0 per ogni v € H}(0,1).
0
L’arbitrarieta di v forza
W' (t)=-1  in(0,1)
con u (1) = u(0) = 0. Si trova
1

u(t) = 5(t —t%).

Rifacendo i calcoli a ritroso, si vede che w rappresenta L mediante il prodotto
scalare in H}(0,1) e quindi & ’elemento cercato.
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Problema 2.25. (Teorema di Riesz). Date f e g funzioni regolari consideriamo
il funzionale

Ly = / (FE)(6) + gty (t)) dt.

Provare che L appartiene al duale di H'(0,1). Detto u Ielemento di H'(0,1)
che lo rappresenta, scrivere un problema ai limiti che determini univocamente
u; risolverlo esplicitamente nel caso in cui f(t) = t(t — 1) e g(t) = —2t.

Soluzione

Il funzionale L é lineare, quindi basta provarne la continuita. Dalla disugua-
glianza di Schwarz otteniamo

1
/0 (f(R)'(£) + g(t)v (1) dt‘ < fll2llv'll2 + llgllzllvll2

e percid, non appena f e g sono a quadrato sommabile, L & un funzionale continuo.
Dal teorema di Riesz esiste un unico v € H'(0,1) tale che

(16) /0 (! (1) () + u(t)o(t)) dt = /0 (1) + g(tyu(t)) dt

per ogni v € H'(0,1). Seguendo la falsariga degli esercizi precedenti, supponiamo
che u sia sufficientemente regolare per poter integrare per parti. Otteniamo

/O W (8) dt = ! (1)o(1) — o/ (0)v(0) — / o ()o(t) dt

| Lo| =

/Of(t)v'(t)dt=f(1)v(1)—f(O)v(U)—/O f'@(t) dt.

Sostituendo nella (16) si trova

/0 (—u" +ut f = gdt+ [w'(1) — f(D]o(1) = [ (0) = £(0)]v(0) =0

per ogni v € H'(0,1). Quindi, se scegliamo v nulla agli estremi, otteniamo

1
/ (—" +u+f —gdt=0
0
che forza
W —u=f—g in (0,1).
Se v & generica, abbiamo
[w'(1) = fF(D)]o(1) = [ (0) = f(0)]v(0) =0
che forza le condizioni
W'(1)=f(1) e u'(0)=f(0).
In conclusione, u & la soluzione del problema

{ u(t) —ult) = f'(t) — g(t)
u/'(0) = f(0), w'(1) = f(1).
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Nel caso in cui f (t) =t —te g(t) = —2t, si ha
' —u=-1,4(0)=4'(1) = 0.

La soluzione ¢ data da u (t) = 1.

Problema 2.26. (Proiezioni). Siano H = H'(—1,1) e
V={ueH: u0) =0}

Dopo aver dimostrato che V' é un sottospazio chiuso di H, calcolare la proiezione
suV di f, dove f(t) =1 su[-1,1].

Soluzione

Il fatto che V sia un sottospazio si verifica direttamente (si ricordi che le funzioni
di H sono continue e quindi ha senso calcolarne il valore in un punto). Si tratta
percio di dimostrare che & chiuso, cioe che se u,,(0) = 0 e u, — @ in H allora 4(0) =
0. A tale scopo basta osservare che la convergenza in H implica la convergenza
uniforme, infatti, come visto nel Problema 2.22,

lulloe < V2lullzr-

A sua volta, la convergenza uniforme implica la convergenza puntuale ovungue su
[—1,1]. In particolare se u,, — @ in H allora u,(0) — @(0) e V ¢ chiuso. Il teorema
delle proiezioni ci garantisce percio 1’esistenza (e 1'unicita) della proiezione Py f.
Per determinarla, dobbiamo minimizzare, al variare di u € V, la forma quadratica

B(u) = ||f —ulf = /_1 [(w/ (1)) + (1 — u(t))?] dt.

Sappiamo che il minimo v = Py f verifica la condizione

(f —u,v) = / [u ()" (t) — (1 —u(t))v(t)] dt =0 per ogni v € H'(—1,1).

-1

Supponendo u regolare, integriamo per parti, ottenendo

/qmmmwﬁ:wmmm;—/'wwww@

-1 -1
e di conseguenza
1

(17) 1NUMD—M@UM—U—/ 0 +1 —u]vdt =0

-1

per ogni v € H'(—1,1). In particolare, 'uguaglianza deve valere per tutte le v €
H}(—1,1), per cui

1
/ [u” +1—wuJvdt =0  perognive Hy(-1,1)

1
che forza
vW'+1-—u=0 qo.in (=1,1).
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Ma allora Uintegrale nella (17) & sempre nullo e ricaviamo
o' (Do(l) — v/ (=1)v(=1) =0 per ogni v € H'(—1,1)
che forza
u'(=1)=4/(1) = 0.
Tenuto conto che u(0) = 0 (infatti u € V') otteniamo che u ¢ soluzione del problema
{u”(t)—u(t)—l -1<t<0,0<t<1
w'(-1)=v/(1) =0, u(0)=0.

Ricaviamo
u(t) = 1+ Ajel + Age™ —1<¢<0
T 14+ Bt +Be7t 0<t<1
con
Alefl—Age:0
Ble—BgeA:O
14 A1+ Ay =14+ By + By, =0.
Si ottiene
Ay By = —— 2 A =By &
2 =b1 = 21 1= 2—62+1
ed infine
1+ et e ] —1<t<0
u(t) = €2+1[ ] T
1+ [ef+e*f]  0<t<L

e2+1
Si ha che u € HY(—1,1) (¢ C! a tratti) e coincide con Py f.

Problema 2.27. (Giustapposizione di funzioni). Sia 2 C R"™ un dominio rego-
lare e limitato e supponiamo che 2 sia diviso in due sottodomini aventi interfaccia
I" regolare. In altre parole

Q=0 UQUT,
con Q1, Qo domini regolari e T' ipersuperficie regolare. Siano u; € HY(Q) e
uy € HY(Q). Dire sotto quali condizioni la funzione definita da

ui(x) xe
U(X) o { UQ(X) x € Q9

appartiene ad H*(Q).

Soluzione
Essendo u; € L?(€2;) per i = 1,2 si ottiene subito che
u € L*(Q)
e quindi v € D'(2). Affinché u € H'(Q) occorre che Vu sia rappresentato nel

senso delle distribuzioni da un vettore w €L? (:R") e cioé che

(Vu, F) :/W-Fdx
Q
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per ogni campo vettoriale di funzioni test F € C§°(Q; R™). Poiché Vu; e Vug sono
elementi di L? (Q1;R"™) e L? (Q9; R™), rispettivamente, il candidato w dovrebbe
essere definito dal vettore

W — Vul in Ql
o V’LLQ n Qg

ma occorre evitare che u abbia “salti” attraverso I' (vedi problema precedente).
Una condizione naturale ¢ allora che le tracce di w1 e us su I coincidano. Control-
liamo. Per definizione di gradiente nel senso delle distribuzioni abbiamo:

(Vu,F) = —(u,divF) = —/ u divF dx =
Q

—/ UldiVFdX—/ us divF dx
Q Q2

(T, essendo regolare, ha misura nulla). Essendo F = 0 su 91, dal teorema della
divergenza per gli spazi H', abbiamo, se v indica il versore normale a I, esterno
a Qli

/ Uy didex:/ulF-Vda'— Vu - Fdx
o r o

/ Us diVFdX:—/UQF'VdO'—/ Vus - Fdx.
Qo r Q2

Poiché uy = usy si trova, infine,
(Vu,F) = / w - Fdx.
Q

La condizione u; = us ¢ quindi sufficiente (anche necessaria'?) affinché v € H* (Q).

Problema 2.28. (Esempio di giustapposizione). Siano
Qt ={(z,y) eRZ0<z<1,0<y<1}
Q ={(z,y) eR}-1<2<0,0<y<1}

e@Q=QTUQ U{z=0,0<y < 1}. Definiamo

) = 9:y2 0<z<1l,0<y<l1
YTl 1-2%y -1<2<0,0<y<l.

Calcolare il gradiente di u nel senso delle distribuzioni. Stabilire se u € H' (Q).

Soluzione

In Q1 e Q, separatamente, u & un polinomio e quindi « definisce anche una
distribuzione; si noti che u presenta un salto pari a —1, nella direzione orizzon-
tale (per esempio) attraverso il segmento verticale {x =0, 0 < y < 1}. Sia v una

131 asciamo il controllo al lettore.



2 Problemi risolti 303

funzione test e calcoliamo il gradiente distribuzionale di u; si ha, per definizione:

(art) = —(u,v5) = /Q w (@, 9) ve (2,y) dudy =

—/1dy/1xygvz(x,y) dg:—/ldy/o(l_ny) ve (2,1 dz.

Integrando per parti gli integrali in z, si trova, essendo v (1,y) = 0:

(Ug,v /dy/yvmy dx—/ (0,y) dy — /dy/ 2zy v (z,y) dx.

Questa formula indica che, posto

(2,y) = > 0<z<l,0<y<l1
Y = —2zy —-1<z<0,0<y<l1

e F =6 ®1 la distribuzione definita da'*

(F,v)= / 0 (0,3) dy,

si ha

Uy = w1—0 ® 1.
Si noti che la distribuzione § ® 1 ha supporto sulla linea di discontinuita di u e
segnala la presenza di un salto unitario (negativo) di u attraverso 1’asse y nella
direzione positiva di . Calcoliamo u,. Per definizione,

(U v) = —(u) = — /Q u(z,) vy (z,y) dedy =

—/1 dm/lxy%y (z,v) dy—/o d$/1(1_$2?/) vy (2,y) dy.

Integrando per parti gli integrali in y, si trova, essendo v (z,0) = v (x,1) = 0:

(Ug,v /dm/2xyvxydy/dx/xvmy dy.

Questa formula indica che, posto

(,y) = 2zy O0<z<l1l,0<y<1
YT —a?2 —1<z<00<y<l1
si ha

Uy = W2.
Non vi sono distribuzioni concentrate sulla linea di discontinuita in quanto nella
direzione verticale v non ha discontinuita. Mentre u, € L? (Q), la distribuzione che
rappresenta u, non ¢ identificabile con una funzione di L? (Q), per cui u ¢ H' (Q).

Myna distribuzione di Dirac distribuita lungo il segmento x =0, 0 < y < 1.



304 5 Analisi funzionale

3. Esercizi proposti

Esercizio 3.1. Sia H = L*(0,27) pensando di estenderne gli elementi come
funzioni periodiche su tutto R. Consideriamo il sottospazio delle funzioni 2w /3—
periodiche:

2
V:{ueH: u(t+§ﬂ') = u(t) q.o.tER}.
Dopo aver verificato che V' é un sottospazio chiuso di H, determinare V* ed i
proiettori Py, Py ..

Esercizio 3.2. In H = L*(0,1) consideriamo il sottospazio chiuso V dei
polinomi di secondo grado. Calcolare Py f quando f(t) = t3.

Esercizio 3.3.  Posto Q@ = (0,1) x (0,1) ed H = L?*(Q), consideriamo i
sottospazi

K = {ue H: u(z,y) = costante}

VvV = {u € H: u(zx,y) =v(z), ve L*0,1), /01 v(x)dr = 0}

w = {u € H: u(x,y) =wly), we L*0,1), /01 w(y)dy = 0}.

Verificare che
S=KoeVaoeW
é chiuso e determinare i proiettori Ps, Pg.. Scomporre la funzione f(z,y) = zy.

Esercizio 3.4.  Sia H = L?*(B;) (dove By ¢ il cerchio unitario in R?) e
consideriamo il seguente operatore lineare da H in sé:

(L’LL) (xv y) = u(ya —37).
a) Verificare che L ¢é continuo e calcolarne la norma.

b) Calcolare gli eventuali autovalori (reali) di L.

Esercizio 3.5. a) Sia f € H' (0, 7). Esaminare la possibilita di sviluppare f
in serie di soli coseni o soli seni.

b) Stimare la miglior costante di Poincaré Cp, per la quale vale
lull 20,2y < Cpllv/|lL2(0,1) perogniueV
nei casi V = H(0,L) e
V={ue H'0,L): u(0) = 0}.

Esercizio 3.6.  Sfruttando i risultati del Problema 2.6 e dell’esercizio prece-
dente, dimostrare che I'inclusione H'(0,7) < L?(0,7) ¢ compatta.

Esercizio 3.7.  Posto H = L*(0,7) consideriamo il sottoinsieme

K ={u€ H : supess|u| < 1}.
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a) Verificare che K ¢é chiuso e convesso in H.
b) Calcolare Pk f, dove f(t) = 2sint in (0,7) (vedi anche Problema 2.10).

Esercizio 3.8.  Sia {z;} C R, x3 — +00. Mostrare che

+o0
Z ekl (x — )
k=1

converge in D'(R) qualunque sia la successione numerica {c;} C R.

Esercizio 3.9. Sia f: R — R il prolungamento 2n—periodico della funzione

fo(a:):ﬂ;r 0<z<2m

a) Scrivere la serie di Fourier di f e verificare che converge in D' (R) a f.

b) Dedurre la (notevole) formula

(18) ;cosm:——%—i—w Z 0 (x — 2mn)

n=-—oo
in D' (R).
Esercizio 3.10. Verificare che ogni polinomio é una distribuzione temperata,
mentre e ¢ S'(R).
Esercizio 3.11. Mostrare che
a) la distribuzione pvl/x appartiene a S'(R);
b) la distribuzione comb(x) appartiene a S’'(R).

Esercizio 3.12. a) Sia B, C R? la sfera di raggio v e centro Lorigine.
Indichiamo con T' la distribuzione in D’ (R3) definita dalla formula

(T,v) = / v do
OB,

(una specie di “6 7 distribuita sulla superficie sferica 0B,., che, a volte, con abuso
di notazione, si scrive § (|x| —r)).
Verificare che T é temperata e calcolarne la trasformata di Fourier.

b) Usare il risultato del punto a) per calcolare la soluzione fondamentale dell’equazione
uyy — Au =10
in R3.
Esercizio 3.13. Provare che, se esistono m e C tali che

len| < C (1 +|n|™)
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per ogni n €Z la distribuzione

+oo

F= Z cnd (x —n)

n—=—oo

appartiene a S'(R)'.

Esercizio 3.14. Sia combr il pettine di Dirac, distribuzione definita dalla
formula

comby () = Z §(x—nT).

nez

a) Mostrare che combr ¢é periodica di periodo T ; usando il risultato (e la nota!)
del Problema 2.17, calcolare la sua serie di Fourier.

b) Dedurre le seguenti (notevoli) formule:

o —

2
combr = %combgw/T,

e (formula di Poisson)

per ogni v € S’ (R).

Esercizio 3.15. Sia

u(z,y) = (2 + )2,

definita (quasi ovunque) nel cerchio unitario e sia « > —1. Dimostrare che, anche

se u non é necessariamente C', il suo gradiente in senso distribuzionale coincide
con quello classico.

Esercizio 3.16. a) Verificare che la funzione
v(z,y) = log (log (2 +9% + 1)) —log (log 2)

appartiene ad H}(By), dove By ¢ il cerchio unitario centrato nell’origine.
b) Dedurre che, per o < —2,

u(z,y) = (2% + )2
non appartiene ad H='(By).
Esercizio 3.17. Vero o falso:

a) Seu € H' (R), u(x) — 0 per x — +oo0.
b) Seu € H' (R"), n > 1, allora u (x) — 0 per |x| — +oo.

5L condizione & anche necessaria: Se I ¢é temperata, allora esistono m e C' tali che
len] < C (14 |n|™), per ogni intero n.
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¢) Se Q C R™ & un dominio illimitato, non puo valere la disuguaglianza di Poincaré
/ v? < cp/ |Vo)?
Q Q

Esercizio 3.18. Sia § la delta di Dirac in 0. Provare che § appartiene ad
H=1(—1,1). Determinare I'elemento di H}(—1,1) che la rappresenta mediante il
prodotto scalare.

per u € H} (Q).

Esercizio 3.19. Provare che il funzionale

1
Lu = / u'(t) dt
0
appartiene al duale dello spazio H'(0,1). Determinare I'elemento di H*(0,1) che
lo rappresenta.

Esercizio 3.20. a) Date f e g funzioni regolari consideriamo il funzionale

Lo= / (O (t) + g(tyo(t)) d.

Provare che L appartiene ad H~'(0,1). Detto u I'elemento di Hg(0,1) che Io
rappresenta, scrivere un problema ai limiti che determini univocamente u.

b) Calcolare esplicitamente u nel caso f = g = 1.
Esercizio 3.21. Siano H = H}(-1,1) e
V={ueH: u0) =0}

Dopo aver dimostrato che V' é un sottospazio chiuso di H, calcolare la proiezione
suV di f, dove f(t) =1—t su[-1,1].

Esercizio 3.22. (Sottospazi di H} (2)). Sia Q C R™ un dominio tale che
Q=0Q,UQ. SiaV = Hj (Q) col prodotto interno (u,v) = [, Vu- Vv e definiamo

Vi={ueHj(),u=0inQ\%} e Vo={uecHj(Q), u=0in N2}.
Dimostrare che V; e V4 sono sottospazi chiusi di V' e che

Vit nvs = {0},

3.1. Soluzioni

Soluzione 3.1. V & un sottospazio ed & chiuso, in quanto la convergenza
L? implica quella quasi ovunque di almeno una sottosuccessione. Sia u € V+.
Abbiamo, per ogni v € V,

27 27/3 4m/3 2m
0:/0 u(t)v(t) dt:/o u(t)v(t) dt+/2 u(t)v(t) dt+/ u(t)v(t) dt.

w/3 47 /3
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Cambiando variabile negli ultimi due integrali e sfruttando la periodicita di v, si

o 0= /0%/3 {u(t) tu (t + %w) +u (t * %WH v

L’uguaglianza precedente vale per ogni v € L?(0,27/3), per cui

u(t) +u (t + %w) +u (t + %) =0 qo.in (0,27/3).

Invece che all’intervallo (0,27/3) possiamo ridurre tutti gli integrali agli intervalli
(27/3,47/3) o (47 /3,2m), per cui la conclusione ¢ che

vi= {u € L*(0,27) : u(t) +u <t+ %w) +u <t+ %w) =0 qo.in (07277)}

Di conseguenza, possiamo scrivere

Py f(t) :% [f()+f<t+ 27r) —l—f<t+47r>}

ot~ for- (04 22) -1 (1 24)].

Soluzione 3.2. Si tratta di minimizzare la distanza in L? (0, 1) tra il polino-
mio p (t) = t3, di terzo grado, con uno di secondo. Abbiamo

V:{at2+bt+c: a,b,cER}.

V' & un sottospazio chiuso perché & finito-dimensionale. Dobbiamo quindi mini-

mizzare 'integrale
1
/ (8 —at® bt —c)* dt
0

al variare di a, b, c.'® Dal teorema delle proiezioni, posto Pyt3 = At?> + Bt 4+ C e
g(t) = t3 — Pyt3, abbiamo

1
/ g(t)(at®> + bt +c)dt =0 per ogni a, b, c.
0

In particolare, I’equazione precedente deve valere quando due dei tre coefficienti
sono nulli ed il terzo é uguale a 1. Le tre equazioni corrispondenti si scrivono come

1 1
_ _ 3 _ 2 _ _ - _ = _
Of/og(t)dt _ /O(t AP - Bt-C)dt=7 -5 -5 -C

1 1
1
= ttdt = A B2 -Ct)dt==-—-=—= — =
0 /og() /o( ct) 5 4 3 2

1 1
1
0= D2 dt = A B -—Ct)dt==-—=-—=_=
/09() /0( ) T 1 3

16Na’curaﬂmente7 si potrebbe calcolare esplicitamente l'integrale e poi minimizzare la risul-
tante funzione di tre variabili.
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cioe
4A+6B+12C = 3
15A+20B+30C = 12
12A+15B+20C = 10.
Con un po’ di pazienza si ricava A = 3/2, B= —3/5 e C' = 1/20, per cui
3 4 1
Pof=28—Zt4 —.
vI=3 5t g

Soluzione 3.3. Per provare la chiusura di S si puo ragionare come nello
svolgimento del Problema 2.3. Cerchiamo di caratterizzare S*-. Se h € S+ allora

/Q h(@, ) (v(z) + w(y) + k) dady = 0

per ogni v, w e k. In particolare, scegliendo alternativamente v o w nulla, si puo
integrare rispetto ad una delle due variabili ottenendo

SL:{heL2(Q): /Olh(x,y)dmz/olh(x,y)dyzo q.0. in (0,1)}.

Poniamo ora
Psf(z,y) =V(z)+W(y) + K.
Si deve avere, per ogni g € L?(0,1),

0 = [ Us) = (V@) + W) + K gla) dady =
Q

/01 [/Olf(fcyy)dy—V(:c)—K] (@) dz,

(ricordiamo che fol W (y)dy = 0) perciod, quasi ovunque,

1
Af@w@—V@—K—O

W@:Af@w@—K

Allo stesso modo deve essere, per ogni g € L?(0, 1),

0 = [ w0) = (V) + W) + K] glo) dody =
Q

/01 Uol fx,y)de —W(y) - K} 9(y) dy,
e quindi

W@—Af@ww—K
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Infine,

0 = / [f(z,y) — (V(z) + W(y) + K)] dedy =
Q

[ ) dady .

Q

per cui

K:/ f(z,y) dzdy.
Q

In definitiva

1 1
Psf(a,y) = /0 fay) dy + /0 f(ay) dz — /Q f(, ) dady,
Po.f=f— Psf.

Soluzione 3.4. a) L’operatore L ¢& lineare, quindi si tratta di dimostrarne la
limitatezza. Si ha

| Lul3 = / (L) (2, y) dedy = / Wy, ) dedy = [ull3,

B1 Bl
da cui si deduce che L & continuo e che ||| = 1.
b) Siano A € R, v # 0 tali che

Lv = \v.

Calcolando le norme di ambedue i membri ed usando il punto a), si trova [A| = 1,
per cui gli unici possibili autovalori sono A = +1. Si tratta ora di vedere se &
possibile trovare delle funzioni non nulle vy e v_ tali che

vy (y, —x) = vy (z,y) oppure v_(y,—x) = —v_(x,y).
A tale scopo basta scegliere (ad esempio)
vi(2,y) = z? + yQ e v_(z,y) = zy,
e pertanto £1 sono gli autovalori di L.
Soluzione 3.5. Poich¢ f' € L?(0,7), pensando alle sue estensioni pari e

dispari in (—, 7) possiamo scrivere, rispettivamente nei due casi:

oo oo

f(z) = Zan cosnx e f'(z)= an sinnx
n=0 n=1

con convergenza delle serie in L? (0, 7). Si noti che!”

ao=/07rf’=f(7f)—f(0)-

L7Ricordiamo che le funzioni di H* (a, b) sono assolutamente continue, per cui vale il teorema
fondamentale del calcolo integrale.
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Poiché le serie di Fourier possono essere integrate termine a termine, si trova,
nel primo caso:

f(x) —f(O)—l—Z/OIancosnx da::f(O)—i—[f(w)—f(O)]:p—i—ZAnsinn;p

n=1

dove A,, = a,/n. Se supponiamo che

f(m)=f(0)=0,
allora .
= Z A, sinnx
n=1

con serie uniformemente convergente in tutto R.
Nel secondo caso, integrando termine a termine si ha:

f(m):f(())—l—ﬁ—l—ZBncosnm

n=1

dove
b > bn
B, = — —
e B= Zl -

Ogni funzione in H' (0,7) puod quindi essere sviluppata in serie di coseni, con la
serie uniformemente convergente in tutto R.

b) Sia v € H}(0, L). Ripetendo i ragionamenti del punto a) per funzioni 2L—
periodiche, otteniamo che

nmw nw
— A, si (_ )’ g n (_ )’
(7 ng 1 sin T U E Qp COS T

dove

Dall’identita di Parseval otteniamo

\U||L2(0L) ZA
I o = 3 oh = g(””) A2 > (%)2;,43.

Percio vale
L / : 1
HU||L2(0,L) < ;Hu HL2(0,L) per ogni u € Hy (0, L).

Osserviamo che, se A; =1 e A, = 0 per n > 2, nelle disuguaglianze precedenti
vale 'uguale, quindi la costante Cp = L/7 non puo essere migliorata.
Sia ora
V ={uec H(0,L) : u(0) = 0}.
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E facile vedere'® che la funzione
i(z) = u(z) 0<z<L
)= w(L—z) L<x<2L
appartiene ad H}(0,2L), e che

il z20,) = \/§HU||L2(0,L), @] 2(0,20) = \/§HUIHL2(0,2L)-

Dai ragionamenti precedenti sappiamo che

%]l r2(0,20) < 7||ﬁ’||L2(0,2L),
da cui

2L .
lull20,0) < 7”UIHL2(O,L) per ogni u € V.

Soluzione 3.6. Si tratta di dimostrare che la sfera unitaria di H*(0, ),
B={ueH0,m): |[[3+|ul <1},

¢ precompatta in L?(0,7). A tale scopo, ricordiamo dall’Esercizio 3.5 che u si puo
sviluppare in serie di Fourier di coseni:

+oo
U= E Ag cosnt
n=0
dove

1 (7 2 [T
Ay = — / u(t)cosntdt e A,== / u(t) cosnt dt,
0 T Jo

s

con la serie di Fourier umiformemente convergente in R. Grazie alla linearita
dell’integrale e all’identita di Parseval

+oo
Jull =243+ 3 42.

n=0
L’applicazione che ad una funzione w associa la successione dei suoi coefficienti
di Fourier A,, & un’isomorfismo tra gli spazi vettoriali L?(0,27) ed I? che & anche
un’isometria tra spazi metrici. Di conseguenza, se dimostriamo che la sfera B si
puo identificare con un sottoinsieme di 2 del tipo K considerato nel Problema 2.6,
otterremo la tesi.

Sempre dall’Esercizio 3.5 sappiamo che A, = b,/n, dove i numeri b,, n > 1,

sono 1 coefficienti della serie di Fourier in soli seni di u’. Inoltre, dall”identita di
Parseval,

+o00
l'll3 =" n?As.
n=1

187 asciamo la dimostrazione al lettore.
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In termini di serie di Fourier, quindi,

“+o0o “+o0o
[ ]|2 + [Jul2 <1 — 245+ > AL+ nPAL <1
n=1 n=1

La sfera B di H' (0, 7) si puo dunque identificare con il sottoinsieme di /% dato da
(il fattore 2 che moltiplica Ag & irrilevante):

+oo +oo
K= {(An);ZAi+Zn2Ai < 1}.
n=0 n=1
Dal problema 2.6 segue la tesi.

Soluzione 3.7. a) Per dimostrare che K ¢ chiuso occorre provare che se u,
¢ una successione di funzioni L? tali che |Ju,|leo < 1 € se u, — @ in L?, allora
|la]leo < 1. A tale scopo ¢ sufficiente osservare che la convergenza L? implica la
convergenza puntuale quasi ovunque di almeno una sottosuccessione: ne segue che
|a(t)] < 1 quasi ovunque, da cui la tesi. Per verificare invece la convessita di K,
fissiamo w1, ug in K. Si ha, per 0 < A <1,

[Auy (£) + (1 = Nua(8)] < Alua (8)] + (1 = M]ua(t)] < 1.

Quindi ogni combinazione lineare convessa di elementi di K appartiene a K.

b) Si tratta di risolvere il seguente problema di minimo:
min /07T (2sint — u(t))? dt al variare di u con |u(t)| < 1.
Possiamo scrivere
/7r (2sint —u(t))? dt :/ (2sint — u(t))? dt—l—/ (2sint — u(t))* dt.
0 {2sin¢<1} {2sint>1}

Osserviamo che il primo integrale ¢ nullo (quindi minimo) se u(t) = 2sint nel
dominio di integrazione. D’altra parte, per minimizzare il secondo integrale, & suf-
ficiente scegliere u(t) = 1. Tenuto conto che 2sint > 1 nell’intervallo (7/6,57/6),
sembra quindi ragionevole porre

2sint ogtgg

5

u(t) = P f(t) =4 1 %Stgg
2sint %Tgt_w.

Per dimostrare che la scelta effettuata & corretta, verifichiamo che Pk f soddisfa
(10). Infatti, si ha

57/6

/Oﬂ(f(t) P f(8)(w(#) — uft)) dt = //6 (2sint — 1)(v(t) — 1)dt < 0

per ogni v tale che v(t) <1, e la tesi segue.
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Soluzione 3.8. Sia {c;} C R. Occorre mostrare che, per ogni v € C§° (R),
la serie

(19) Z ck{0 (x — xg) ,v)

¢ convergente. Poiche il supporto di v & compatto (in particolare limitato) e xp —
400, se kg ¢ abbastanza grande, per k > ko i punti x; non appartengono al
supporto di v; quindi v () = 0 per k > kq. Ma allora la serie (19) si riduce ad un
numero finito di termini, con somma necessariamente finita.

Soluzione 3.9. a) Essendo f dispari, si pud sviluppare in termini di soli seni;

si trova
o0 .
sin nx
r~>
n
n=1

con uguaglianza nel senso della convergenza in L7 . (R) e percio anche in D’ (R).

b) Qualche osservazione preliminare. La funzione f, che si pud rappresentare

con la formula
Z fo(z —2nm),

n=-—oo
presenta un salto pari a 7 in x = 27n, n € Z. Scriviamo questa formula in termini
della funzione di Heaviside H (x). Poiché per ogni n € Z

1 x>2mm 0 x> —-2mn

H(m_%”):{o x<2mn © H(_m_%"):{1 x < —2mn

possiamo scrivere

(20) Z:l smnnx _I ; T 7H (—z) 4+ Z (x —2nm) — H (—z — 2nm)]
valida in D’ (R). Ora, le serie convergenti in D’ (R), possono essere differenziate
termine a termine, ottenendo una serie ancora convergente in D’ (R); dalla (20)

ricaviamo, differenziando termine a termine e ricordando che!”

C%H (x —2nmw) = 6§(x—2mn),
diH (—x —2nm) = —6(—x—2mn)=—0(x—2mn),
x

si trova la (18).

Soluzione 3.10. Basta far vedere che ogni monomio P (x) = z{'ag - xn
¢ una distribuzione temperata. Sia m > 0 il grado del monomio e sia {vy} C
C§° (R™) tale che vy — 0 in S (R"™). Osserviamo che

[P (x)] = |27ty -2l | < x[™

19La distribuzione di Dirac in zero & pari.
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e che la funzione
h(x) = [x|™ (14 [x[) "D

¢ integrabile in R™. Infatti, se w,, ¢ la superficie della sfera unitaria in R, si ha

|X|Tn i +o0 pm+n71 Qo= M
A )Ty e T A s e

Per definizione di convergenza in S (R™) si ha anche che

sup (1 + )™ o, (x)| — 0 per k — +oc.
R”

Abbiamo allora:

" o
Pl = | [ PO 60 x| [ X (L el (o)
< Moup (1 )™ ur ()] 0
R’!L

per cui P definisce una distribuzione temperata.
Sia ora u (z) = €* e consideriamo una funzione test v non negativa, che valga 1
nell’intervallo [—1, 1] e zero fuori dall’intervallo [—2, 2]. Poniamo
vg () =v(x—k)e™ ™.
Per ogni k > 1, vy, & una funzione test che si annulla fuori dall’intervallo [k — 2, k + 2]
e vale 1 nell’intervallo [k — 1,k + 1]. Inoltre®°, per ogni m,p > 0

sup |z DPvy (2)] = 0 per k — 400
R
per cui vy — 0 in S (R). Tuttavia

k+2 k41
<u,vk>:/ v(x—k)dxz/ dx = 2k — +o0.
k

-2 k—1
Concludiamo che u non ¢ una distribuzione temperata.
Soluzione 3.11. a) Mostriamo che se F' € S’ (R"™) anche F’ € &' (R"). Se
{vx} C C5° (R") e vy — 0 in S (R™), anche v;, — 0 in S (R™). Abbiamo allora
(F',vp) = =(F,vp,) > 0

essendo F temperata.
In particolare, per il Problema 2.18; u (x) = logx & temperata e quindi anche
pvl/z & temperata essendo la derivata di u.

b) 1l pettine di Dirac é una distribuzione temperata. Infatti, sia {vy} C C§° (R)
tale che vy, — 0 in S (R). Si ha

+oo

(comb, vg) = Z vg (n) .

n=—oo

20Controllare.



316 5 Analisi funzionale

Ora, per definizione di convergenza in S (R), segue che n?vy (n) — 0 uniforme-
mente in n, per k — oo. Fissato € > 0, si puo allora scrivere

n?|vg (n)] < e
per k > ky opportunamente grande. Di conseguenza, per k > ko,

400 1
[{comb, v, >| < e Z $§Ca€

n=—oo

e quindi (comb, vi) — 0.

Soluzione 3.12. a) T & temperata essendo il suo supporto 9B, compatto.
Per definizione, presa v € S (R3),

(T,v) = (T,7) —/@Brﬁda—/ﬁBT do/m ey (€) dx =

- st(é) (/83 e—iﬁ'“da) dx.

Si ha, dunque, che ¢ la funzione
T(e) = / = o,
dB,

Per calcolare I'integrale, passiamo a coordinate sferiche (r,6,1)), con asse verticale
coincidente con &, 0 < 0 < 27, 0 < ¢ < 7; Ponendo |£| = p ed osservando che, su
0B,

- o =rpcosy
e do = r2siny di, si ha

s
[ o =amt [ s ay = 4 sinr
OB, 0 P

In conclusione,

sinr €]

€

b) La soluzione fondamentale dell’equazione delle onde & la soluzione del pro-
blema

T (&) = 4nr

uge — Au =0 in R? x (0, 4+00)
{ u(x,0) =0, u(x,0) =6(x —y) suR3.

Data l'invarianza per traslazioni dell’equazione, risolviamo il problema per y = 0.

Poniamo

€)= [ g

la trasformata di Fourier di u rispetto alle variabili spaziali. Applicando la trasfor-
mata, otteniamo che 4 risolve il problema

{ﬂtt+|§|2’&20 t>0
ﬁ(E,O) = 03 ﬁt(sao) = 17
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per ogni £ € R?. La soluzione generale dell’equazione ¢ data da
a(€,t) = Crelélt 4 ChelEl,
Imponendo le condizioni iniziali otteniamo

Ci+Cy=0 e Cll|€| — CQZ|£| =1,

per cui
. 1 ; s sin (]€]t)
(e t) = — (ez\s\t e zmt) _ smisiey)
2i[¢| €]
Possiamo percio applicare il risultato del punto a) (con r = t) ed ottenere
(x| = 1)
)=~
u(x,t) 4rt
e quindi, in definitiva,
o(x—yl—=1)
K t) = ———.
(x,5:t) yyn

Soluzione 3.13. Siano

F= Z cnd (x—mn)
con
cn < (1+[n™)
e {vp} C C5° (R) tale che v, — 0in S (R). Si ha
“+o0

(F, ) = Z e (n) .

n=—o0
Ora, per definizione di convergenza in S (R), segue che
n™ 2y, (n) — 0
uniformemente in n, per k — oco. Fissato € > 0, si puo allora scrivere
n™ 2y (n)| < e
per k > kg opportunamente grande. Di conseguenza, per k > ky,

+o00
1+n™
|<F,’Uk>| SE Z % SC&‘

n=—oo

e quindi (F,v) — 0.

317

Soluzione 3.14. a) Controlliamo la periodicita di combyr. Sia v una funzione

test. Abbiamo:
(combr (x +T),v) = {(combr,v(zx—T))= Z v(nT —T)
neZ

= ) v(nT) = (combr,v).

neZ
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Dal Problema 2.17, la serie di Fourier di combr ¢ data dalla seguente formula in

D' (R):
~ .2
combr (z) = Z Uy, €Xp (—z sz) .
neZ
Per calcolare 4, usiamo la formula (14) e la nota relativa; il punto o = —7'/2 non

appartiene al supporto di combr e la restrizione di comby all’intervallo
(l‘o, xo + T) = (—T/2, T/2)
coincide con ¢ (). Dalla (14) con uy = 0, si trova

an — _<57e—i2mm/T> —

S|~

da cui la serie di Fourier di combr :

1 2
combr (z) = T Z exp (—z’ ngm) .

neZ
b) Dalla (13) si deduce, essendo u,, = ¢, /2,

— 2 2nm 27
combr (§) = —= ) <§ - —> = —combg, 1 (§).
T = T;Z T 7 comby 7

Se ora v € §' (R), si ha:

<c&1FT, v) = {combr, V) = Z v (nT)
nez
mentre

2 2 2mn
?<comb2ﬂ/T, 'U> = ? v T
nez
da cui la formula di Poisson.

Soluzione 3.15. Essendo a@ > —1 abbiamo gia visto (Problema 2.19) che
u € L*(By), e quindi u € D’'(By). Indichiamo con v la derivata parziale di u rispetto
ad x nel senso delle distribuzioni, e riserviamo la scrittura u, per la derivata classica
di u (definita fuori dall’origine). Calcoliamo v. Sia dunque ¢ € C§°(Bi). Si ha

(v,) = <u,<pm>:—[B u(x,y)e, (z,y) dedy =

= —/ up, drdy —/ up, drdy =
BE Bl\Ba

—/ ucpgﬂd:ndy—/8 ugpl/xds—i—/\ Ugp dzdy,
5 B B1\Be

dove v, denota la componente orizzontale del versore normale esterno a 0B. (si
ricordi che ¢ =0 su 9By). Ora,

/ WP, da:dy‘ <C

|u| dzdy = C// retldr = 072 — 0,
0

B.
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2m
< C/ |u| dxdy = C’/ £*df = C"e* M — 0
OB. 0

/ WPV, ds
OB

(tutti i limiti si intendono per ¢ — 0; si ricordi che & > —1). In definitiva si ottiene

(v, ) :/ Ugp dxdy.
B,

Ragionando allo stesso modo per u, si ottiene la tesi.

Soluzione 3.16. a) Prima di risolvere I’esercizio ricordiamo che I'integrale

1/2
/ t*1ogb t dt
0

risulta finito se e solo se a > —1, oppure a =1 e b > —1.
Esattamente come nell’esercizio precedente si puo vedere che le derivate parziali
di v nel senso delle distribuzioni sono uguali alle espressioni delle derivate classiche
calcolate formalmente, per cui si ha
1 1
log (22 +y2+1) a2+¢y2+1

Passando in coordinate polari otteniamo

Vv(m, y) =

(2z,2y).

1
/ v (z,y) dedy = 27r/ [loglog (1 + 7’2)]2 rdr < 400
By 0

(integrando ¢ finito in un intorno dell’origine) e
/ |Vo(z,y)|? dedy = 87r/1 ;2 . %rdr < 4o00.
B o log(1+4r2)" 7
Essendo v(z,y) = 0 su dB; otteniamo che v € H} (By).

b) La dualita tra H~=! ed H} si scrive, su u e v, come

1
/ u(z, y)v(x,y) dedy = 271/ log(1 4+ 72)r® - rdr = +o0
B 0
se v < —2.

Soluzione 3.17. a) Vero. Infatti, si puo scrivere
y

u? (z) —u? (y) = 2/ u(s)u' (s)ds

xT

per cui, pensando y > =,

2 (2) — 2 (3)] < (/: u2ds>1/2 (/: (u')? ds>1/2.

Essendo u € H' (R), si ha, se z — 400,

y Voo,
/u2d3—>0 e /(u’) ds —0
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quindi, in base al criterio di Cauchy per 'esistenza del limite finito,

lim w?(z) =1>0.
T—+00
Ma deve essere [ = 0, altrimenti, se fosse [ > 0, scelto € > 0 in modo che [ —& > 0,
si avrebbe
u?(z) >1—¢
per x > N = N (¢) e quindi

AuQ(x)de[v+oou2(x)dx>[v+oo(l—5)dx—+oo

contro lipotesi che u € L? (R).

b) Falso in generale, per ogni n > 1. Per esempio, sia n = 3. Consideriamo nella
sfera Bg (x¢) la funzione radiale

1 se |x —xg| < =
2
ur (%) = R R
—— -1 se — <|x—x¢| <R.
|x — xp| 2
Osserviamo che ug (x) = 0 se |x — xg| = R, mentre ug (x) =1 se |x — x¢| = R/2
per cui up & continua in Bpr (Xg) e si annulla sul bordo. Inoltre 0 < ug < 1 e, per
R/2 <|x —x¢| <R,
R 2
Vug (x)| = — < =.
Vun ()| = s <
Costruiamo ora una funzione v € H' (R?®) che non ha limite per |x| — +oc.
Scegliamo, per k > 1, intero,

1
Xk:(kvoao) e Rk:ﬁ
Definiamo:
0 se X ¢ Up>1BR, (Xk)
dove R
1 se |x — x| < 7k
URy, (X) = Ry,

Ry,
m—l SB7S|X—X]€|SR]€.

Si ha, essendo 0 < up, < 1:

4 3 4m 1
[e=-[ <TYm-TY i<

k>1Y Bry (k) E>1 E>1

Inoltre, essendo

/|Vu| Z/B |VuRk|2<8§ZRk:2Z%<oo.

E>1Y PRy (xk) k>1 k>1
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Dunque u € H' (R?), ed ¢ anche limitata; tuttavia, |x;| =k — +oo e
u(xg)=1-»0

mentre, se yx = (0,0, k),
Vel =k — 400

e u (yr) = 0: il limite di u (x) per |x| — oo non esiste.

c) Falso. Per avere una disuguaglianza di Poincaré & sufficiente che il dominio
sia limitato in una direzione. Per esempio, per n > 1, consideriamo la striscia

Q={(x,z,) ER": X eR" ", 0< 2, <d}.

Sia v € C§° (). Allora si pud scrivere, essendo v (x/,0) = 0,

Tn 2 T, d
v (% x,) = </ Vg, (X', 8) ds> < :En/ v (x',s)ds < xn/ v2 (X', s)ds.
0 0 0

Integrando rispetto a x,, in (0, d) e rispetto a x’ in R"~1 si trova:

d? / d? /

2 2 2
v < — [ vy < — Voul“.
L 2 Jo " 2 Jo [Vl

Per densita, questa disuguaglianza si estende a v € H} (Q).

Soluzione 3.18. Il fatto che § sia un funzionale lineare e continuo su Hg (-1, 1)
segue da ragionamenti analoghi a quelli fatti nella soluzione del Problema 2.23.
Per il teorema di Riesz, esiste una funzione u € Hg(—1,1) tale che

1
/ o' (8)v'(t) dt = v(0) per ogni v € H}(—1,1).
-1
Supponiamo che u sia regolare su [—1,0] e su [0,1], in modo da poter integrare
per parti. Abbiamo

/_11“/(t)“'(t)dt = /_ 01U’(t)v’(t)dt+ /0 (e ) dt =

o ()o(t) dt — /O W (B)o(t) dt.

L’arbitrarieta di v forza le seguenti condizioni per u:

u”’(t) =0 per —1<t<0 eper 0<t<1,
u(—1) =u(1) =0, u'(07)—u(07)=1.

(W (07) — o/ (07))u(0) - /

-1

Otteniamo
wipy = [ At At —1=t<0
B Bi+Bst 0<t<]1.

Le condizioni al contorno e la continuita in 0 per u impongono

A — Ay =0
By +By=0
Ag—Bng

A1:B1
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da culi si ricava
1 1
A=Ay, =B == By = ——=
1 2 1=75 2 5
ed infine

u(t) = 3 (L=t

DO =

Soluzione 3.19. Siamo nella situazione del Problema 2.25,con f =1eg = 0.
Otteniamo che ’elemento u candidato a rappresentare L risolve il problema

{ W' (t) — u(t) =0
W (0) =u'(1) = 1.

Otteniamo
1
£ = ¢ 2-t)
u(t) TTe (e +e )

Soluzione 3.20. a) Ragionando come nella soluzione del Problema 2.25 si
prova facilmente che L & lineare e continuo. Cerchiamo u € H}(0,1) tale che

/O o (' (8) dt = /O (F(O' (1) + g(t)o(t)) dt  per ogni v € H(0,1).

Supponiamo che u sia sufficientemente regolare. Otteniamo
1

/O ()0 () dt = ! (1)o(1) — o/ (0)0(0) — / o ()o(t) dt = — /O o ()o(t) dt

0

/O (1) dt = F(1)w(1) — F(0)(0) — /0 £ (to(t) dt = — /0 £ (ty(t) dt.

Di conseguenza,

/0 (=" (&) + f'(t) — g(t)v(t)dt =0 per ogni v € H(0, 1),

che implica
{W@Zf@—ﬂﬂ
u(0) = u(1) = 0.

b) Il problema diviene

per cui
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Soluzione 3.21. Seguendo lo svolgimento del Problema 2.26 otteniamo che
V' & un sottospazio chiuso di H. Per determinare Py f dobbiamo minimizzare, al
variare di u € V, la forma quadratica
1

B(w) = |1 — ull? = / (26 — o/ ()2 dt.

-1

Sappiamo che il minimo v = Py f verifica la condizione

(f —u,v) = / (2t —u/(t))v'(t)dt =0  per ogni v € Hy(—1,1).

-1

Supponendo di poter integrare per parti, possiamo scrivere

/ (2 — o/ ()W (t) dt = — / (2 — " (#))o(t) dt = 0

-1 -1
per ogni v € H. La candidata proiezione u deve verificare il problema

u'(t) =2 per —1<t<0,0<t<1
uw(—=1) =u(1) =0, u(0)=0.

Ricaviamo
(t)_{t2+A1t+A2 -1<t<0
Tl 2+ Bit+B 0<t<1.
con
1-A1+A45,=0
1+B1+B,=0
AQIBQZO.
Si ottiene
u(t) =% — It]

come si puo verificare direttamente.

Soluzione 3.22. Se u € H{ (Q1), la sua estensione nulla in Q\{; ¢ una
funzione in Hg () per cui Vi & un sottospazio di V. Per controllare che ¢ chiuso,
sia v, — v in V, v, € V4. In particolare, {v,} & di Cauchy in H} () e quindi
vp, — vg in H} (). Sia Ty Pestensione di v nulla in Q\Q;. Allora 7y € V; e

Up, — Vg

in V. Ne segue che vg = vy € V; e percio Vi é chiuso. Stessi discorsi per V.
Dimostrare che Vi* N V3~ = {0} equivale a mostrare®! che Vi + V5 & denso in V;
cio segue se si dimostra che
Co° (1) + C5° (2) = C5° ().

Sia dunque v € C§° (2); vogliamo costruire v1 € C§° (21) e vy € C§° (22) tali che
v = V1 + V2.
Sia K il supporto di v. Allora

dist (K,9Q) = d > 0.

217] Jettore controlli.
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Definiamo, per s > 0e j = 1,2,
A3 = {x €Q;: dist (x,08;) > s}.
Per s < d si ha
K C Aj U A3,
Se riusciamo a costruire due funzioni w; € C§°(Q1) e wy € C§° (Qs) tali che
w; = ws in K possiamo definire

w1 wa
V] =U———— € Uy =V——.
w1 + Wa w1 + we

. . /2 . e ad)2 -
Per costruire wy, sia z = x (A1/ ) la funzione caratteristica di A1/ e consideriamo

il nucleo regolarizzante®?

1
cex _ 0<|x| <1
n(x) = p<|x|2—1> <[
0

x| >1

e (x) =¢e""n <%)

wyp =1 * 2.

dove ¢ = ([gn n)_l. Poniamo

Se € = d/2, wy ha le proprieta richieste. Stessa costruzione per ws.

22[8], Capitolo 7, Sezione 1.2.
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Formulazioni variazionali

1. Richiami di teoria

Il riferimento teorico per i problemi e gli esercizi contenuti in questo capitolo & [S],
Capitoli 6 (per i problemi variazionali astratti), 9 e 10 (per i problemi ellittici e di
evoluzione). Richiamiamo alcune nozioni di base sui problemi variazionali.
e Forme bilineari e coercivita. Sia V' uno spazio di Hilbert. Un’applicazione
B:VxV—-R
& una forma bilineare se € lineare in entrambi i membri. La forma
B*(u,v) = B(v,u)
si chiama aggiunta di B. B &:
simmetrica (o autoaggiunta) se
B(v,u) = B(u,v),
continua, se
[B(u,v)| < Mjullv[lvllv,
coerciva, se esiste una costante a > 0 tale che
B(u,u) > al|ull},
per ogni u, v € V.
Sia H uno spazio di Hilbert. La terna V, H V"’ (il duale di V) si dice hilbertiana

se
VcHcCV,
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V & denso in H e 'immersione di V in H & compatta'.
La forma B si dice debolmente coerciva rispetto alla terna Hilbertiana (V, H, V)
se esistono A\g € R e a > 0 tali che
B(u,u) + XollullF > allull}

per ogni u € V.

e Problema variazionale astratto (stazionario): determinare u € V tale che
(1) B (u,v) = Fv, YoeV
dove B & bilineare in V e F € V.

Teorema 1 (di Lax—Milgram). Se B & continua e coerciva con costante di
coercivita a, allora esiste un unica soluzione % del problema (1), e vale la stima di
stabilita )

[l < ~[[Fllv
a
Se inoltre B & simmetrica allora u & anche l'unica minimizzante del funzionale
“energia”

1
E(v) = §B(v,v) — Fu, perv e V.

Teorema 2 (dell’alternativa di Fredholm). Sia B una forma bilineare in V,
debolmente coerciva rispetto alla terna hilbertiana (V, H,V’) e sia F' € V.

Siano poi N e Np-, rispetttivamente, i sottospazi (autospazi) delle soluzioni
dei due problemi omogenei

B (u,v) =0, YoeV e B, (w,v) =0, YveV.

Allora
a) dimNp = dimNp, =d < .
b) Il problema (1) ha soluzione se e solo se Fw = 0 per ogni w € Np, .

o Autovalori di Dirichlet per 'operatore —A. Sia 2 C R™ un dominio limitato e
lipschitziano e si consideri il problema agli autovalori
—Au = Au u € Hy(Q).
Esiste una successione di numeri
D<A <A< <..,

con Ay — +oo, tale che il problema ammette soluzioni non banali se e solo se
A = A Le corrispondenti autofunzioni costituiscono una base ortonormale (orto-
gonale) in Hg () ed una base ortogonale (ortonormale) in L?(€2). In particolare,
il primo autovalore A, & semplice, cioé il suo autospazio ¢ del tipo

n altri contesti nella definizione di terna Hilbertiana si richiede che 'immersione di V in
H sia solo continua.
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e p; puo essere scelta strettamente positiva su 2.
Risultati analoghi valgono anche per le altre condizioni al contorno.

e Problema variazionale astratto (dinamico, del primo ordine): data (V, H, V")
terna Hilbertiana, con V', H separabili e B (-, -,t) bilineare in V, trovare una fun-
zione

ue L*(0,T;V)NC([0,T]; H)
tale che

d
%<u(t)av>H+B(u(t)vvat):<f(t)av>H VUEW
u(0) =g
g.o. t in (0,7T) e nel senso delle distribuzioni in (0,7).
Teorema 3. Se f €2 (0,T;H), g € H e B ¢ continua e debolmente coerciva,
uniformemente? rispetto a t, esiste unica la soluzione del problema variazionale.

e Problema variazionale astratto (dinamico, del secondo ordine): data (V, H, V")
terna Hilbertiana, con V', H separabili, e B (-, -) bilineare in V', trovare una funzione

ueC([0,T);V)nC*([0,T];H), u” € L*([0,T]; V')

tale che
2
L ) )+ Ba().0) = (£0).vhn WeV.
u(0)=g
' (0) = h

per q.o. t € (0,T) e nel senso delle distribuzioni in (0, T).

Teorema 4. Se f €L (0,T;H), g € V, h € H e B & continua, simmetrica e
debolmente coerciva, uniformemente® rispetto a t, esiste unica la soluzione del
problema variazionale.

Tipicamente, la terna hilbertiana & costituita da uno spazio V intermedio tra
H; () e H' (),

HY(Q) CVCH (),
da H=1L?(Q)e V"

2(Cioe la costante di continuita M e quella di coercivita a non dipendono da t.
3Cioe la costante di continuita M e quella di coercivita a non dipendono da t.
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2. Problemi risolti

e21 —2.5 : Problemiin una dimensione.
26 —216: Problemi ellittici.
e 217 —2.22: Problemi di evoluzione.

2.1. Problemi in una dimensione

Problema 2.1. (Condizioni di Dirichlet). Scrivere la formulazione variazionale
del problema:
(x> + Du” —2u’ =sin27rz 0<z <1
{ u(0) =u(l) =0.

Mostrare che esso ha una sola soluzione u € H(0,1) e determinare esplicita-
mente una costante C' per la quale si abbia

||| 20,1y < C.

Soluzione

Date le condizioni di Dirichlet omogenee, scegliamo come spazio delle funzioni
test lo spazio H{(0,1) (chiusura, rispetto alla norma usuale, dello spazio C{ (0, 1)).
Moltiplichiamo I’equazione per una generica v € H}(0,1) ed integriamo; risulta:

1 1
z? v (z) — zu/(z)] v(z)dr = | sin (2rz)v(x) dz.
@ [ @00 @) e @) o) do = [ sin(ro)ula) d
Integrando per parti possiamo scrivere
1
/o (2 + D" (z)v(z) do
= [(@®+ 1)u'(m)v(:1:)]é - /0 u'(a:)d;i [(@* + 1)v(2)] do =

1
= _/o (2% + D)o/ ()0 (z) + 220/ (2)v(2)] da
e quindi, sostituendo nella (2),
1 1
/ (2% + 1)/ (2) (z) + 32/ (z)v(z)] do = —/ sin (27z)v(z) dz.
0 0
Posto

B(u,v) = /0 (@ + D)o/ () (%) + 3au/ (z)v(2)] dz,

1
Fv = —/ sin (2rz)v(z) dz,
0

abbiamo la seguente formulazione variazionale del problema dato: trovare u €
H(0,1) tale che

(3) B(u,v) = Fv  per ogni v € H}(0,1).
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Osserviamo che, se u € C? e v € C! verificano (3), allora possiamo ripetere il
procedimento di integrazione per parti in senso inverso ottenendo

1
/0 (2% + 1)u"(z) — 2u/(z) — sin (27z)] v(z) dz  per ogni v € Cj(0,1).

L’arbitrarieta di v forza
(2% + V)" (x) — 2u'(z) — sin (27z) =0 in (0,1)

cosicché u ¢ soluzione classica del problema di partenza. Questo controllo indica
che la formulazione variazionale ottenuta & coerente con la formulazione classica,
nel caso di soluzioni regolari. Per I’analisi del problema, il riferimento ¢ il teorema
di Lax-Milgram. Si controlla direttamente che B ¢ bilineare e che F' ¢ lineare. Per
quanto riguarda la continuita si ha, dalle disuguaglianze di Schwarz e di Poincaré
(che in questo caso vale con Cp = 1/7, vedi Esercizio 3.5, Capitolo 5),

3
|B(u,0)] < ll2® + Lol [l2lV"[l2 + 13l sc ||’ [|2 ]| v]]2 < (2 + ;) [ IPY CH 1P

. V2
|F'v| < [|sin 2722 |v]|2 < gﬂv/”z-

Per quanto riguarda la coercivita di B, invece, dobbiamo stimare (dal basso)
1
B(u,u) = / [(#® +1)(u)* + 3au/u)] da.
0

A tale scopo osserviamo che
uu' = (u?)'/2

e percio, sempre integrando per parti ed usando la disuguaglianza di Poincaré,

1 15 15
/ 3zuu' dv = / —z(u?) dx = —/ —u?dx
0 0 2 0 2

3
' [13-

3 2
= —§||UH2 2753

Tenuto conto che z2 + 1 > 1 abbiamo
B(u,u) > allu/|3,
dove
1 5 >0
a=1-— .
272
Quindi B ¢ coerciva e possiamo applicare il teorema di Lax—Milgram ed ottenere
esistenza di un’unica soluzione u di (3). Inoltre si ha
1 3\ V2
No < ZNF |y < (1= 2] X2
Il < 317 < (1- 327 ) o

da cui si deduce la disuguaglianza richiesta.
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Problema 2.2. (Condizioni di Neumann). Scrivere la formulazione variazionale
del problema:
eu’' +eu' —cu=1-2z 0<z<l1
w'(0) = /(1) = 0.
Discutere la risolubilita del problema al variare del parametro reale c.
Soluzione
Notiamo che I’equazione pud essere riscritta come
—(e"u') +cu =2z — 1.

Date le condizioni al bordo di Neumann, scegliamo come spazio di funzioni test
V = H'(0,1). Moltiplichiamo I’equazione per una generica funzione test v ed
integriamo su (0,1) :

1 1
/ [—(e*u) + culvdx = / (2x — 1)vdz.
0 0
Applichiamo ora la formula di integrazione per parti per scrivere
1 1
/ [—(e®u) + cu|vdx = [—ezu’v]é + / [e*u'v" + cuv] dx.

0 0

Ponendo
1 1
B(u,v) = / [e“u'v' + cuv] de, Fv= / (2x — 1)vdz,
0 0

si ottiene la formulazione variazionale seguente: determinare u € V tale che

(4) B(u,v) = Fv  per ogni v € V.
Prima di proseguire osserviamo che, se u € C? & soluzione debole, integrando per
parti otteniamo
1
(5) / [e*(u +') — cu+ 2z — 1vdr — [ezu’v]é =0 YveCY0,1).
0
In particolare, tale relazione deve valere per tutte le v che si annullano agli estremi:
1
/ [e®u” + e"u’ — cu+2x — 1Jvde =0 per ogni v € C3(0,1),
0
che forza
v +e"u' —cu+2r—1=0 in (0,1)
e cioe u risolve l'equazione di partenza. Sostituendo in (5), otteniamo
—ew/(1)v(1) +4/(0)v(0) =0  per ogni v € C1(0,1),

che implica «'(0) = «/(1) = 0. In altre parole, una soluzione di (4) che sia anche
regolare & una soluzione classica del problema di partenza e percio la formulazione
variazionale ¢ corretta.
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Per D’analisi del problema proviamo ad applicare il teorema di Lax-Milgram,
0, se non & possibile, quello dell’alternativa di Fredholm. La linearita di F' e la
bilinearita di B sono evidenti. Occupiamoci della loro continuita. Si ha:

V3
ol < 122 = Ll2llvllz < == (1/ll2 + floll2)
e
[B(u,v)| < [le” ool l2]|v"[l2+[elull2][v]l2 < max{e, |cl} (Ju'll2[l0"[l2 + l[ull2]v]l2),

pertanto F' ¢ un elemento di V' e B ¢ continua. Passiamo alla coercivita di B;
possiamo scrivere, essendo e > 1 in [0, 1],

1
Blu,u) = / [ ()2 + cu?] do > o3 + cljoll3

Risulta che, se ¢ > 0, B & coerciva, con costante di coercivitd min{1, c}. In base
al teorema di Lax—Milgram deduciamo lesistenza di un’unica soluzione v di (3).
Viceversa, se ¢ < 0, allora

B(u,u) + (1= o)ful3 > [lu'13 + [lull3

e B risulta essere una forma debolmente coerciva rispetto alla terna formata da
V, H = L?(0,1) e V'. Infatti, "immersione di V in H & compatta, la terna &
hilbertiana e si pud applicare il teorema dell’alternativa di Fredholm, in base al
quale (4) & risolubile se e solo se

1
Fw:/ (1-2zx)wdz=0
0

per ogni soluzione w del problema omogeneo aggiunto:

B(v,w) =0 per ogni v € H'(0,1).
Si osservi che B(u,v) = B(v,u) e quindi il problema & autoaggiunto. In formule,
se w & soluzione del problema omogeneo aggiunto, per ogni v € V si ha

1
/ [e"v'w" + cvw] do =0,
0

che ¢ la formulazione debole (dimostrarlo) del problema di Sturm-Liouville
—(e"u) =—cu O<z<1
' (0) =v/(1) =0.

Sappiamo® che tale problema ammette una successione di autovalori —c = A\, > 0
tutti semplici; in particolare, I’autospazio corrispondente a ciascun autovalore ha
dimensione 1 ed ¢ generato da ¢, € V, ||¢y]| = 1. Per —c # g, il problema
ammette solo la soluzione nulla. Riassumendo abbiamo

se ¢ # — )\, per ogni k allora esiste un’unica soluzione u € V di (4)

4Appendice A.
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Viceversa,
1
se ¢ = — A (4) & risolubile se e solo se / . (x)dx =0,
0

ed in tal caso ammette le infinite soluzioni u = @ + C;,, dove @ & una soluzione
particolare.

In generale il calcolo esplicito delle 9, e, quindi, il controllo delle condizioni di
compatibilita, non & eseguibile elementarmente. Il caso ¢ = —A; = 0 & semplice ed
¢ facile vedere che le soluzioni del problema omogeneo aggiunto si riducono alle
funzioni costanti (cioé t»; = 1). Il problema dato ammette dunque soluzione, in
quanto

1
/ (1-2x)-1dx=0.
0
Integrando 1’equazione si ottengono le infinite soluzioni
u(t) = (2> + 2+ 1)e "+ C,

con C costante arbitraria.

Problema 2.3. (Condizioni di Robin—Dirichlet). Scrivere la formulazione va-
riazionale del problema

coszu” —sinzu —zu=1 0<z<m/6
u (0) = —u(0), u(n/6) =0

e discuterne esistenza ed unicita. Ricavare una stima di stabilita per la soluzione.

Soluzione
L’equazione si puo scrivere in forma di divergenza come
—(coszu') +zu=—1.

Date le condizioni di Dirichlet nell’estremo destro scegliamo come spazio in cui
ambientare il problema

V={ve H(0,7/6): v(r/6)=0}.

Moltiplicando ’equazione per v € V' ed integrando otteniamo

/6 w/6
/ [—(coszu) + zu)|vdr = / —vdz per ogni v € V.
0 0
Stavolta la formula di integrazione per parti fornisce

/6 /6
/ —(coszu)vdx = |- cosxu'v]g/6 —I—/ coszu'v' dr =
0 0
1
= 4/(0)v(0) + / coszu'v' dx =
0

1
= —u(O)v(0)+/ coszu'v' dz,
0
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dove, nell’ultimo passaggio, abbiamo utilizzato la condizione di Robin in x = 0.
La formulazione debole del problema & percio la seguente: determinare u € V' tale
che

(6) B(u,v) = Fv  per ogni v € V,

dove

w/6
B(u,v) = / [cos zu'v" + zuv] dz — u(0)v(0),
0

/6
Fv = / —vdx.
0

Come nei problemi precedenti, & possibile verificare (ed invitiamo il lettore a farlo)
che, se la soluzione variazionale u € regolare, & possibile riottenere la formulazione
classica da quella debole integrando per parti in direzione inversa.

Il funzionale F' ¢ lineare e la forma B ¢ bilineare.

Controlliamo la loro continuita. Per ogni v € V, possiamo scrivere

/6
v (7/6) — v(0) = /O o (b) dt,

/6 p
pol< [ W@l < v

(nell’ultimo passaggio abbiamo applicato la disuguaglianza di Schwarz al prodotto
v’ - 1). Inoltre, le funzioni di V' soddisfano la disuguaglianza di Poincaré

lvll2 < Crllv/l2,

da cui

e quindi possiamo usare la norma equivalente
_ /
[ollv = llv']]2.
tenendo conto delle disuguaglianze precedenti, otteniamo

[B(u, )| < [[w/[l2][v"]2 + 2]l lullzl|v]l2 + [/ (0) v (0)] <
™

™
(1+ 50+ 2) Illa ]l

s
Fol < L alloll < Cr 3 ']

Le forme sono dunque entrambe continue. Passiamo alla coercivita di B. Ricor-
dando che cosz > v/3/2 e x > 0 su [0, 7/6] possiamo scrivere

A

IN

w/6
Blu,u) = / [cosz (u)? + zu?] dz — (u/(0))% >
0
V3 T
> 7||U'||§ ~3 [w[13 = allu'||3

dove

m
—=>0.
6
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Siamo percio in condizioni di applicare il teorema di Lax—Milgram, ottenendo
Pesistenza di un’unica soluzione u di (6). Inoltre, sempre dal teorema di Lax—

Milgram,
-1
1 \/5 T ™
MNe < =IIF|lv €| — — = —.
o'l < |v_<2 6) Cry/§

Grazie all’Esercizio 3.5.b), Capitolo 5, sappiamo che la miglior costante di Poincaré
in V & data da Cp = 1/3. In conclusione,

V2
o/ ]|s < —25— & 0.7043... .

9—7r\/§

Problema 2.4. (Problemi su un dominio illimitato). Scrivere la formulazione
variazionale del problema

2 + z? 1
o _ R,
U —|—1+x2u 15 22 S
u(z) — 0 T — Fo0

e provare esistenza ed unicita. Ricavare una stima in L>°(R) per la soluzione.

Soluzione

I problemi in domini illimitati sono in generale piu delicati da trattare. In questo
caso, tuttavia, lo spazio H! (R), cio¢ la chiusura dello spazio C§°(R) mediante la
norma usuale, si presta particolarmente bene, anche perché incorpora le condizioni
nulle all’infinito (Esercizio 3.17.a), Capitolo 5). Inoltre, una funzione v € C§°(R)
ha supporto compatto e quindi si pud moltiplicare I’equazione per v ed integrare
su R, senza problemi di convergenza degli integrali. Si ha:

+o0 9 2 +0o0 1
/ [—u"—l— 1124 vdx:/ mvdaj.
oo x s x

Usiamo ora la formula di integrazione per parti per scrivere

+oo n +oo
/ —u'v dr = — [u'v] +/ u'v' dz

— 00
— 0o — 00

e otteniamo la seguente formulazione variazionale: determinare u € H'(R) tale
che:

(7) B(u,v) = Fv  per ogni v € H'(R),
dove
“+o0 9 2
B(u,v) = [m {u’v’—k i 1221“;} dx
e

+o0 1
FU:[ m'l)dl’

oo
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Lasciamo al lettore la verifica che, se u ¢ regolare ed & soluzione di (7), allora &
una soluzione classica del problema di partenza.

Per applicare il teorema di Lax—Milgram dobbiamo provare la continuita di F
e di B e la coercivita di B.

Possiamo scrivere, rispettivamente,

1
®) Pl < g ote
(9) = 5l
€
2 2
Bl < Il |75 il

IN

2|l wy vl 21 (R

per cui F' e B sono continue. Essendo poi

(2422
min =1,
R \ 1+ 22

Blu,u) = /%o [(u’)2 L2t 2] dz

oo 1122

si ha

[/ l13 + ull2

Hu”%{l(R)

per cui B & coerciva, con costante di coercivita uguale a 1. Di conseguenza il
teorema di Lax—Milgram implica ’esistenza e 'unicita della soluzione.
Per quanto riguarda la stima della soluzione, da’

ull Lo m) < ullv
e dalla (8) otteniamo

[ullzemy < ullv

™
Pl < /3

IN

5Problema 2.21, Capitolo 5.
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Problema 2.5. (Equazione di Legendre). Sia
V= {v eL2(-1,1): (1—a?)"*v e 12 (-1, 1)}.
a) Controllare che la formula
(10) (u,v)y = /11[uv + (1 -2%)w'v'] do
definisce un prodotto interno rispetto al quale V' é uno spazio di Hilbert.
b) Studiare il problema variazionale

(u,v>V—Fv=/1

fudx perogniv eV,
=il

con f € L?(—1,1) e interpretarlo in senso forte.
c¢) Studiare il problema agli autovalori

1
(11) (u,v)y = )\/ wv dz per ogniv € V.
i

Soluzione

a) Controlliamo le proprieta del prodotto interno. La positivita di (u,u)y &
evidente mentre

(u,u)y = [I[UQ +(1-2%) () dz=0

implica u = 0 q.o. in (—1,1). Si puo dunque concludere che (u,v)y & realmente
un prodotto interno. Facciamo vedere che V & completo rispetto a tale prodotto
interno. Sia {u,} una successione di Cauchy in V. Allora {u,} & di Cauchy anche
in L2 (—1,1), per cui u, — ug € L?(—1,1). D’altra parte, anche la successione

{(1 — x2)1/2 u;l} ¢ di Cauchy in L% (—1,1) e percio

(1—2*)u), > we L*(-1,1).
A meno di sottosuccessioni,

Up — Uy € (1—m2)1/2u;—>w

q.0. in (—1,1), per cui anche

/ 2\1/2
U, — U3 q.0. € w:(l—:):) Uup.

Deve allora essere u; = uy), che implica V' completo.

b) Indichiamo con ||| e con [-|| la norma in L?(—1,1) e quella indotta dal
prodotto interno (10), rispettivamente. Poiché

1
|Fv| = ‘/1fv da| < [fIHvll < [[£1Hlvlly
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il funzionale F' definisce un elemento di V'. Il teorema di Riesz implica percio che
esiste unica la soluzione v di (11) e

[ully < ILAI-

Per linterpretazione in senso forte, procediamo formalmente integrando per parti
il secondo termine del prodotto interno; la (11) diventa:

[(1- m2) u/v]ll—l—/ll {fu—-1(1- m2) W) }vde = /11 fv dx per ogni v € V,
quindi larbitrarieta di v forza prima

(12) —[(1 -2} ) +u=f in (-1,1)

e poi

Ilimj:1 (1-2?)u (z) =0.

Le condizioni ai limiti sono dunque quelle “naturali”, di Neumann omogenee. Si
noti che il limite & necessario poiché le funzioni di V' possono essere illimitate in
un intorno di £1.

c) Da quanto visto al punto b), il problema agli autovalori
1
(u,v)y = )\/ uv dx per ogniv € V
-1
equivale all’equazione (di Legendre)
“[(1=-2*)u]=A-1Du in (-1,1),
con le condizioni ai limiti

lim (1-2%)u (z) =0.

r—+1

Le uniche soluzioni di questo problema’ sono i polinomi di Legendre P,, definiti
ricorsivamente dalla formula (di Rodrigues)

Po(a) = —— L 2" N
n(m)_2”n!d:):" (m ) ’ neh,

con autovalori A\,, =1+ n(n+1). I primi polinomi di Legendre sono:

Py(z)=1,P (z) == Po(z) = - (32> = 1), Py (z) = % (52® — 3x).

Wl

6 Appendice A.
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2.2. Problemi ellittici

Problema 2.6. (Condizioni di Dirichlet). Scrivere la formulazione variazionale
del problema
—Au+c(x)u=f(x) xe€
{ u=>0 x € 01,
dove Q ¢ un dominio regolare e limitato di R", ed f € L?(f). Dare condizioni
su c¢ che garantiscano 'applicabilita del teorema di Lax-Milgram e scrivere la
corrispondente stima di stabilita.

Soluzione

Le condizioni di Dirichlet omogenee suggeriscono di scegliere come spazio delle
funzioni test lo spazio H}(£2). Moltiplichiamo percié 'equazione per una generica
v € HY(Q) ed integriamo. Essendo (per la formula di Gauss)

/—AuvdXZ— 8,,uvda'+/Vu-Vvdx:/Vu-Vvdx
Q a0 Q Q
otteniamo
/ [Vu - Vo + e(x)uv] dx = / fvdx per ogniv € H}(RQ).
Q Q

Essendo u e v in L2, per dare senso all'integrale assumiamo senz’altro’ ¢ € L>(£2).
Possiamo quindi porre

B(u,v)zL[Vu-Vv—i—c(x)uv] dx, Fv:lzfvdx,

e scrivere la seguente formulazione variazionale del problema dato: determinare

u € HE(Q) tale che
(13) B(u,v) = Fv  per ogni v € Hy(Q).

Viceversa, se u € Cg () ¢ soluzione di (13), possiamo utilizzare la formula di
Gauss nell’altra direzione ottenendo

/ [~Au + c(x)u — flvdx  per ogni v € CA(R),
Q

e quindi —Au + ¢(x)u — f =0 q.o. in . In particolare, se anche i coefficienti ¢ ed
f sono continui, 'uguaglianza vale ovunque ed u & soluzione classica del problema
di partenza

Per applicare il teorema di Lax—Milgram dobbiamo studiare la continuita di F
e B e la coercivita di B (la linearita di F' e B si prova direttamente). A tale scopo
ricordiamo che per ogni u € H}(Q2) vale la disuguaglianza di Poincaré

[ullz < Cp[[Vulla

"Volendo essere piu raffinati, si puo osservare che, per il teorema di immersione di Sobolev
(vedi [S], Capitolo 8, Sezione 9), u e v appartengono ad Lr" (92), con p* =2n/(n — 2), e quindi
¢ sufficiente richiedere ¢ € LI(§2), con ¢ = n/2.
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che ci permette di usare in H}(Q2) la norma equivalente [ullzy = [[Vull2. Per
quanto riguarda la continuita di F' e B abbiamo, dalle disuguaglianze di Schwarz
e di Poincaré,

|B(u,v)] < [Vull2l|Vollz + llellsolull2llv]l2 < (1+ llclCE) [IVull2]Voll2

[Fo| < [|fllzllvll2 < Crllfll2IVoll2-

Per quanto riguarda la coercivita dobbiamo invece stimare (dal basso)
B(u,u) :/ [[Vul® + ¢(x)u?] dx.
Q

Una prima possibilita & imporre ¢(x) > 0 quasi ovunque in €. Con quest’ipotesi,
B risulta coerciva, con costante di coercivita a = 1. Si possono formulare ipotesi
meno restrittive su ¢, a patto di accontentarci di una costante di coercivita piu
piccola. Infatti, supponiamo

e(x) > —y per q.0. X € Q.

Abbiamo, sempre per la disuguaglianza di Poincaré,
[ el ax = =jul} = =G}Vl
Q

da cui
B(u,u) > a|Vul3,
dove
a=1-~C%.

Di conseguenza, per avere a > 0, cioé la coercivita di B, basta supporre ¢ non
“troppo” negativa®, pitl precisamente

< =

L’applicazione del teorema di Lax—Milgram implica, sotto le precedenti ipotesi,
Pesistenza di un’unica soluzione w di (13), che soddisfa la stima di stabilita

Cellfl2

1
\% < —||F|lg-: < .
IVull < LIFls- < 720

8Volendo tener conto del teorema di immersione di Sobolev e proseguire il ragionamento
iniziato nella nota precedente, il ruolo di v viene svolto da ||¢™||q, dove g ¢ come nella nota
precedente e ¢~ (z) = inf{0, —c(z)} ¢ la parte negativa di c.
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Problema 2.7. (Un problema di minimo). Sia @ = (0,1) x (0,1) c R?2. Si
voglia minimizzare, al variare di v € H}(Q), il funzionale

E(v) = /Q {%|Vv|2 - xv} dxdy.

Scrivere 'equazione di Eulero e provare che esiste un’unica minimizzante u €
H}(Q). Trovare una formula esplicita per .

Soluzione

Osserviamo che se poniamo, per v,w € H}(Q),
B(v,w) = / Vv - Vwdxdy e Fv= / xv dzdy,
Q Q
allora possiamo scrivere
1
E(v) = 53(1),1}) — Fv.

Essendo B simmetrica, abbiamo che v minimizza E se e solo se risolve 1’ equazione
di Eulero

/ Vu - Vudzdy = / v dxdy per ogni v € H}(Q)
Q Q

ossia
(14) B(u,v) = Fv per ogni v € H} ().
Tale problema ammette una ed una sola soluzione. Infatti

Cp
V2

dove Cp ¢ la costante di Poincaré per H}(2). Quindi F & lineare e continuo e B
¢ bilineare, continua e coerciva (& il prodotto scalare di H{ (Q)!). Applicando il
teorema di Lax-Milgram (o, meglio, il teorema di Riesz), otteniamo ’esistenza e
I'unicita della soluzione u, che minimizza FE.

Per determinare 1’espressione esplicita di u, riconosciamo che il problema (14) &
la formulazione variazionale del problema di Dirichlet seguente:

{—Au:x in Q

[Fo| < lzfl2ljolla < ==Vl

u=0 sudf.

Possiamo allora pensare di usare i metodi esaminati nel Capitolo 2, in particolare il
metodo di separazione delle variabili, per calcolare la soluzione esplicita. Scriviamo,
dunque, il termine non omogeneo come serie di Fourier di soli seni, rispetto ad y:
+oo
x = Z xby, sin (n7y)
n=1
dove

1 .
_ . 2 ] _fo per n pari
bn = 2/0 sin (nry) dy = nw [ cosnm +1] = { 4/nm  per n dispari

)
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e cerchiamo soluzioni del tipo

Z U () sin (nmy).

Osserviamo che u soddisfa automaticamente le condizioni u(z,0) = u(x,1)
Derivando (formalmente) otteniamo

Uz (T,Y) E ul sin (nmy), Uyy (2, Y) E —n’mu, (x) sin (nmy)

percio si deve avere

+o0 o
(15) Au(z,y) = Z [ull () — n’mPu, (2)] sin (nry) = Z xby, sin (nmy).

In definitiva le w,, risolvono gli infiniti problemi ai limiti

w!(z) — n?r2u,(z) = bz
un(0) = up (1) = 0.
Per n pari b, = 0 e si trova u,, = 0. Per n dispari I’equazione diviene
4

MmN 2.2 _
up () — nmun (x) —,
il cui integrale generale ¢ dato da

4

x
n3m3

Imponendo le condizioni ai limiti troviamo

in(z) = 4 {e —e” _4

TL37T3 enT _ g—nw

e quindi, ponendo n = 2k + 1 (n & dispari)

= Sin T
(16) u(z,y) = % kzzo 2k _1'_ )3 {b . h((@k + mz) _ } sin ((2k + 1)7y).

sinh ((2k + 1)7)

Utilizzando il criterio di convergenza di Weierstrass si vede che, essendo
sinh ((2k + 1)7x)
sinh ((2k 4+ 1)7)

<1 per0<zx<1,k>0,

341

= 0.

sia la serie (16) che quelle delle derivate parziali prime (i cui termini sono di ordine
1/(2k+1)2) convergono uniformemente in Q e quindi u € C3(Q) C H}(Q). Inoltre,
anche le serie delle derivate seconde convergono uniformemente in ogni compatto
strettamente contenuto in ), quindi & possibile derivare termine a termine e veri-

ficare che w ¢ la soluzione (a questo punto addirittura classica) cercata.

Osserviamo che le serie delle derivate seconde non convergono uniformemente
in Q: infatti, dalla (15), Au & discontinuo in @, in quanto vale z in @ e 0 per
y = 1; quindi, pur essendo i coefficienti regolari, u non ¢ di classe C?(Q). Questo

non dovrebbe stupire, visto che il dominio & solo lipschitziano.
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Problema 2.8. (Teorema di Riesz ed operatore di Laplace). Dato 2 C R™,
dominio limitato e regolare, consideriamo lo spazio H} () dotato del prodotto
scalare

<u,v):/Vu-Vvdx,
Q

esia F e H1(Q).
a) Applicare il teorema di Riesz ad F e derivarne un opportuno problema
variazionale. b) Scrivere il corrispondente problema classico ed interpretarlo alla

luce del teorema di Riesz.

Soluzione

a) Utilizzando (Vu, Vv) come prodotto scalare in H} (), il teorema di Riesz si
scrive: esiste un’unica u € H}(S2) tale che

(17) / Vu-Vodx = Fv per ogni v € H ()
Q

e inoltre
lull i) = 1l -1(0)-
Il problema variazionale (17) & dunque ben posto in Hg (2).

b) Ricordiamo che lo spazio delle funzioni test D () & denso in Hg (), quindi
la formulazione variazionale del punto a) & equivalente all’equazione

/Vu~chdx:<F,g0> per ogni v € D ().
Q
dove’ (F,¢) indica la dualita tra D (Q) e D’ (Q). Utilizzando il linguaggio delle
distribuzioni, possiamo allora scrivere, per ogni ¢ € D (Q),
Percio
—Au=F
nel senso delle distribuzioni. Ne segue che, per ogni F € H1(Q), u = (-A) ' F
¢ Ielemento di H}(Q) per il quale vale
<Fa 'U> = <(_A)71 Fa U>H(1)(Q) per Ogni vE H(%(Q)a
ed inoltre vale
-1
[El -1 = 1 (=) Fllgiq)-
Quanto detto equivale ad affermare che I'isomorfismo canonico dato dal teorema
di Riesz coincide con ’operatore

(=A) ' HYQ) — HE ().

9 Abbiamo sempre usato il simbolo (-, -) per la dualita tra distribuzioni, come generalizzazione
del prodotto interno in L2.
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Problema 2.9. (Forme bilineari su sottospazi). Dato il dominio limitato e rego-
lare Q C R™, consideriamo il sottospazio di H'(Q) (dotato dell’usuale prodotto

scalare)
V—{ueHl(Q): /udx—()}.
Q

a) Dire a quale problema é associata la seguente formulazione variazionale:
trovare u € V tale che

/Vu-Vvdx:O, per ogniv € V.
Q

b) Applicare il teorema di Lax-Milgram e dedurre che il problema in questione
ammette 'unica soluzione u = 0.

¢) Dedurre che due soluzioni del problema

—Au=f x€
du=g xE€09,

con f € L*(Q) e g € L*(99), differiscono per una costante.

Soluzione

a) Come prima considerazione osserviamo che V' & chiuso in H*(Q2) e quindi vale
la scomposizione

H'(Q)=VaVt

dove V+ ¢ lo spazio delle funzioni costanti'’. Ne deduciamo che, per ogni v €
H*(Q), possiamo scrivere

v="72+C, doveCy:/vdx eveV.
Q
Sia u € V soluzione del problema dato e v € H'(Q2). Otteniamo
/Vu-VvdXZ/ Vu -V (04 Cy) dXZ/Vu-VﬁdXZO,
Q Q Q

percid u risolve anche il problema equivalente: determinare uw € V' tale che

/Vu-Vvdx:O, per ogni v € H'(Q).

Q

Supponendo u regolare ed integrando per parti mediante la formula di Gauss
otteniamo

(18) Oz/Vu-Vvdx:/ u,,vda—/—Auvdx
Q 00 Q

10Lasciamo al lettore la dimostrazione di questi fatti.
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per ogni v € H*(Q). In particolare,
/ —Auvdx =0 per ogni v € H(Q),
che forza Au =0 in . Sostituendo in (18) troviamo
/(mu,,de':O per ogni v € H(Q),

che forza wu,, = 0 su 99). Riassumendo, la formulazione debole data corrisponde al

problema al contorno
—Au=0 x €N
O,u=0 x € 09)

/udx:O
Q

b) Ricordiamo che, nel sottospazio V delle funzioni H' (Q) a media nulla in un
dominio limitato e regolare, vale la disuguaglianza di Poincaré

[ull2 < Cp||Vulla.

Vogliamo dimostrare che la forma bilineare
B(u,v) = / Vu - Vudx
Q

¢ continua e coerciva in V. Se cosi &, visto che il secondo membro della formulazione
variazionale ¢ il funzionale nullo (ovviamente continuo) otterremo, per il teorema
di Lax—Milgram, che il problema variazionale ammette solo la soluzione nulla. Si
ha

| B(u,v)| < [Vull2[Voll2 < llullg vl

e, grazie alla disuguaglianza di Poincaré, per ogni A,

Bu,uw) = [[Vul3 = A[Vul3 + (1= N[ Vul3
1—X 1
> NVull3 + —=llull} = m— [lullfn
2 0123 2 0123_1_1 H'(Q)

(nell’ultimo passaggio abbiamo scelto A = (1 —\)/C% = 1/(C% + 1)). Da queste
disuguaglianze segue la tesi.

c¢) Siano uy ed uy due diverse soluzioni del problema dato. Allora w = uy — us
é soluzione del problema

(19) / Vw-Vvdx =0 per ogni v € H'(Q).
Q

Utilizzando la scomposizione ortogonale di H' (§2) che abbiamo visto nel punto a),
scriviamo w = w + C, e v = U + C,,. La (19) diventa

/V@-Vf}dx:o per ogni v € V.
Q

Ma allora, dal punto b), ricaviamo @ = 0, cioé w = C,,, che prova la tesi.
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Problema 2.10. (Condizioni di Robin). a) Dimostrare che, in H*({), dove Q2
¢ un dominio regolare e limitato di R™, la formula

||u||3:/ |Vu|2dx+/ W2 do
Q o

definisce una norma equivalente a quella standard.
b) Scrivere la formulazione variazionale del problema di Robin
—Au=f x €N
Jut+~yu=0 xe€0Q,

con v > 0, e discuterne la buona posizione.

Soluzione

a) Dimostriamo l'equivalenza delle norme [ul| 1o e [|lull, per le funzioni in
C*>(9). Essendo 2 limitato e regolare (basta lipschitziano) otterremo I'equivalenza
in H! (Q2) per densita. Sia dunque u € C°°(€2). Uno dei possibili modi di procedere
¢ il seguente. Consideriamo il campo vettoriale (su R™) definito da

F=2
n

Chiaramente si ha divF = 1 ed inoltre, data la limitatezza di Q, |[F| < M su Q.
Possiamo applicare la formula di Gauss ad u? ed F e scrivere

(20) /quidex:/ uQF-uda—/V(uQ)-Fdx.
Q o0 Q

Per quanto osservato abbiamo

/’LLQdiVFdX:/’LLQdX,
Q Q

/uQF-yda‘S/ u2|F|da'§M w?do
o0 o0 o0

e

/QV(UQ) -Fdx

(nell'ultima riga abbiamo usato la disuguaglianza elementare 2ab < a? + b2, con
a = |ul/2 e b=2M|Vul). Sostituendo in (20) ricaviamo

1
§/2|u||Vu||F|dx§ -/qux+4M2/ Vuf? dx
Q 4 Q Q

3
—/UQdXSM u2da'+4M2/|Vu|2dx
4 Jo a0 Q

cioe

[ - /|Vu|2dx+/u2dx

Q Q
19 2 2 4 2 2
=M |Vu|“dx + -M u”do < Cllul|5,
3 Q 3 Joa

IN

dove C = M max {19M, 4} /3. Come gia detto, la disuguaglianza si prolunga per
densita a tutto H'(€).
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Viceversa, dalla teoria delle tracce sappiamo che u|spq € H v 2(09Q) e che questo
spazio & immerso con continuita in L?(Q2). In formule, esiste una costante C, tale
che, per ogni u € H'(Q),

[uloall L2 a0y < lluloall 120y < Cs llull g (q)

e quindi
lull« < V1+C2 |lullm @)-
Riassumendo, si ha C1| - [|g1) < |- [« < Cal| - [[1(@) € quindi le norme sono
equivalenti. Osserviamo, infine, che la norma || - ||, & indotta dal prodotto scalare

(u,v>*:/Vu~Vvd:1:+/ uv do.
Q o0

b) Tenuto conto del risultato nel punto precedente, introduciamo lo spazio di
Hilbert H!(€2) delle funzioni in H' (), dotato perd della norma || - ||, (e del pro-
dotto scalare associato). Moltiplicando 'equazione per v € H! () ed integrando

otteniamo
/ —Auvdx = / fudx.
Q Q

Usando la formula di Gauss e utilizzando la condizione di Robin, risulta

/—Auvdx = /Vu-Vvdm— O,uvdo
Q Q a0

= /Vu-Vvd:E—i—y/ uvdo.
Q aQ

Poniamo percio

B(u,v) = / Vu-Vvd:E—i—y/ uvvdx, Fv :/ fvdx,
Q a0 Q
e scriviamo la seguente formulazione variazionale del problema dato: determinare
u € HL(Q) tale che
B(u,v) = Fv per ogni v € H} ().
Otteniamo subito che la forma bilineare B soddisfa le disuguaglianze

|B(u, v)| < max{l,7}{u, v}« < max{1, v} {ull«][o]

B(u,u) :/ |Vu|2d:£+7/ u?do > min{1,v}|ul?
Q o9

(nella prima abbiamo utilizzato la disuguaglianza di Schwarz per il prodotto sca-
lare in H} (Q)). Quindi B & continua e coerciva (ricordiamo che v > 0) e per
I’applicazione del teorema di Lax—Milgram é sufficiente controllare la continuita in
H}! () del funzionale lineare. Data 'equivalenza delle norme, abbiamo che questo
vale, ad esempio, per f € L*(Q) (¢ sufficiente che appartenga al duale di H*(Q)).
In tal caso, il problema & sempre ben posto.
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Problema 2.11. (Condizioni di Neumann). Siano Q C R, dominio limitato e
regolare, b € L°(; R™) ed f € L*(Q). Scrivere la formulazione variazionale del
problema

Ou=0 X € 09,
e discuterne la risolubilita.

{ —Au+b(x) - Vu=f xe€Q

Soluzione

Date le condizioni al contorno di Neumann, scegliamo V = H'(Q) ed enunciamo
la formulazione debole del problema nel modo seguente: determinare u € V tale
che

B(u,v):/Q[Vu-Vv—i—vb(x)-Vu] dx:/gfvdx:Fv per ogni v € V.

Essendo f € L%(Q) il funzionale lineare F ¢ limitato. Allo stesso modo, ponendo
bl = b, si ha

1B(u, v)| < [[Vull2[[Vollz + bl Vullz[vfl2 < (1 +0)[ullv |v]lv

e anche la forma bilineare B é continua.

La forma B non pud perd essere coerciva; infatti, se u = k # 0, costante,
[ull2 = &1/ > 0 mentre B(u,u) = 0. Tuttavia B & debolmente coerciva rispetto
alla terna hilbertiana V, H = L?(Q), V'. Infatti, si ha, dalla disuguaglianza di
Schwarz (e da 2ab < a? + b%):

1
(21) /Qub - Vudx > =b][Vulla|lull > =7 [Vulz — b[|ul3
e percio
3
B(u,u) :/ |Vu|2dx+/ ub - Vudx > ZHVUH% —b?||ull3

Q Q

ovvero
3 2 32
Bl + (402) fulle = 2july

che mostra la coercivita debole di B. Essendo I'immersione di V' in H compatta,
possiamo applicare il teorema dell’alternativa di Fredholm. Questo implica che il
problema ¢é risolubile se e solo se

(22) / fwdx=0
Q
per ogni w soluzione del problema omogeneo aggiunto
/[Vw-Vv+wb~Vv]dx:O per ogni v € V.
Q

Questa condizione non ¢é esplicitabile elementarmente, tranne che in casi partico-
larmente semplici come, per esempio, b = 0. In tal caso infatti, le uniche soluzioni
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del problema omogeneo aggiunto sono le costanti e la (22) si riduce a

/Qfdx:o.

Nota. Trovare lerrore. Se div b = 0, invece della (21) si pud scrivere

1
/ub-Vudx:—/b-V(u2)dX:/ u’b v do
Q 2 Ja o0

per cui, se b-v >by > 0 (cioeé se il flusso di b attraverso 92 & uscente), risulta
B(u,u) = / |Vu|? dx —|—/ ub - Vudx > ||Vu|3 + b0||u|\%2(39)
Q Q

e quindi, ricordando il Problema 2.10, la forma B ¢ coercivall

Problema 2.12. (Alternativa di Fredholm). Sia @ = (0, 7) x (0, 7). Studiare la
risolubilita del problema di Dirichlet

Au+2u=f inQ
u=0 su 0Q.
Esaminare, in particolare, i casi

™

flay)=1 e  flry)=z-3.

Soluzione

Posto V = H}(Q) con la norma del gradiente in L? (Q), la formulazione debole
del problema ¢ data da

B(u,v)z/Q[Vu-Vv—2uv] dxdyz/@—fvdxdyEFv per ogni v € V.

Per le disuguaglianze di Schwarz e Poincaré, B ¢ bilineare e continua in V; infatti
2
[B(u,v)| < (1+2Cp)[[ullv|[o]lv-
Se f € L*(Q) (come nei due casi proposti) anche F & continuo in V. La forma B
non & pero coerciva. Infatti, il problema omogeneo

(23) B(u,v) = / (Vu Vv —2uw) dedy =0 per ogni v € V,
Q

che ¢ la formulazione variazionale di
Au+2u=0 inQ
u=20 su 0Q),

ha soluzioni non nulle in V, che si possono calcolare con il metodo di separazione
di variabili del Capitolo 2. Si trovano senza difficolta le funzioni

(24)

(25) (z,y) = csinzsiny ceR
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In altri termini, A = 2 & un autovalore di Dirichlet dell’operatore —A e le (25)
sono le corrispondenti autofunzioni. Inserendo v = @ in (23), risulta

B(a,a) =0

per cui la forma bilineare non ¢ coerciva. Incidentalmente, osserviamo che I’autofunzione
sinzsiny ¢ positiva su Q. Dalla teoria generale!! deduciamo che 2 ¢ il primo au-
tovalore di Dirichlet dell’operatore —A (ciogé il piu piccolo nella successione degli
autovalori). Gli altri autovalori si possono calcolare per separazione delle variabili.
Scriviamo

u(z,y) =p(@)q(y)
e sostituiamo nell’equazione
—Au = Au.

Si trova, dopo qualche aggiustamento:

P _ 4"

p(x) q(y)
che si spezza nei due problemi ai limiti

P +p’p=0, p0)=p(m)=0

¢"+A=p*)g=0, ¢(0)=q(m)=0.
Si perviene alla doppia infinita di autovalori/autofunzioni data da

A=n?+m? @, (r,y) =sinnzsinmy n,m > 1, interi.

Tornando al problema variazionale, concludiamo che non si pud applicare il
teorema di Lax-Milgram. Proviamo con il teorema dell’alternativa di Fredholm.
La forma bilineare B & debolmente coerciva; infatti,

Blu,u) + 2 / Pdedy = Jul®
Q

e la terna hilbertiana
V,L*(Q),V'

soddisfa le ipotesi del teorema. Deduciamo che il problema ha soluzione se e solo
se F' si annulla su ogni soluzione del problema omogeneo aggiunto. Essendo B
simmetrica, il problema omogeneo aggiunto coincide con (23) e quindi, il problema
ha soluzione se e solo se

/ f(z,y)sinz siny dzdy = 0.
Q
Per f(x,y) = 1 abbiamo
/ sinzsiny dzdy = 4
Q

Hvedi i richiami di teoria.
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e quindi il problema non ha soluzione. Viceversa, per

f@y) =z —m/2

otteniamo

/Q (x— g) sinzsiny dzdy = 0

e quindi il problema ammette infinite soluzioni del tipo
u(z,y) = U(z,y) + csinzsiny.

Per determinare U, scriviamola come sovrapposizione delle autofunzioni ¢,,,,, po-
nendo!?

Ulz,y) = Z Upm SIN N SIN MY
n,m>1
ed imponiamo che sia soluzione di
AU +2U =x — g

Deve essere
AU +2U = Z (—n2 —m?+ 2) Upm SINNT SINMY = T — g

n,m>1

Sviluppiamo ora f in serie doppia di Fourier di soli seni. I coefficienti f,,, dello

sviluppo sono dati da

4 s s
frm = —2/ / (3: - E) sin na sinmy dzdy n,m > 1.
e 0 0 2
Otteniamo
0 n dispari e Ym oppure m pari e Vn,
fam = 8 1
_—— =2h =2k+1,h>1, k>0
T2h(2k+1) em=2+lhzl k2
e quindi
0 n dispari e Vm oppure m pari e Vn,
Unm = —8

=2 =2k+1,h>1,k>0.
h T DR —d — @kt "o chem=2A LAzl k=0

Infine,
-8

Ulz,y)= Y
h>1,k>0 2rh (2k +1) [2 — 4h% — (2k + 1)?]

sin 2hz sin (2k + 1) y.

12Capitolo 2.
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Problema 2.13. (Alternativa di Fredholm). Sia @ = (0, ) x (0, 7). Discutere,
al variare del parametro reale A, la risolubilita del problema

Au+du=1 inQ

u=0 sud@\ {y =0}
—uy(z,0) =z per0<z<m.

Soluzione

Per la formulazione variazionale del problema ¢é naturale scegliere il sottospazio
di H'(Q) adattato alle condizioni di Dirichlet. Poniamo percio

V={veH'(Q): u=0su0Q\{y=0}}.
Su V vale la disuguaglianza di Poincare
[v]l2 < Cpl[Vvll
e quindi possiamo scegliere la norma equivalente
[ollv = [[Vollz-

Moltiplichiamo ’equazione per v € V' ed integriamo. Il primo membro diventa

/ [Au+ Mujvdedy = Opuvds — / [Vu - Vv — duv] dzdy
Q 0Q Q
= —/ uy (z,0)v(z,0) dz — / [Vu - Vv — duv| dedy
0 Q

= —/ zv(z, 0) dm—/ [Vu - Vv — duv] dzdy.
0 Q

La formulazione debole & la seguente: determinare u € V tale che
B(u,v) = Fv perogniv eV,
dove
B(u,v) = /Q [Vu - Vv — duv] dedy

Fu:—/vdxdy—/ zv(z,0) d.
Q 0

Dalla teoria delle tracce sappiamo che se v appartiene a V' allora

[vllz2o@) < Cullvllzrz(ag) < Cullvllv

Ne segue che

™ ™
Pul <l + 7 [0 0) lisomy < 7 (Co 52 oy,

per cui il funzionale lineare F' & continuo. Allo stesso modo, essendo
|B(u,v)| < [[Vull2| Vol + [Mullzl[v]lz < 1+ NCE)l[ullv vy,

anche B ¢ continua.
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Sia A < 0. Allora
B(u,u) > [[ullf,

per cui B ¢& anche coerciva ed il teorema di Lax—Milgram assicura esistenza e
unicita della soluzione debole.

Sia, viceversa, A > 0. In questo caso sappiamo assicurare solo la debole coerci-
vita: infatti

B(u,uw) + Alfull3 = fJullf-

Siamo quindi in condizioni di applicare il teorema dell’alternativa di Fredholm
rispetto alla terna hilbertiana V, L? (Q), V. Per il teorema di Rellich, infatti,
I'immersione di V in L?(Q) ¢ compatta. Poiché¢ B ¢ simmetrica, il problema &
risolubile se e solo se

(26) /Qw(m, y) dedy + /07T zw(z,0)dz =0

per ogni w soluzione del problema omogeneo aggiunto
B(w,v) =0 per ogni v € V,

che ¢ la formulazione debole di
—Aw = w in @

(27) w=0 sudQ\ {y=0}
—wy (2,0) =0 0<z<m.

Sappiamo dalla teoria generale che (27) ammette una successione di autovalori
0 < A1 < Ay < Az < ..., mentre ammette solo la soluzione nulla per A # Ag.
Quindi, per A # A\, abbiamo esistenza ed unicita della soluzione del problema
originale. Viceversa, se A = ), il problema & risolubile se e solo se vale la condizione
di compatibilita (26) ed in tal caso ammette infinite soluzioni. In questo caso, gli
autovalori si possono calcolare per separazione di variabili, come nel problema
precedente. Si trova

o2m +1)*
)\:)\nm:n2+% (n>1,m>0)
con autofunzioni
. 2m+1
O (T, y) = sinnx cos 7Y )

Per

A 7£ )‘nm
il problema ha una sola soluzione. Se A & uno dei A, il problema ¢é risolubile se
e solo se vale la condizione di compatibilita

2 1 4
/ sin nx cos ( m2—|— y) dzdy + / xsinnzdr = 0.
Q 0

Poiché la somma a primo membro non & nulla per alcun valore din >1em >0,
le condizioni di compatibilita non sono verificate e pertanto, se A &€ uno dei A,
il problema originale non ha soluzione.
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Problema 2.14. (Metodo di alternanza di Schwarz®) In riferimento alla figura,
sia Q C R? un dominio tale che = Q; U Qy dove Q1 e Qs sono domini
aventi frontiera regolare (Lipschitziana é sufficiente), con Q1 N Qg # (). Poniamo
V = Hg (Q) col prodotto interno (u,v) = [,Vu - Vv e definiamo (si veda
IEsercizio 3.22, Capitolo 5)

Vi={u€eHj(),u=0inQ\Q} e Vo={uecHj(Q),u=0inQ\Q}.

Data f € L? (Q) e scelto un elemento arbitrario ug € H} (2), definiamo ugy, 11
(n >0) e ug, (n > 1), rispettivamente, come le soluzioni dei seguenti problemi:

—Augpy1 = f in Q, Ugpt1 = Uy SU O
e
—Augy, = f in Qo, Uop = Up—1  SU O)q.
Dimostrare che u,, converge in Hg (Q) alla soluzione u € H} () del problema
—Au=f inQ

provando che
Uspt1 —u=Pyi(ugn —u) e  ugny1 —u= Py (uz, —u)
e usando il risultato del Problema 2.9, Capitolo 5.

%Importante nel trattamento numerico dei problemi al contorno per equazioni a derivate par-
ziali.

/o

Figura 1.

Soluzione

La successione u,, & costruita a partire da wug, risolvendo alternativamente in
Q1 e Q9 un problema di Dirichlet, aggiornando i dati al bordo mediante u,_1.
Osserviamo che ug,+1 — u € soluzione di —Awu =0 in 2y e quindi si puo scrivere

(ugnt1 —u,v1) =0 Vv €V
che equivale a
1
Uapt+1 — U € ‘/1 .
Aggiungendo e sottraendo ug,, si trova, per ogni n > 0,

(Ugnt+1 — U2n, V1) = (U — Ugp, V1) Yu € V1.
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Poiché ugy, 1 — uo, € Vi, 'ultima equazione equivale a
U2n+1 — U2n = PV1 (U - U2n)
ovvero (essendo u — uap = (U — Ugpt+1) + (Uont1 — U2n)) &
U — Uap+1 = PvlL (u — u2n) .
Ragionando in modo analogo si deduce che
U — Uy, = PVIL (u—ugp—1)-

Ponendo zg = ug, Ton+1 = U — Uzp4+1 € T, = U — Uz, si rientra nella schema
iterativo del Problema 2.9, Capitolo 5. Dire che u,, — 0 in H} () equivale ad
affermare che z,, — 0 in V. Per usare il risultato del Problema 2.9, Capitolo 5,
occorre che V7 e V5 siano sottospazi chiusi di V' e che Vf‘ N VQJ‘ = {0}. Cio segue
dai risultati dell’Esercizio 3.22, Capitolo 5.

Problema 2.15. (Derivata obliqua). Sia @ C R? un dominio limitato con
frontiera di classe C 1. Si consideri la seguente forma bilineare in H* (Q2), dove
b=>b(z,y) € C* (Q):

a(u,v) = / [UuzVy + uyvy + bugvy, — buy vy + byu,v — byuyv] dady.
Q

a) Date f € L? (), f = (f1, f2) € L* (4 R?) e g € L?(9Q), interpretare in
senso classico il problema variazionale

(28) a(u,v) = Fv per ogniv € H' (Q)
dove

sz/(fv+f~Vv)—|—/ gv ds.
Q o0

b) Stabilire sotto quali condizioni il problema é risolubile. Esaminare il caso
b costante.

Soluzione

a) Per prima cosa, scriviamo la forma bilineare in forma piu leggibile. Ponendo

_ 1 b(z,y) b
A(I’ay) - ( —b(m,y) 1 € b(l’,y) - (bya bI)
risulta
a(u,v) = / [A(z,y) Vu- Vv + (b(z,y) - Vu)v] dedy.
Q
La (28) ¢ dunque la formulazione variazionale del problema

(29) Ly =—div(A(z,y) Vu)+b(z,y) - Vu=f—divf inQ,
Ofu=A(x,y)Vu v =g su 042,
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dove v = (v1,v2) ¢ la normale esterna a 99Q. Esplicitiamo meglio il problema (29).
Essendo
si trova
div (A (z,y) V) = Uy + buyg + bty — bytiy — bugy + tyy
e quindi
—div (A (z,y) Vu) + b (2,y) - Vu = —Au.

Si ha poi, introducendo il versore T = (—vs, 1), tangente a 9 :

A, y)Vu-v = (ug+buy)vi + (—buy + uy)vs =
= Vu-v+bVu 7= Vu- (v+b1)
= Oyu

dove o = v+b1. In conclusione, troviamo il problema

Au=divf—f in Q,
(30) { Opu=g su 0f.
Si noti che
(31) o v+br 1

V-—=1U- = ;
lo| V1I+02 V1402

N

per cui il vettore o non & mai tangente a Jf); per questa ragione si dice che
(30) & un problema di derivata obliqua.

b) Se u ¢ soluzione del problema e ¢ € R, u+c & soluzione dello stesso problema
e percio il lemma di Lax-Milgram non ¢& applicabile perché la forma bilineare pur
essendo continua in H' (), non ¢ coerciva. Tuttavia & debolmente coerciva. Infatti,
posto M = max |b|, si ha:

[ O Voo dots| < 31 [ [Sollo] dody < 30l o]0
1 M?
< 3 [Vl p2(q) + N ||UH2L2(Q)
per cui
a(v,v) = / [A(z,y) Vu- Vv + (b(z,y) - Vv)v]dedy

Q
1 M2
5 Vol z2q) = N [0llZ2(0)

e quindi

o 112 . [1 M2 2
a0,0) + M2 [0l gy = min { 2. 2 L jof2, .

Per il teorema di Rellich, 'immersione di V in H = L? (2) ¢ compatta e quindi la
terna V = H' (Q), H, V' & hilbertiana.
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Possiamo dedurre che il problema (28) ¢ risolubile se e solo se F' & ortogonale in
H' () alle soluzioni del problema omogeneo aggiunto

(32) a. (w,v) =0  per ognive H'(Q)

dove

a, (w,v) = a(v,w):/Q[A(m,y)Vv-Vw—l—(b(x,y)-Vv)w] dxdy =

/ [AT (z,9) Vw - Vv + (b (z,y) - Vo) w] dady.
Q
L’equazione aggiunta (32) ¢ la formulazione variazionale del problema

(33) { Lrw = —div (AT (z,y) Vw) —div (b (z,y)w) =0 in €,

8fTw =A" (x,y) Vw - v =0 su 02
che si riduce, con calcoli simili ai precedenti, al problema (tipo Robin) seguente:

(34) { Aw =0 in Q,

Op+w + (0r0)w =0 su 99,

dove o*= v—br. Il problema (28) ¢ risolubile se e solo se

/Q(fw—I—f-Vw)—F/ gw ds =0,

o0

per ogni soluzione w di (32).
Nel caso b costante, le soluzioni del problema omogeneo aggiunto sono le costanti.
Infatti, se w € H! (Q) & soluzione di (32), scegliendo v = w risulta

0 = ax (w,w)Z/AT (z,y) Vw - Vw dxdyz/ [Vw|? dady
Q Q

da cui w = costante. Il problema (28) & pertanto risolubile se e solo se

/Qf—l-/mgds:o.
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Problema 2.16. (Condizioni di trasmissione). Siano €y e Q domini limitati
lipschitziani in R™ tali che® 3 CC Q. Poniamo Qs = Q\Q;. In Oy e Qo consi-
deriamo le seguenti forme bilineari

ak(u,v):/Q A* (x) Vu - Vo dx (k=1,2)

con AF matrici uniformemente ellittiche. Assumiamo che i coefficienti A* siano
continui in j, ma che la matrice
Al (x) in Oy
Ax) = .
() { A% (x) in Qo
possa essere discontinua attraverso I' = 9€;. Sia u € HE () Ia soluzione varia-
zionale dell’equazione

(35) a(u,v) = a1 (u,v) + az (u,v) =< f,v > per ogni v € H} (Q)

con f € L* ().

Detta uy, la restrizione di u su §, determinare (formalmente) quale tipo di
problema soddisfa la coppia uy, us ed in particolare quali condizioni (due) su T’
esprimono ’accoppiamento tra ui e us.

%T] simbolo CC indica chiusura compatta.

Soluzione
Se ci si limita a v € C§°(Q), la (35) si riduce a
ay (u,v) =< fr,v >,
dove fr = fq, , e si deduce che
(36) Liu=—div (A" (x)Vug) =fi inQ (k=12).

D’altra parte, poiché u € H} (), si ha ug = 0 su 9Q3 e su I le tracce di u; e di
us devono coincidere:
up =uz sul
che costituisce una prima condizione di accoppiamento.
Per determinare la seconda condizione, procediamo formalmente, moltiplicando
la (36) per v € C§° (2), integrando su Q e usando la formula di Gauss; se vy, ¢ il
versore normale a I, esterno a Qy, e v} = v AF (x) & il versore conormale esterno,

si trova
ou k

— vdo + a, (ug,v) = / frv dx
o0, OV}, %

v _8u1 + Ous do = 0.
L’arbitrarieta di v forza la condizione (di trasmissione)

8U1 aUQ

* ¥
ovy = 0v;

che, sommate, danno

(37) 0.
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Nota. Essendo u € H} (Q), la sua traccia su T' appartiene a H'/? (') ma la
traccia della sua derivata normale o conormale non & a priori ben definita. Tuttavia,
per funzioni tali che Lru € L?(Q), k = 1,2, come nel nostro caso, & possibile
definire d,: u1 + 0y 3 uz come un elemento del duale di H 1/2 (T") e dare un significato
rigoroso alla (37).

2.3. Problemi di evoluzione

Problema 2.17. (Diffusione-reazione—trasporto). Si consideri il problema
u — (a (@) ug), +bo(@)ug +c(@)u=f(r,t) 0<zx<1,0<t<T,
u(z,0) = up (x) 0<z<1,
w(0,t) =0, u(l,t) =k(t) 0<t<T.
a) Con un opportuno cambio di funzione incognita, ricondursi a condizioni di
Dirichlet omogenee.

b) Scegliendo opportunamente I’ambientazione funzionale, scrivere una for-
mulazione debole del problema.

¢) Analizzare la buona posizione del problema, precisando le condizioni sui
coefficienti e sui dati e scrivere una stima dell’energia per la soluzione.

Soluzione

a) Procediamo formalmente. Ci riduciamo prima a condizioni nulle ai limiti.
Interpoliamo i dati di Dirichlet sull’intervallo [0, 1] mediante la funzione

g (z,t) = xk(t)
e poniamo w = u — g. Si noti che
g(0,t)=0 e g(1,t) =k (t).
Allora
ug (T,t) = wy (z,t) + a2k’ (t) e  ug(x,t) = w, (z,t) + k().
Sostituendo nell’equazione differenziale, otteniamo il seguente problema per w:

wy — (a(x)wy), +b(x)wy +c(x)w=F(z,t)+k(t)d (z) 0<z<1,0<t<T,

w (z,0) = wp (z) 0<z<1,
w(0,¢) =0, w(1,t) =0 0<t<T.
dove

F(z,t) = f(,t) = [b(2) + we (2)]k (1) — 2k’ (1)
wo () = uo (z) — k(0) x.

b) Indichiamo con (-, -) il prodotto interno in L? (0,1) e poniamo

B(u,v) = /0 [a(z)u (z)v" (z) +b(z)u (2)v(x) + ¢ (z)u(z)v (z)] dx
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per ogni coppia u,v € V = H} (0,1). In V scegliamo come norma ||u’|| ;2.

Poniamo inoltre w (t) = w (-, t), interpretando w (z,t) come funzione della va-
riabile ¢ a valori in V. Una formulazione debole del problema ¢é la seguente: cercare
w e L?(0,T;V)NC ([0,T];L?(0,1)) tale che w' € L* (0,T; V") e che

i)

d
E<W(t) ,U> +B(W(t) 71}) = <F (t) ,U> - <avvl>

per ogni v € V, nel senso delle distribuzioni in (0, T');

i) |w (t) — wol| ;2 — 0 per t — 0F.

¢) Per la buona posizione del problema assumiamo senz’altro che i coefficienti
a, b e ¢ siano limitati e che il coefficiente di diffusione a sia strettamente positivo'?;
precisamente:

la (z)],|b(z)],|c(x)] < M, a(z)>ag>0 q.o. in (0,1).
Vogliamo inoltre che il funzionale.
U= <F (t) ,2)> - <avv/>
definisca per quasi ogni ¢ un elemento di V’. Essendo a limitata, basta richiedere,
per esempio che
FeL?(0,T;L7(0,1)).
Rispetto ai coefficienti originali, cio equivale a chiedere
fel?(0,T;L%(0,1)) e ke H (0,7).

Assumiamo infine che wy, o equivalentemente ug, appartenga a L? (0, 1).

Rimane da esaminare la forma bilineare B. Per usare la teoria di Faedo-Galerkin,
occorre controllare se B & continua e debolmente coerciva in V.

Si ha, usando la limitatezza dei coefficienti e le disuguaglianze di Schwarz e
Poincare:

|B(u,v)] < M/ |u'v" +u'v +wv| dx
< MWl 10112 + el e ol g2 + el g2 llull 22)
< M (1+Cp+Cp) 1]l g2 V]l

per cui B é continua in V.
Esaminiamo la coercivita debole. Si ha:

B (u,u) = /0 [a(z) (W)?+b(z)u'u+ c(z)u’] da.

Occupiamoci del secondo termine. Si puo scrivere, per ogni € > 0,

1
/ b(z)u'u dx
0

IN

M |u'l] g2 [l -

Me M
Wz + 5 lullzs

13L’equazione & allora uniformemente parabolica.
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cosicché

Me 2 M 1 2
B ) > (a0 = S 5 = 5 (2 3 ) Il

Scegliamo

ao
£E=—.
M

M ap M
=7 [—=+—
D <M+ao>

ag 2 2
B (u,u) = - [u/l[z2 = Ao lullL:

Allora, posto

si ha

ossia la forma bilineare
By (uv U) =B ('U,, U) + )\0<'U,, ’U>

¢ coerciva in V' o, equivalentemente, B ¢ debolmente coerciva (con costante di
coercivita ap/2). Posto

z(t)=e tw (1),
la funzione z é soluzione del problema
i')
d — Aot
7(2(#),v) + Bo (2(t),v) = (e7""F (1) ,v)
per ogni v € V, nel senso delle distribuzioni in (0, T');
ii') ||z (t) — wol| 2 — O per t — 0.

Sotto le ipotesi indicate, il problema ha un’unica soluzione debole z. Dalla teoria
generale, si ricava poi la seguente stima dell’energia che scriviamo esplicitamente
in termini di z (z, t):

1 T
max / 22 (z,t)% do + ao/ / 22 (x,t) dxdt
0 o Jo

t€[0,T

T 1 1
< eotDT {/ / e MR (2, t) dmdt—l—/ % (2) dx}~
o Jo 0

Non ¢ difficile a questo punto trasferire le conclusioni in riferimento al problema
originale.
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Problema 2.18. (Stabilita asintotica). E dato il problema
—Au=0 x€Q,te(0,T)
u(x,0) =g(x) x€Q
u(o,t) =0 o €00, te (0,7),
dove ) ¢é limitato e regolare, e g € L*(Q).

a) Scrivere una formulazione debole del problema. Utilizzando il metodo di
Faedo—Galerkin con i sottospazi generati dalle autofunzioni di Dirichlet per
loperatore —A ([S], Capitolo 9, Teorema 4.5), dedurre I'esistenza di una so-
luzione per ogni t > 0 e trovare un’espressione della soluzione.

b) Dimostrare che, detta u la so]uzione, si ha

”VUHL2(Q per ogni t > 0.

\/—IlgllL

c¢) Dimostrare che, se g € H}(Q), allora
[VullL2q) < e_)‘1t||Vg||L2(Q) per ogni t > 0,

dove A1 indica il primo autovalore dell’operatore —A.

Soluzione

a) Poniamo u (¢) = u (-, t), interpretando u (x, t) come funzione della variabile ¢ a
valori in V = H}(2) (la scelta di tale spazio & dettata dalle condizioni al contorno).
Indichiamo poi con (-, -) I'usuale prodotto scalare in H = L?(f)) e poniamo

B(u,v)z/Vu-Vvdx.
Q

Una formulazione debole del problema ¢ la seguente: cercare u € L% (0,T;V) N
C ([0,T]; H) tale che u’ € L?(0,T;V’) e che
i)
d
E<u(t)7v> —l—B(u(t),v) =0
per ogni v € V, nel senso delle distribuzioni in (0, T);
i) [ (1) = g1l ey — 0 per = 0F.

Le ipotesi per la buona posizione sono tutte verificate (la forma bilineare ¢ il
prodotto scalare in V'), e quindi continua ed uniformemente coerciva rispetto a t.
Siano ora 0 < A\; < A2 < A3 < ... gli autovalori del problema

ueV:—-Au=Au

e pq,Py,... le rispettive autofunzioni normalizzate in L? (). Tali autofunzioni
costituiscono un sistema ortonormale completo in L?(©2) ed un sistema ortogonale
completo in V. Ricordiamo che, per ogni v,

(38) B(‘:Okv U) = Ak <90k7 U>
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da cui
IVerl3 = Melloells = A
Sia V,,, lo spazio generato dalle prime m autofunzioni. Poniamo

m oo
Uy = Zcm,k(t)@k € 9= ng(pk'
k=1 k=1

Grazie alla (38) il problema approssimante di Faedo—Galerkin si scrive come

m m

0= Z<C;n,k (t) 91, v) + B (cm i (t)py, v) = Z (e (t) + Acm k() @g, v)

k=1 k=1
e ogni coefficiente ¢, i, ¢ soluzione dell’equazione

e () + Mk (t) =0
con la condizione iniziale
CmJC(O) =gk = 0.
Si trova
Cm k() = gre ™+,
Le soluzioni approssimate sono quindi date da

m
— At
= gre My
k=1

che, per m — oo convergono in L? (0,T;V) alla soluzione

oo
= ngefAth%(X)
k=1

Abbiamo sostanzialmente usato il metodo di separazione delle variabili.

b) Poiché le ¢, costituiscono una base ortogonale in V', possiamo scrivere, tor-
nando alle notazioni originali,

Vu(x,t) = nge_/\’“thOk(x)
k=1

e dalla (38) si ha
IVu(x, )1 Z20) = Zlgkl e 2

Osserviamo ora che la funzione f(z) = ze~%* ammette massimo in z = 1/a, con
f(1/a) = 1/ae e percio, per ogni k > 1, si ha
1
A 672)\)61‘/ < _—
4§ ~ 2et
Abbiamo dunque

||V'U,(X, t)”%z(g) < t>0.

1 2
EHQHLQ(Q)a
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c) Se g ¢ in H} (Q) possiamo migliorare la stima, essendo

Vg=> aVey
k=1
e quindi
IVgliZ20) = D> 9 IVerl o) = D lgkl* e
k=1 k=1
Ma allora
[oe] [oe]
IVu(x, t)l[720) = D lgrl?Aue™ 0 < e " giPAp = €M Vg 22 (g

k=1 k=1
come richiesto.
Nota. Dai risultati in b) e c¢) risulta che, se f = f (x) & per esempio in L? (),
la soluzione del problema di evoluzione
w—Au=f inQx(0,7)
u(x,0) =g (x) inQ
u(o,t) =0 su 90 x (0,7),
converge in norma H{ () alla soluzione wu, del problema stazionario limite
—Ause=f in
Uoo () =0 su 9
con velocita che dipende dalla regolarita del dato. Si dice che u, € asintoticamente
stabile.

Problema 2.19. (Equazione delle onde, condizioni di Neumann). Consideriamo
il problema

Ut — Ugy = f (2,1) in Qr = (0,1) x (0,T),
w(z,0) =ug (x), u (x,0) =uq () in [0, 1]
ug (0,t) = uy (1,8) =0 per0<t<T.

Dopo aver scritto una formulazione debole, studiare la buona posizione del pro-
blema e fornire una stima dell’energia per ’eventuale soluzione.

Soluzione

Poniamo H = L? (0, 1) col prodotto interno (v, w) e V.= H* (0,1). Supponiamo
che f € L?(Qr), up € H* (0,1), uy € L?(0,1). Infine, sia

1
B(u,v):/ Uz Vg d.
0

Una possibile formulazione debole ¢ la seguente: trovare soluzioni u (t) = u (-, t)
tali che
ucC([0,1;V)nCt([0,1]; H) eu” € L*(0,1; V")

e che:
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1) per ogniv € V,
2

%(u,w + B(u,v) = (£ (t),v)
nel senso di D’ (0,1) e q.o. t € (0,T).

2) lu(t) —uolly, — 0 e [ju' (¢t) —uil|y — 0 per t — 0.

Per verificare che il problema é ben posto possiamo usare la teoria di Faedo—
Galerkin. Infatti la forma bilineare B(u,v) & continua e debolmente coerciva in V,
mentre il funzionale

Fo={f(t),v)
& continuo in V. Esiste quindi un’unica soluzione debole u e vale la stima

T
(39) 1["{)18:;>]<|\U(t)|\§13<o,1> SeT{|Uo|H5<o,1>+|U1|H+/O I ()5 dS}-

Problema 2.20. (Equazione delle onde con reazione concentrata). Conside-
riamo il problema

Ut — Ugy +u(2,8) 0 (2) = f(x,t)  inQr = (a,b) x (0,T),
w(x,0) =ug (x), ut (£,0) = uy () in [a,d]
w(a,t) =u(bt) =0 per0<t<T
dove § (x) indica la distribuzione di Dirac nell’origine.
a) Scrivere una formulazione debole.

b) Esaminare se il problema é ben posto ed in tal caso fornire una stima
dell’energia per la soluzione.

Soluzione
a) Supponiamo che f € L*(Qr), uo € Hi (a,b), uy € L?(a,b). Siano H =
L?(a,b) e V = H} (a,b) col prodotto interno (v, w)y = (us,v,) . Ricordiamo che
V c C ([a,b]), per cui 'equazione differenziale si puo scrivere nella forma
Upr — Uz + 6 (0,2) 8 (x) = f (x,t).
Una possibile formulazione debole ¢ la seguente: trovare soluzioni tali che
u € C([a,b]; V)N C* ([a,0]; H) e uy € L* (a,b; V")
e che:
1) per ogni v = v (x) € V,
d2
) + {2+ (0,0)0 0) = (£.0)
nel senso di D’ (a,b) e q.o. t € (a,b).
2) [lu(-t) —uolly — 0ellue () —ually — 0 per t —0F.
b) La forma bilineare

a(w,v) = <wa:;7}ac> + ’U,(O,t)’l} (O)
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¢ continua e coerciva in V. Infatti, ricordando il risultato del Problema 2.22, Ca-
pitolo 5, si ha
la (w,v)] < (14 (b—a))llwzll g [[va]l

a (w,w) = (wg,wy) +w? (0) > [|wglf7
Esiste percio un’unica soluzione debole u e inoltre

T
(40) %%wawmééJ{wd%@m+mmH+A|fmm@d%.

)

Questa stima si puo dedurre dalla teoria generale, ma si pud trovare ragionando
formalmente, moltiplicando ’equazione differenziale per u; ed integrando su (a, b).
Si trova

b b
/ (wgrri — Uiy 4+ u? (0,1)) do = / fz,t)ug (z,t) de.
Integrando per parti il secondo termine, si ha, essendo u; (a,t) = uy (b, t) =0,
b b 1d [,
Uy AT = / Uplgy AT = —— uy (x,t) dx.
\/a/\ o a 2 dt a
Inoltre
b
/ fz,t)v(x,t)de
a
Si puo dunque scrivere:
d b b
G [ @)+ @ 0] dot2 [ 200 do <17 O + e (Ol
a a
Integrando in (0,7, si trova:
2 2
(41) llwe (5 O + M ()17

(42) <l + ol + /Hf nﬂw+/nw )1 ds

e, in particolare,

e (DI < Nl + ol + /Hf nHw+/nm )| ds.

Usando il lemma di Gronwall'®, si ottiene

e (-, )l < e {|u1|H+|u0”H /Ilf IIHdS}

e successivamente
T 2 2 2 T 2
T
/0 lue G ) < (7 = 1) IU1|H+IUOIH+/0 1S Co8)l ds -

1413], Capitolo 10, Sezione 2.4.

1
< GOl () < 5 1F Gt + % e (- D)7 -
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Sostituendo a destra nella (41) si deduce la (40).
Rigorosamente, si prova la (40) per le approssimazioni di Galerkin, per le quali
i calcoli fatti sono giustificati, e poi si passa opportunamente al limite.

Problema 2.21. (Condizioni di derivata obliqua per I'equazione del calore).
Consideriamo il problema

up — Au= f(x,t) inQr=0x(0,T)

u(x,0) = g (x) in Q

Ou+h(t)uy =0 suSr=002x(0,T)
dove Q é un dominio limitato e lipschitziano di R™ e v ¢ il versore normale
esterno a 0). Supponiamo che f € L? (Qr), g € H* (Q) ed h € C[0,T) tale che
0<h0 < h(t) < h.

a) Posto H = L? (Q) e V = H* (Q), scrivere una formulazione debole.

b) Se V,,, e u,, sono approssimazioni di Galerkin di V e u, rispettivamente,
ricavare stime dell’energia per t,,, Opt, € per O¢(U,) dove i, é la traccia® di
Uy, SU OSD.

¢) Dedurre esistenza, unicita e stime dell’energia per la soluzione del problema
originale.

@Per evitare confusioni, in questo problema & bene usare una notazione diversa per la traccia
di una funzione sul bordo del dominio.

Soluzione
Questo problema non rientra rigorosamente nella teoria standard, ma la si puo
applicare con qualche modifica.

a) Usiamo la notazione u(t) = u (x,t) cosicché u' = 9 u. Analogamente per
tutte le funzioni dipendenti da t. Procediamo prima formalmente, moltiplicando
I’equazione per una funzione v € V e integrando per parti; troviamo, tenendo
conto delle condizioni iniziale e al bordo:

/Qu/v dx+/(mh(t)ﬁ/(t)5da+/QVu(t)-Vv dx:/Qf(t)v dx.

Visto che f € L? (Q7) e g € H* (£2), cerchiamo soluzioni
ucl?(0,T;V) conu' € L?(0,T; H).
In particolare, segue che u €C ([0, T]; H). Data poi la presenza di un’integrale che
coinvolge la traccia di u’ (¢) su 99 richiediamo anche che
u' € L?(0,T;L*(09)) .

Inoltre:

i) per ogni v € V e quasi ovunque in (0,7,

(W' (t),v) + h(t) (W (t),0)12(00) + B(u(t),v) = (£(t),v)

e infine

i) u(t) —» gin H.
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La formulazione debole & completa.

b) Il problema approssimato di Galerkin per u,, ¢ allora il seguente:

(43) (), (t),0) + 1 (t) (W, (), V) r2(00) + By, () ,0) = (£ (1), v)
per ogni v € V,,,, dove, come al solito, (-,-) indica il prodotto interno in L? (Q) e
B (w,v) = (Vw, Vo).

Se {w1, ..., w,, } & una base di V,,, ortonormale in V e ortogonale in H, poniamo

t) = Zcmk Dw, e Gy = ngwk.
k=1 k=1

Si noti che, essendo ¢ in V, si ha che G,,, — ¢ in V. Sostituendo in (43) queste
espressioni e v = wg, s = 1, ..., m, si trova il seguente sistema di equazioni ordinarie
per i coefficienti incogniti ¢ (¢):

ZM’“S @) Fems(t)=fs(t), s=1,..,m

dove fs (t) = (f (t) ,Ws) €
My (t) = |[wi||3 Ors + o (t) (wrws) 1200
con la condizione iniziale
emk (0) =g, k=1,...m
Poiché la matrice (Mys (t)) ¢ definita positiva, fs € L?(0,T) e g € V, esiste
un’unica soluzione
(Cm1 (£) s ooy e (t)) € H' (0, T; R™)

a cui corrisponde u,, € H* (0,T;V). Si noti che u/, (t) € V, per cui la sua traccia
/

w), (t) & una funzione di L? (9Q), per quasi ogni t. Ponendo v = u/,, (¢) nella (43),

m
sl puo scrivere

I (1 + () [T o) + 555 |0 ()1 = (£ (00, (0)

da cui, ricordando che h (t) > ho > 0 e che

Kuwmamﬂsgwamz+§w;@ﬁw

2 ~
([, (Ol + 200 [y, ()HL2(8§2)+ v, 01 = IE O

Integrando tra 0 e T, si ottiene
(44)

2 < 2 2 2 2
[0l z2 0,750 + 2h0 00172 0,7 £200)) + IV Um Ol < IVl + £ 720,70 -

Cio significa, in particolare che

ul, ¢ equilimitata in L?(0,7T; H)
), ¢ equilimitata in L?(0,7T; L? (09))

Vu,, ¢ equilimitata in L>°(0,T; H).
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Manca all’appello solo la norma di u,, in L?(0,T; H). Ponendo v = u,, (t) nella
(43), si pud scrivere

5t ()13 (0) (0 (1), T (1)) 200 + [0 ()3 = {F (), 1 (1),
Poiché
I8 (8)1200) < € (Ilam @7 + IV 1)
si ha

|<ﬁ;n (t), (t)>L2(8Q)| < [[ay, (t)||L2(8Q) [ W (t)HL2(8Q)

1
< ~ 2 2 2
< S Ol + 31 (Il O, + [V 1)
e dalla (44)

Chy

2 2 1 2 2
< 55 IVl + 18122 0,0m)) + g (P O + 190 (0))

Abbiamo, dunque:

d
= et U5+ @l < Cha (V915 + 1€ 20, ) HIE ONF+2 et (1 -

Integrando tra 0 e T, si ha, in particolare,

t
lam (D)7 < (Chy + 1) lglly + (Cha + ) Il 720 710) + 2/0 I ()7 ds.
Applicando il lemma di Gronwall, otteniamo che
()1 < € [(Cha + D) llglly + (Cha +T) €172 07,11 |

e quindi che
u,, & limitata in L>°(0,7T; H).

¢) In base ai risultati del punto b), esiste una sottosuccessione, che continuiamo a
chiamare u,,, tale che

u, — u inL*0,T;V)
uw, — u inL?*0,T;H)
uw, — u inL*(0,T;L*(09)).

Cio ¢ sufficiente per passare al limite in (43) e cosi concludere che u ¢ 'unica
soluzione debole dell’equazione originale.
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Problema 2.22. (Equazione delle onde, equipartizione dell’energia).
Siano Q C R3 un dominio limitato,

Qr=0x(0,T) e V=H(Q),H=L*Q).
Date ug € V e u; € H, siau € L?(0,T;V) la (unica) soluzione debole del
problema
{ u” (t) — Au =0 in Qr,
u (0) = Uy, u’ (0) = U1
tale che v’ € L?(0,T;H) eu” € L?(0,T;V’). a) Sia V,,, = spanfwy, ..., w,, },
dove le {w;} sono le autofunzioni di Dirichlet dell’operatore —A, e {u,,} la

relativa successione di Galerkin ([S], Capitolo 10, Sezione 7.2) che approssima
u.Dimostrare che

1 1 .
By (1) = 5 Iy Ol + & [V ()] = B (0),  per ognit >0,
b) Posto
1 @ , 9 1 W 5
Em () =5 [ I )y ds,  Pa() =5 | [IVum ()| ds,
0 0

dedurre da a) che

(45) K, (t) — set — 400,

per ognim > 1.

Soluzione

a) Dalla teoria generale, nel contesto indicato, si ha che u,, € H?(0,T;V) e

. . 4
soddisfa 1’equazione'®:

(46) (uyy, () ,0) + (Vup, (), Vo) = 0
per ogni v € V e qo. t € (0,T). Poiché¢ u), € L?(0,T;V), per q.o. t fissato,
possiamo porre v = u/, (t), nella (46); si trova'®

1d 1d

() (8) + (Vi (£), Vi, () = 5= I (0] + 572 [V (8] =0
da cui
41 Ba() =5 O} + 5 Va0 = Ba0),  t>0

b) Dalla (47),

@) Ko ()4 P )= g [ {1V ()1} ds = B (0).

15¢. .y indica il prodotto interno in L2 (£2).
La funzione ¢ — ||u’ (£)]|? ¢ assolutamente continua in quanto la sua derivata distribuzio-

nale appartiene a L' (0, T) e quindi si puo applicare il teorema fondamentale del calcolo integrale.
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Poiché u,,, € L% (0,T;V), per q.o. t fissato, possiamo porre v = u,, (), nella (46);
si trova )

(ay, (8) i (8)) + IV (s)]|7 = 0.
Integrando per parti, si ha

/ (U’ (), (5))ds = — / (uly (5) 0y, (8))ds + (W, (£) i (8)) — (21, w0).
0 0
Abbiamo quindi,

—(u1, uo) + (wy, (), um (1))
2t '
D’altra parte, dalla (47) e dalla disuguaglianza di Poincaré,

|, (1) ()] 2 [, ()17 + 2 [um )3
< 2w, (O +20p [[Vu, ()15
< 4max{l,Cp} E,, (0).

(49) P, (t) - Kn (t) =

IN

Risulta dunque che
P, (t)— K (t) = 0 pert— 400
che insiema alla (48) implica

K,, (t) N Em—(())

per t — +00.

Nota. La (45) vale anche per la soluzione u. La prova richiede qualche sforzo
in pin, specialmente per dimostrare la (47). La difficolta sta nel fatto che

u € L?(0,T;H) e u’ e L*(0,T;V")
per cui non & possibile inserire direttamente u’ nell’equazione in forma debole
(u” (t),v)« + (Vu(t), Vo) =0

dove (u” (t),v). indica la dualita tra V e V’. Per farlo occorrerebbe una migliore
regolarita di u’ e cioe u’ € L2 (0,T;V).
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3. Esercizi proposti

Esercizio 3.1. Stabilire se le forme bilineari definite sotto sono continue negli
spazi di Hilbert indicati a lato e sotto quali ipotesi sono coercive (o, eventualmente,
debolmente coercive).

n
a) H=R", a(x,y) = Z a;;x;yj, con A = (a;;) matrice n X n.
ij=1

b) H = H'(0,1),

1 1 1
a(u,v) = / A(z)u'v'dx —l—/ B(z)u'vdx —I—/ C(x)uvdx,

0 0 0
con A, B,C in L*(a,b).
c) H = Hj(Q),

a(u,v) = / a(z)Vu - Vudx,
Q

con ) dominio di R™ e a € L>°(Q).

Esercizio 3.2. Dati i seguenti problemi al contorno nell’intervallo (0, 1), scri-
vere la formulazione debole associata e discutere ’applicabilita del teorema di Lax—
Milgram.

a) —u’ —e ' =4,u(0) =1, u(l) = 2.
b) —(4 +t?)u” + 3u = sint, u/(0) = 1, v/(1) + u(1) = 0.
c) —u' +u +u=0, u0) =u(l), v (0) =u(1).

Esercizio 3.3.  Siano assegnati:
a) V =HY0,1), Fv=n(1),

B(u,v) = /o (x + 1)u'v" dz + u(0)v(0) .
b)V = H},(0,2) = H' (0,2) N {v(2) = 0}, Fu = /2 fod,

2
B(u,v) = / [V = 22°u'v — dzuw] da
0
Discutere, nei due casi indicati, la buona posizione del problema:
B(u,v) = Fv  per ogniv € V.

Scrivere poi il problema sotto forma di problema ai limiti per un’equazione del
secondo ordine.

Esercizio 3.4. Sia dato il seguente problema in forma debole: determinare
H1(0,1) tale che

1 1
/ uw'v'dt = v(1) —v(0) — / (log t)v' dt Vv € H'(0,1).
0 0
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Analizzare la risolubilita. Scritto il problema ai limiti equivalente, risolverlo espli-
citamente.

Esercizio 3.5. (Equazione di Hermite).  Sia

V= {v: R—R; e/ 2ucl>R), e /% € L2 (R)} .

a) Controllare che la formula

(50) (u,v)y = /R[uv +uv]e " dz

definisce un prodotto interno rispetto al quale V é uno spazio di Hilbert.
b) Studiare il problema variazionale

51 u,v)yy = Fv = v e da per ogniv €V,
o g

con f € V e interpretarlo in senso forte.

Esercizio 3.6. a) Dati Q C R" dominio limitato e regolare, f € L*(Q) e
g € L?(09), dire a quale tipo di problema ¢é associata la seguente formulazione
variazionale

/Vu-Vvdx—l—/uvdx:/fvdx—l—/ gvdo, per ogniv e H'(Q).
Q Q Q l)

b) Verificare la buona posizione del problema.

Esercizio 3.7.  Sia B, la sfera unitaria di R™. Consideriamo il sottospazio

i H'(B,
e V—{ueHl(Bl):/aBludo-—O}

e il seguente problema variazionale: determinare u € V tale che

/ (Vu-Vo+uw) dx = fvdx per ogni v € V.

B4 B

E possibile applicare il teorema di Lax-Milgram? Di quale problema é la formula-
zione variazionale?

Esercizio 3.8. Dato Q@ € R" dominio regolare e limitato si consideri il
sistema
—Aug +u1—u2:f1 in
—Aug + uy +us=fo inf)
up =ug =0 su 0f2.
Scriverne una formulazione debole ed applicare il teorema di Lax—Milgram per

dimostrare 'esistenza e I'unicita della soluzione per ogni f = (f1, f2) € L*(Q) x
L2(Q).

Esercizio 3.9. Sia Q= (0,1) x (0, 1). Poniamo
Iy ={0,y):0<y <1}
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e I'p = OO\I'y. Analizzare il problema
—div (A (z,y) Vu+bu) = f in Q
u=~0 sul'p
3uy (0,y) —4u, (0,y) +hu=0 0<y<l1

dove f € L? (), h > 0 & costante e

_( 2+sinzy 3 A
A(x,y)—( _3 4—sin:ny>’ b=(-4x—y,—2z+y).

Esercizio 3.10. In riferimento al Problema 2.11, si consideri

—Au+b-Vu=f xe€Q
d,u=0 x € 09,

con b € R" costante.

—bx e riconoscere che il problema si pud scrivere

a) Moltiplicare 'equazione per e
in forma di divergenza.
b) Dare la condizione necessaria e sufficiente per la risolubilita del problema di

partenza.

Esercizio 3.11. Sia @ = (0,m) x (0, 7). In riferimento al Problema 2.12,
studiare la risolubilita del problema di Dirichlet
Ay +2u =divf  in Q
{ u=0 su 0Q).
per
f = (log (sinz),0).

Esercizio 3.12. (Metodo di alternanza, condizioni di Neumann). In riferi-
mento al Problema 2.14 sia  C R? un dominio tale che Q = Q1 U Qs dove
e Qs sono domini a frontiera regolare con Q1 N Qs # (). Adattare il metodo di
alternanza di Schwarz per costruire una successione {u,} che converga in H' (Q)
alla soluzione del problema di Neumann

(52) —Au+u=f inQ, Jhu=0 sudQ,
dove f € L? (Q) e v é la normale esterna a 05).

Esercizio 3.13. Sia B1 = {(x,y): 2® +y* < 1}. Scrivere la formulazione

variazionale ed esaminare la risolubilita dei seguenti problemi:
Au =0 in B1
a) { (T +y)us + (y—z)uy =1+ ax? sudbB @ €R,

—Au = (mQ—yQ)n in By
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Esercizio 3.14. (Problema dell’ostacolo). Sia  un dominio convesso e limi-

tato in R™, e v una funzione strettamente concava'’ in §) tale che max1) > 0 e
1 < 0 su 0f). Sia K l'insieme

K:{veH&(Q):vzzb q.o.in Q}.
a) Verificare che K ¢é un sottoinsieme convesso e chiuso di H} (€2).

b) Mostrare che esiste un’unica funzione v € K che minimizza in K il funzionale

1
() = = / IVul? dx
2 Ja
ed é caratterizzata dalla seguente disequazione variazionale:
(563) / (Vv —Vu)-Vudx >0 per ogniv € K.
Q

c) Dedurre che se u € H%(Q), u é soluzione del problema dell’ostacolo se e solo
se

—“Au>0, u—9>0 e Au(u—1v)=0 q.0. in Q.
In particolare, u ¢ una funzione armonica in ogni aperto in cui u > .
Esercizio 3.15. Siano B il cerchio unitario di centro lorigine e Qp =

By x (0,T). Siano I'p e I'y sottoinsiemi aperti di 0Q con Tp UTx = 00Q. Si
consideri il seguente problema misto. Trovare u tale che

u, — div(ze?Vu) + (sign(zy)u), = f  in Qr,

u(xayao):u() (ﬂf,y) in Bla
u=g sul'p,
Ou+u=0 sul'y,

dove f = f(z,y,t), uo = uo (z,y) e g = g (t) sono funzioni assegnate.

a) Introducendo opportuni spazi funzionali, se ne scriva la formulazione debole.
b) Esaminare se il problema ¢ ben posto ed in tal caso fornire una stima dell’energia
per la soluzione.

Esercizio 3.16. Sia Q un dominio limitato di R™ e Qr = Q x (0,T). Siano
I'p e I'y sottoinsiemi aperti di OS2 con TpUTN = 09. Si consideri il seguente
problema misto. Trovare u

w — div(e (x) Vu—bu) —c(x)u=0 in Qr,

u(x,0) = g (x) in Q,
u=0 sul'p,
a(x)Opu—+hu=0 su 'y,

dove g € L? () e h € R, costante.

a) Introducendo un’opportuna ambientazione funzionale, scrivere la formulazione
debole.

17Se una funzione & concava & anche lipschitziana.
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b) Indicare sotto quali condizioni sui coefficienti a, b, ¢ e h il problema ¢é ben
posto.

3.1. Soluzioni

Soluzione 3.1. a) La forma & sempre continua (siamo in dimensione finita),
ed & coerciva se e solo se la matrice A ¢ definita positiva (con costante di coercivita
uguale al pin piccolo degli autovalori di A). Ricordiamo che, in dimensione finita,
la debole coercivita coincide con la coercivita, in quanto non esistono sottospazi
densi in R™ diversi da R™ stesso.

b) La forma & continua, in quanto & limitata:
la(u,0)] < [|Aflscllell2[1v"ll2 + [[Bllos [/ ll2]l0]l2 + I Clloc ull2]lv]l2 <
< (IAllso + 1Blloe + [Cllco) el [[0]] 1

Per la coercivita dobbiamo stimare dal basso

a(u,u) = /01 Ax)(u)dz + /01 B(x)u'udz + /01 C(x)u? d.

Si possono dare diversi insiemi di condizioni. Una condizione necessaria ¢ A >
Ap > 0. Infatti, se A & negativo su un sottointervallo, si possono costruire funzioni
u tali che |ju|lz & arbitrariamente piccola e u' si concentra dove A & negativo,
rendendo negativo A(u,u).

Si tratta di stimare il termine misto. Sia |B(z)| < By, B’ (x) < B, allora,
tenendo conto del Problema 2.22, Capitolo 5, si ha:

1 1 1
B
/ B(z)u'udr > [ﬂuQ(x)] — / B'(z)u® dx
0 2 o Jo
> —Bollull, = B Jull 20,1
> —Bollull0,1) = Ba lull p2(0,1) -

e quindi, se C (z) > Cy, possiamo scrivere

a(u,u)Z(AO—BO)/O (u/)2dx+(co—31)/o 2 da.

In conclusione, se Ag — By > 0 e Cy — By > 0 la forma ¢ coerciva. Sotto 'ipotesi
Ag — By > 0 sappiamo assicurare solo la debole coercivita (rispetto alla terna
hilbertiana H' (0,1), L? (0,1), (H' (0,1)").
c¢) La forma & continua, infatti, per la disuguaglianza di Holder,
la(u, v)| < [edloo[Vull2l[[[Voll2 < llalloc [Vl [I[ Vo]l -

La forma non & mai coerciva (se u = ¢ costante allora a(u,u) = 0), ed & debolmente
coerciva se e solo se a > ag > 0 qg.o. in €.

Soluzione 3.2. a) Le condizioni ai limiti sono non omogenee, quindi conviene
porre
w(t) =wu(t) —t—1.
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Si ha w'(t) =/ (t) — 1, w”’(t) = u”(t), e quindi w risolve

—w" —etw =44+t O<t<l
w(0) =w(1) =0.

Moltiplicando I’equazione per v € H} (0, 1) ed integrando, si ottiene la formulazione
debole

1 1
/ [w'v" — e tw'v| dt = / [4+ e 'Jvdt perognive Hj(0,1).
0 0

Ragionando come nel Problema 2.1 si ottiene I’applicabilita del teorema di Lax—
Milgram e la buona posizione del problema.

b) Scegliamo V = H'(0,1). Per v € V, abbiamo

1 1
/ —(4+tHuvdt = —(4—|—t2)u'v|(1]—|—/ (4 + t*)u'v' + 2tu/v] dt =
0 0
1
= —5u/'(1)v(1) —|—/ [(4+ )V + 2tu'v] dt =
0

1
= 5u(1)v(1) + 4v(0) + / [(4+£)u'v' + 2tu/v] dt.
0
Deduciamo la formulazione debole
1 1
/ [(4+ £?)u'v' + 2tu'v + 3uv] dt+5u(1)v(1) = / sintvdt—4v(0) Yo e HY(0,1).
0 0

Con ragionamenti simili a quelli visti, per esempio, nei Problemi 2.23 e 2.24, Capi-
tolo 5, si puod dimostrare che il secondo membro ¢ la somma di due funzionali lineari
e continui su H'(0,1). Combinando gli argomenti usati nel precedente Esercizio
1.b), e nel Problema 2.22, Capitolo 5, otteniamo che la forma bilineare B(u,v) ¢
continua. Infine

B(u,u) = /01 [(4+ %) (W)? + 2tw'u + 3u?] dt + 5u*(1)

/1 [(4+ ) (W) + 20°] dt + 5u*(1) >

1
> / [4(u')? + 2u?] dt,
0
e quindi B é coerciva ed il teorema di Lax-Milgram ¢& applicabile.

c¢) Lo spazio V sara un opportuno sottospazio di H'(0, 1), adattato alle con-
dizioni iniziali (che sono le condizioni di periodicita). Per capire qual & questo
sottospazio moltiplichiamo ’equazione per una generica v € H'(0, 1) e integriamo
per parti. Formalmente, otteniamo

/O W dt = —a! (1)o(1) + w/ (0)0(0) + /0 ()2 dt.

Ora, ricordiamo che se u & in H*(0, 1), non & possibile dare, in generale, significato
puntuale ad «’. Quindi una corretta scelta delle funzioni test deve annullare i primi
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due termini a secondo membro. Tenendo conto che, per la soluzione, u’(0) = v'(1),
basta prendere v(0) = v(1). Poniamo quindi
V=H,={ve H(0,1): v(0) =v(1)}.
Si puo vedere '® che V' & un sottospazio chiuso di H'(0,1) e quindi che & uno spazio
di Hilbert a sua volta. Ricaviamo la formulazione debole
1
B(u,v)E/ [w'v" +u'v+uv] dt =0 per ogni v € V.
0

Supponendo u regolare e soluzione debole, basta integrare per parti in senso in-
verso, per dedurre che u ¢ anche soluzione forte. La forma bilineare B(u,v) &
continua in V ed essendo

/0 uu' = % [w? (1) — u*(0)] ,

& anche coerciva. Deduciamo che il problema ammette solo la soluzione nulla.

Soluzione 3.3. a) Il problema ¢ ben posto grazie al teorema di Lax—Milgram
(si puo procedere esattamente come nella soluzione dell’Esercizio 3.2.b). Cerchiamo
la formulazione classica. A tale scopo supponiamo u € C2(0,1) N C*([0,1]). Inte-
grando per parti, otteniamo

(z+ 1)u'v| — /0 [(z + 1)u"v +u'v] do +u(0)v(0) = v(1) Vv e HY(0,1),
/0 (2 + D" + ' vde = (2u/(1) = 1)o(1) + (= (0) + u(0))o(0) Yo € HY(0,1).

In particolare, I'identita precedente deve valere per ogni v € HZ(0,1), che forza
(z4+Du" 44 =0 in (0,1).
Allora
(2/(1) — D)w(1) + (—'(0) + u(0))v(0) = 0 per ogni v(0),v(1) € R.
Scegliendo alternativamente v nulla in uno dei due estremi e non nulla nell’altro,
otteniamo infine che w risolve il problema misto (di Robin-Neumann)
(z+1u"4+4 =0 in(0,1)
u’(0) = u(0)
u'(1) =1/2.
Questo problema si pud risolvere esplicitamente: integrando una prima volta si
ottiene
(x+ ' =y
e dalla condizione di Neumann deve essere C; = 1; integrando di nuovo si ha

uw=log(z+1)+ Ch

18per dimostrarlo si puo ragionare come nel Problema 2.26, Capitolo 5.
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e dalla condizione di Robin si ha C5 = 1. In definitiva,
u(z) =log(z+1)+ 1.

b) In V utilizziamo la norma standard in V = H' (0,2). E facile vedere (come
nell’Esercizio 3.1b)) che B ¢ continua. Anche F & continua non appena (per
esempio) f € L?(0,2). Per la coercivita osserviamo preliminarmente che, essendo
u(2) =0,

2 1 2 1 2 2 2
/ z*u/udr = = / 22 (u?) dx = [—:EQUQ] - / zu? de = —/ zu? da.
0 2.Jo 2 o Jo 0

Abbiamo:
2
B(u,u) = / (u)? — 2zu? da.
0
E facile vedere che B non ¢ coerciva: ad esempio, scegliendo u = 2 — x (che
appartiene a V), si ottiene B(u,u) = —2/3. D’altra parte
B(u, u) + 5[|ull3 > [ull?.

e quindi la forma é debolmente coerciva. In base al teorema dell’alternativa di
Fredholm, la sua risolubilita é legata a quella del problema omogeneo aggiunto:

2
B (v,w) = / [w'v' = 22%0'w — dzwo]| dz =0 per ogni v € V.
0

Per cercare di risolvere tale problema scriviamone la formulazione classica. Sup-
ponendo w regolare si ha

2 2
/ [w' = 22w] v/ da = [w'v — 2x2wvh2) - / [w” — 22w — dzw] vda
0 0
e quindi il problema aggiunto si scrive (formalmente) come
2
w'(0)v(0) + / [w" — 22°w'] doz =0 per ogni v € V.
0

Come al solito, scegliendo prima v € Hi(0,2) e poi v € V, ricaviamo I’equazione
w’ —22%w' =0 in (0,2)

e la condizione w’ (0) = 0. In definitiva la forma classica del problema aggiunto &
data da

w” —22%w' =0 in (0,2),

w'(0) =0,

w(2) = 0.

. . 2 S
Integrando una prima volta, otteniamo e~% w’ = Cfy; le condizioni al contorno

implicano C7; = 0, da cui w = Cs ed infine w = 0. Poiché il problema aggiunto
ammette solo la soluzione nulla, dal teorema dell’alternativa deduciamo che il
problema di partenza ¢ ben posto per ogni f.
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Rimane da calcolare la forma classica del problema. Procedendo come abbiamo
appena fatto per il problema aggiunto ricaviamo

o’ + 2220 +4xu=—f in (0,2)
w'(0) =0
u(2) = 0.

Soluzione 3.4. Siano

B(u,v) = /0 u'v' dt, Fv=uv(1)—v(0) — /0 (logt)v' dt.

Innanzitutto F ¢ un funzionale lineare e continuo in V = H1(0, 1): infatti, osser-

vando che ) o
/ log? tdt = / s?eds =2
0 —o0

[Fol < 2llollos + | ogt2l0/Il2 < (24 V2) [[o]l2-

D’altra parte, come abbiamo visto piu volte (ad esempio, nell’Esercizio 3.1.c), B ¢
continua ma solo debolmente coerciva in V. Il problema omogeneo ¢ autoaggiunto
ed ammette come soluzioni solo le funzioni costanti. Siamo in condizione di ap-
plicare il teorema dell’alternativa di Fredholm, ottenendo che il problema dato ¢
risolubile se e solo se Fv = 0 per ogni v costante. Ma questa condizione di com-
patibilita e verificata automaticamente, per cui il problema dato ammette infinite
soluzioni, che differiscono tra loro per una costante additiva.

Per scrivere il problema ai limiti associato, riordiniamo i termini: il problema si
scrive come

si ha!?

1
/ [u" —logt]v' dt =v(1) —v(0) Yv eV,
0

per cui, supponendo u € C?([0,1]) ed integrando per parti, si trova

/o1 [UH - ﬂ vdt = (u'(1) = Do(1) + (&' (0) = v(0) Vv eV

L’identita vale in particolare per le v € H} (0,1), e questo implica

1

u' - = =0,

t

cioé
u = —logt+ Cy.

Sostituendo e considerando le v che si annullano alternativamente in uno dei due
estremi, troviamo che, se sono definite, u'(0) = u/(1) = 1. Si vede che v'(0) non &
definita, mentre la condizione in ¢ = 1 implica C7 = 1. Le soluzioni sono percid

u(t) =t(1 —logt) + C.

9per le stime puntuali delle funzioni in H?! (a, b) usiamo sempre il risultato del Problema
2.22, Capitolo 5.
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Sostituendo, si verifica che tali u sono effettivamente soluzioni deboli e dalla teoria
di Fredholm sappiamo che sono le sole.

Soluzione 3.5. a) Si pud procedere come nel Problema 2.5, con pochi cam-

biamenti.
.\ /2
lv]] = (/ vie™® dm)
R

ed indichiamo con [|v||;, la norma indotta dal prodotto interno (50). Poiché

|Fo| = ‘/ fu e dz
R

il funzionale F' definisce un elemento di V'. Il teorema di Riesz implica percio che
esiste unica la soluzione u di (51) e

llully < [I£1I-

Per linterpretazione in senso forte, procediamo formalmente integrando per parti
il secondo termine del prodotto interno; la (51) diventa:

e w/v]t + /

R

b) Poniamo

< Al < LAl

[ue ™ — (e ) |v dw = / fvede per ogni v € V
R

e quindi Parbitrarieta di v forza, scegliendo prima v a supporto compatto,

—(e™ W) +ue = fe= in R,

equivalente all’equazione (di Hermite)
v -2z —u=f inR,

e poi, scegliendo v nulla a 00 e uguale a 1 a Foo, rispettivamente,

Jlim el (z) = 0.

Le condizioni ai limiti sono dunque condizioni di Neumann omogenee, pesate con
la Gaussiana.

Soluzione 3.6. a) Supponendo u e v regolari possiamo scrivere
/Vu~Vvdx: 8u,,vdo’—/Auvdx.
Q aQ Q

In particolare, essendo Hg(Q2) C H(Q), la formulazione debole implica

/[_Au+u_f]vdxz/ [g—ayu]vdxzo’ per Ogl’li’UEI’Ié(Q)7
Q o0

da cui deduciamo —Au +u — f = 0 g.o. in Q. Risostituendo nella formulazione
variazionale otteniamo

/ [g — O,u]vdx =0, per ognive HY(Q),
o0
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e quindi d,u = g quasi ovunque su 9. In definitiva, quella data ¢ la formulazione
debole del problema
—Au+u=f inQ
{ du=yg su 09Q.

b) Osserviamo che il primo membro nella formulazione debole ¢ il prodotto
scalare standard in H' (Q2). D’altra parte, se u € H* (Q2), per la disuguaglianza di
traccia,

lullz2o0) < Cllulla-
Applicando la disuguaglianza di Schwarz, deduciamo che il funzionale lineare a
secondo membro & continuo in H' (Q) e quindi la buona posizione del problema
segue direttamente dal teorema di Riesz.

Soluzione 3.7. Riguardo all’applicabilita del teorema di Lax-Milgram al
problema variazionale, ¢ immediato constatare che il problema ¢ del tipo

B(u,v) = Fu,
dove B ¢ il prodotto scalare in V ed F (non appena f € L?*(B;)) & continuo in
H' (By) e quindi, a maggior ragione in V. In questo caso si puo applicare il teorema
di Lax-Milgram o anche direttamente il teorema di Riesz.
Se f & una funzione regolare, ossia f € C* (El), sappiamo dalla teoria gene-
rale?” che u € C (El), per cui possiamo integrare per parti ottenendo

(9,,uvd0'+/ [-Au+u— flvdx=0 per ogni v € V.
B,

Si ha H}(B;) C V, e quindi, in particolare,

9B,

/ [—Au+u— flvdx=0 per ogni v € H} (By).
B
Ne segue che —Au + u — f = 0. Sostituendo nella formulazione debole otteniamo

(54) Oyuvdo =0 per ogni v € V.
B,

Mostriamo che questa relazione puo valere se e solo se d,u ¢ costante su 0Bj.
Da un lato, se 0, u ¢ costante, allora l'integrale del suo prodotto con una funzione
a media nulla ¢ evidentemente nullo. Viceversa, supponiamo che g = J,u non
sia costante. In tal caso, esistono due punti oy e o su 9By in cui g(o1) = a e
g (o2) = b con (per esempio) a < b. Per continuita, possiamo trovare due archi I'y,
T'y contenuti in 02

g|F1 < a, g|F2 >b.
Sia ora w una funzione di classe C*(B1), che sia positiva su I'y, negativa su I's,
nulla su 9Q \ (I'; UT') e tale che

/wda':—/ wdo.
I, I

20[S], Cap. 9, Sez 6.
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La funzione w appartiene a V' e puo essere usata come test in (54); risulta allora:

/gwdo‘ = /gwdo‘—l—/ gwdaga/ wdo‘+b/ wdo
89 Fl FQ Fl FQ
(a—b)/ wdo <0

Iy

in contraddizione con la (54). In conclusione, il problema corrispondente &

—Autu=f in B
O,u = costante su B;

/ u = 0.
631

Soluzione 3.8. Moltiplicando la prima equazione per v; € H}(Q) ed inte-
grando per parti, otteniamo

/ [Vuy - Vo + upvq — ugvy] dx = / fividx  per ogni vy € H& Q).
Q Q
Analogamente
/ [Vug - Vg + uive + ugvs] dx = / fovadx  per ogni vy € H& Q).
Q Q

Notiamo che le due equazioni precedenti si possono scrivere in modo compatto
come

[Vu1 - Vv + Vus - Vug + ugvy — ugvy + uive + UQ'UQ] dx =
Q

= /Q [fiv1 + fovs] dx  per ogni (v1,vs) € H&(Q) X H&(Q)

(infatti, scegliendo alternativamente v; = 0 nella precedente equazione, si ottiene
una delle prime due). Introduciamo quindi lo spazio

V = Hy () x Hy(Q),
che ¢ di Hilbert rispetto al prodotto
(u,v)v = (Vuy, Vo) p2(q) + (Vur, Vor) 2o

(abbiamo scritto u = (u1,us), v = (v1,v2)). Poniamo

B(u,v) = / [Vuy - Vo + Vg - Vg + ugv) — ugvy + w0 + ugvs] dx
Q

Fv:/f-vdx.
Q

Otteniamo la formulazione variazionale
B(u,v)=Fv perognivelV.
Sfruttando le disuguaglianze di Schwarz e di Poincaré si puo scrivere

[Fv| < [Ifall2llvrllz + [ f2]l2llv2ll2 < CRlullv (Vi
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[B(u,v)| <
< 1+ CR)ulviviv.

Per quanto riguarda la coercivita, osserviamo che
Bla,w) = [ [V + [Vuaf + uf + u] dx = [
Q

e quindi B ¢ coerciva. E possibile dunque applicare il teorema di Lax-Milgram ed
ottenere esistenza, unicitd e stima di stabilita della soluzione.

Soluzione 3.9. Controlliamo innanzitutto Dellitticita dell’operatore e cioé
che i coefficienti sono limitati (vero) e che

2
Z a;r (z,Y) zj2r > ag (zl —|—z2) per ogni (z1,2) € R%

Infatti, si ha
2
ajr (z,y) zjze = (2+sin(xy)) 27 + 32120 — 32120 + (4 —sin(zy)) 23
Jik=1
> 224322 > 28 423
Sia V' = Hjp, (Q) lo spazio delle funzioni in H' (2) che si annullano su T'p.
Per le funzioni in V vale la disuguaglianza di Poincaré, per cui possiamo scegliere
[Vullp2(q) come norma in V. Per dare una formulazione variazionale, moltipli-

chiamo ’equazione differenziale per v € V' e integriamo per parti; risulta
(55)

/A(m,y) Vu-Vu+ub- Vo] dxdy—/ [A(z,y) Vu-v+ub - Vv daz/fv dxdy.
Q Ty Q

Su I'y abbiamo v =(0,-1) e
ub-v = —yu(0,y).

Sostituendo nella (55) si ottiene

1
/ [A(z,y) Vu - Vv + ub-Vu|dzdy + / [h+ylu(0,y)v(0,y) dy= [ fv dzdy.
Q 0 Q

Se indichiamo la forma bilineare a primo membro con B (u,v), la formulazione
variazionale del problema originale ¢ la seguente: determinare una funzione v € V'
tale che

B (u,v) = (f,v) per ogni v € V.
Essendo f € L?(Q), il funzionale a secondo membro & in V’. Controlliamo la
continuita della forma B. Per la disuguaglianze di traccia e di Poincaré, abbiamo:

|B (u,v)] < A4C7 (h+2) | Vull, [[Vvl,

[Vui|[2|Vvill2 + [[Vuz|[2| Va2 + (lurll2 + [luzll2)([[v1]l2 + [lv2]l2) <
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e quindi B ¢& continua. Per la coercivita abbiamo:
/ A(z,y) Vu - Vu dzdy > ||Vu||§
Q

mentre, essendo div b = —3,

1 1 !
[abvu=3 [6v6) =3 [ iy +3 [ o
Q 2 Ja 2 Jo 2 Jo

e quindi (h > 0),

3 1
B = [Vulf+5 [+ [+ Sl 0.9) day = 9l

da cui la coercivita di B, con costante uguale a 1. Le ipotesi del teorema di Lax-
Milgram sono soddisfatte. Concludiamo che il problema dato ha un’unica solu-
zione; inoltre

IVull o) < 1 ll2 g -

Soluzione 3.10. a) Ricordiamo che, se ¢ e F sono rispettivamente uno sca-
lare ed un campo vettoriale, entrambi regolari, vale la formula

div(¢F) = @divF 4+ Vo - F.
Osservando che
Ve P* = —¢7b>p
otteniamo
—e P*Au+ e P*b . Vu = —div (e_b'xVu) .

Quindi wu risolve il problema in forma di divergenza

—div (e‘b'xVu) =ePXf x€Q

e P9, u=0 x € 0N.

b) Si puo provare in modo standard (ad esempio seguendo lo svolgimento del
Problema 2.11) che la forma bilineare che compare nella formulazione debole del
problema precedente & (oltre che continua) debolmente coerciva, quindi vale la
teoria di Fredholm. L’operatore & autoaggiunto, ed il problema omogeneo aggiunto
associato ¢ dato da

{ —div (e’b'xVu) =0 xe€Q
e Px9,u=0 x € 09.

E facile dimostrare®! che le soluzioni di tale problema sono le sole funzioni costanti.
Il problema di partenza ¢ pertanto risolubile se e solo se

[ stm o

ed in tal caso la soluzione ¢ definita a meno di una costante additiva.

21A4 esempio seguendo i ragionamenti del Problema 2.9.
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Soluzione 3.11. La formulazione debole del problema ¢ data da
B(u,v) = / [Vu- Vv —2uv] = / f-Vvo=Fv per ogni v € H}(Q).
Q Q

Il funzionale F appartiene a H~!(Q) se e solo se f € L?(Q;R?). Abbiamo gia
osservato®? che logt ¢ in L?(0,1). Ora, essendo

sinx ~ x per z — 0, sinx ~ 7T —x per r — T,

deduciamo l'integrabilita richiesta per f.

Come visto nel Problema 2.12 B & continua e debolmente coerciva in H{ (Q)
e il problema omogeneo aggiunto associato ammette le sole soluzioni @(z,y) =
csinzsiny, con ¢ € R. La teoria di Fredholm implica dunque che il problema dato
é risolubile se e solo se

Fu=0.

Risulta Vi = (ccoszsiny, csinz cosy) e

Fuz(/ csinydy) /log(sinx)cosmdm)zo.
0 0

Il problema ammette infinite soluzioni della forma u + @.
Soluzione 3.12. Definiamo V = H* () e siano
Vi={ueH (1), u=0in Q\} e Vo={uecH (Q),u=0in Q\Q}.

Scelto un elemento arbitrario ug € H* (), definiamo ua,41 (n > 0) e ug, (n > 1),
rispettivamente, come le soluzioni dei seguenti problemi misti:

—Augpr1+u=f in Qy, Ugp+1 = Ugp SU O NQ, Gyu=0 su 9 NIN
e
—Augy+u=f in Qo, Uy = Uop_1 SU O N, ,u=0 su 0 NON.
Si procede ora come nel Problema 2.14 per dedurre che

U — Uspyl = PvlL (u—1usp) € U—Ugy = PvlL (u—usp_1),
ovviamente rispetto al prodotto interno di V: (u,v) = fQ [uv + Vu - Vu]. Per
concludere che u,, converge in H' (Q) alla soluzione u € Hg () del problema (52),

occorre controllare (si veda il Problema 2.9, Capitolo 5) che V; e V5 sono sottospazi
chiusi di V' e che

Vit nvst = {0}
ovvero che Vi + V5 ¢ densoin V. Siav e V.

Per verificare che siano sottospazi chiusi si puo usare lo stesso metodo dell’Esercizio
3.22, Capitolo 5. Lasciamo i dettagli al lettore. Siano ora w; e wq funzioni regolari

2280luzione dell’Esercizio 3.4.
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(lipschitziane ¢ sufficiente) tali che w1 = 0 in Q\Q; e in Q\Qo, rispettivamente,
positive altrove. Allora, posto
w1 w2
v=——"—v e v =—"—u,
w1 + wa w1 + wa

si ha vy € Vi, v € Vo e v1 + vy = v. In tal caso si ha che V] + V; coincide con V'
(non solo che & denso in V).

Soluzione 3.13. a) Anzitutto osserviamo che su dB; il versore normale
esterno a 0B; ¢ v =zi+yj ¢ il vettore T =yi—xj & tangenziale. Il versore
+y)itly—a)j _v+7

V2 V2

non & mai tangenziale, infatti o - v =1/ V2. Si tratta dunque di due problemi di
derivata obliqua. In riferimento al Problema 2.15, si ha b =1,

A=Y 1) e b= b= 0.0,

La loro formulazione variazionale ¢ del tipo

a (u,v) :/ A(z,y)Vu- Vo dxdy :/ fdxdy—i—/ gds.
B, By o

B

Esplicitamente, per il primo problema si ha

/ (Up Uy FUy Uy —uyvy+uyvy) dedy = / (14 az?) ds, per ogni v € H' (B))
Bl 8Bl

ed & risolubile se e solo se
/ (1+ax2)d5:27r+a7r:0
0B,

ossia se a = —2.
b) Risulta
/ (UpUgFUy Vg —uyVy+uyvy) dedy = / (m2 — y2)n dxdy, per ogniv € H' (By)
Bl Bl

ed & risolubile se e solo se
/ (m2 — y2)n dxdy =0
B,

ossia se e solo se n & dispari.

Soluzione 3.14. a) Seuev € K e s € [0,1], anche

(I-s)u+sveKkK,
per cui K & convesso. Per verificare che & chiuso in H} () consideriamo un suc-
cessione {v,} C K convergente in H} () a v. In particolare, almeno una sotto-
successione {vy,, } converge a v q.o. in Q e quindi da v,, > ¥ qg.o.in €2, segue che
anche v > 1) q.0. in Q e K ¢ chiuso in H} ().
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Interpretiamo ora il problema come un problema di proiezione. Infatti, J (v)
rappresenta, a meno del fattore 1/2, il quadrato della distanza in H} (Q) di v
da w = 0 e minimizzare J equivale a minimizzare la distanza di K dall’origine.
L’esistenza di un’unica minimizzante per J equivale dunque all’esistenza della
proiezione dell’origine sul convesso chiuso K. Possiamo dunque usare il risultato
nel Problema 2.10, Capitolo 5, e concludere che esiste un unico elemento u € K
tale che

J(u) = %i&](v).

Questo elemento ¢ caratterizzato dalla relazione
(u,u—v) () =0 per ogni v € K

che corrisponde esattamente alla (53).

c¢) Poniamo u — v = w nella (53). Allora w > 0 in Q. Se u € H? (Q) possiamo
integrare per parti scaricando le derivate su u; risulta

/wAuSO perogniwéH&(Q),wZO q.0. in
Q

che forza (il lettore lo provi) Au < 0 g.o. in Q. Se poi D C 2 & un insieme aperto
in cui u > 1, sian € C}(D). Se h € R, positivo o negativo, ¢ sufficientemente
piccolo si ha ancora

v=u+hv>1

in D e v > in Q. Possiamo quindi sceglierla come test in (53) e dedurre che

h/Van:() per ogni n € Cj (D).
D
Ma cio significa Au =0 in D.

Nota. Per n = 2, interpretiamo il grafico di u come una membrana elastica
fissata al bordo di Q. J (u) & proporzionale all’energia potenziale di deformazione
della membrana. Il problema consiste nel cercare la configurazione di minima ener-
gia (cio¢ di equilibrio) sotto la condizione che la membrana non si possa collocare
sotto 1, che quindi si interpreta come un ostacolo.

Soluzione 3.15. a) Poniamo
’LU(JJ,y,t) :u(x,y,t) _g(t)
in modo da avere dato di Dirichlet nullo su I'p. Il problema per w é:

w; — div(ze?Vw) + [z] (sign(y)w), = F (,y,t) in Qr,

(56) w (9373/,0) = U (ﬂf,y) - g(O) n Bl,
w=0 su'p,
3uw+w+g=O SUFN,

F(xayat) :f(xvyat)_gl(t)vUO(xvy) :uO(xvy)_g(O)'
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Per la formulazione debole, usiamo lo spazio V' = H&FD (B1) delle funzioni in

H' (Bj) con traccia nulla su I'p. Per le funzioni di V vale la disuguaglianza di
Poincaré??
[0l L2,y < Cp VYl L2y

per cui possiamo scegliere

Iolly = IVll L2 s,y -
Moltiplichiamo ora ’equazione differenziale per v € V, integriamo su Bj e usiamo
la formula di Gauss, tenendo conto delle condizioni miste al bordo; troviamo,
essendo v = (z,y) il versore normale esterno a 0B;:

/ [wv + ze¥Vw - Vo — |z| sign(y)wvy] dedy + / |zy| wv do = / Fov dxdy.
B I'n B,
Poniamo

B (w,v) :/ [zeYVw - Vv — |z|sign(y)wv,| dzdy —|—/ |zy| wo do
B r

N

e passiamo dalla notazione w (z,y, t) alla notazione
w(t):t—w(,t).

Indichiamo come al solito con (-.-) il prodotto interno in L?(B;). La formu-
lazione debole del problema (56) ¢ la seguente: determinare w €L? (0,T;V) N
C ([0,T]; L* (By)) tale che w'eL?(0,T;V’) e che

i) per ogni v € V|

L w (1)) + B(w (1) ) = (F0)
in D' (By) e per q.o t € (0,T);
ii) w(t) — Up in L? (By) per t — 07.

Per esaminare la buona posizione del problema debole controlliamo se la forma
bilineare ¢ continua e debolmente coerciva in V. Osserviamo anzitutto che, in By,

el <ze¥ <e, lzy| < 1.
Abbiamo, allora, per ogni v,z € V:
1B (v, 2)] <ellvlly 2lly + lvllz2 s, 120l p2my) + 10l 20y 12l 20y -
Per le disuguaglianze di Poincaré e di traccia®?
B (v,2)| < (e +Cp +C) lvlly 2]l
e quindi B ¢ continua in V. Controlliamo la debole coercivita. Abbiamo:

B(v,v) = / [ze¥ |[V|® — |z sign(y)vv,] dmdy—l—/ |zy| v? do
By

I'n

%

- 2
e Ml = vyl s,y 10l (s,

23[3], Cap 8.
240] oy < C- [y, si veda [S], Cap. 8.
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Utilizzando le disuguaglianze di Poincare e di traccia, oltre alla disuguaglianza
elementare
b< ~a2 4 &1
ab< —a*+ -
~ 2e 2
possiamo scrivere

B (v,v)

%

1 2 1 2 (&
ol = o ol = S ol

1 2 e
% [vlly — 5 HUHLz(Bl) :

Ne segue che la forma bilineare

€ 2
B(v,2) = B(v,2) + 5 [V 72(p,)

& coerciva con costante di coercivitd uguale a 1/2e e percido B ¢ debolmente coer-
civa.
Se assumiamo che

f(xayvt) € L2 (QT)? g€ Hl (t) € UO (ﬂf,y) = Uog (xay)a
allora il problema ha un’unica soluzione debole e inoltre

T
max|fu (- DI + / IVu (D)1 dt
[0,T] 0

< ceT{||uo—g<o>|ifg<Bl>+ | Qs + @ @)7) ds}.

Soluzione 3.16. a) Poniamo

B(u,’U):/Q[G(X)VU-V’U—’ub-V’U—l—C(X)U/D] dxdy—i—/F [h+b-vuv do

N

e passiamo dalla notazione u (x) alla notazione
u(t):t—u(,t).
Il simbolo (-.-) indica il prodotto interno in L? (). La formulazione variazionale
del problema rientra nel quadro usuale. Sia V = H&FD (Q) lo spazio delle funzioni
in H' () con traccia nulla su I'p, normato con ||v]|;, = Vol 12(p,): determinare
ue L?(0,7;V)NC ([0,T]; L? (Q2)) tale che u’ € L2 (0,T;V’) e che
i) per ogni v € V,

%(u(t) ,0) + B(u(t),v) =0—
in D' (By) e per q.ot € (0,7);
ii) u(t) — Up in L? () per t — 0F.
b) Assumiamo le seguenti ipotesi:
la(x)|,[b(x)|,|lc(x)] < M, a(x)>ag>0, |divb(x)|<M’, q.0.in$,
h+b-v > 0 qo.sul'y (se h=0,il flusso di b su I'y & uscente ).
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Per le disuguaglianze di Poincaré e di traccia, la forma bilineare B ¢ continua
(il lettore completi i dettagli). Per la coercivita debole di B, abbiamo, usando
ripetutamente le ipotesi sui coefficienti:

B (u,u) > /Q[a (x) [Vul> = ub-Vu + ¢ (x) u?] —l—/ [h+b-v]u? do

I'n

> ao/Q[|Vu|2—%b-V(ug)—i—c(x)uQ] +/ [h+b-v]u? do

I'n

_ ao/ |vu|2+/[1divb+c(x)]u2+/ h+ b vu? do
Q Q2 Ty 2

1
2 2 _ 2 2
> aolulfy = (G + 01 Jull = ao [l — o .
La forma B (u,v) = B (u,v) 4+ Ao(u,v) & dunque coerciva in V, che significa B
debolmente coerciva in V. Sotto le ipotesi indicate, la teoria generale ¢ quindi
applicabile ed il problema ha esattamente una sola soluzione debole.



Appendice A

Equazioni di Sturm-Liouville, Legendre e
Bessel

1. Equazioni di Sturm-Liouville

1.1. Equazioni regolari

Una vasta classe di equazioni differenziali ordinarie possiede un insieme di auto-
funzioni che costituisce un sistema ortonormale completo in uno spazio di Hilbert
opportuno. In questa classe si collocano equazioni della forma

(1) —(p@) ) 4+ q@)u=Iw(=x)u a<z<b

sotto la condizione! che le funzioni p, p’,q, e w siano continue e positive in |a, b).
In tal caso la (1) si chiama equazione di Sturm-Liouville regolare.
Alla (1) associamo le seguenti condizioni ai limiti:
(2) au(a) = fp(a)u'(a) = 0
yu(b) =dp)u' (b)) = 0
dove i coefficienti «a, 8, v, & sono numeri reali, che, per evitare casi banali, possiamo
pensare normalizzati in modo che
2+ =7+ =1

In generale, il problema (1), (2) & risolubile solo per valori speciali del parametro
A, che prendono il nome di autovalori. Le corrispondenti soluzioni si chiamano
autofunzioni.

1Queste ipotesi si possono rilassare notevolmente.
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Per enunciare il teorema per noi principale, occorre introdurre lo spazio (di
Hilbert) L2 (a,b), delle funzioni u, a quadrato sommabili in (a, b) rispetto al peso

, cioé .
L2 (a,b) = {u: / u? (z)w (z) do < oo}.

Vale il seguente risultato.

Teorema 1.1. Esiste una successione crescente di numeri positivi {/\j}j21 tale
che \; — +o0 e tale che:

a) Il problema (1), (2) ammette soluzione non nulla se e solo se \ é uguale ad
uno dei \;.

b) Per ogni j, la soluzione corrispondente a A = \; é unica a meno di un fattore
costante.

c) Il sistema {goj }j>1 di autofunzioni (opportunamente normalizzate) costituisce

una base ortonormale in L2, (a,b).

1.2. Equazione di Legendre

Quando il coefficiente p si annulla, per esempio in a e/o b, l'equazione ¢& irregolare
e lanalisi si complica. Un classico caso & quello dell’equazione di Legendre

(3) [(1—2®)u] + A u=0 —l<z<l1
che, nelle applicazioni, & associato alle condizioni ai limiti
(4) u(—1) finito, (1) finito.

Particolari soluzioni del problema (3), (4) sono i polinomi di Legendre, assegnati
dalla formula di Rodrigues:

1 d 2 n
L, (z) = Sl dar (1) (n>0)
ciascuno rispettivamente in corrispondenza all’autovalore A, = n (n+ 1). I primi
quattro polinomi di Legendre sono
1 2 L3
Lo(z) =1, Ly () =z, La (x) =3 (327 —=1), Ly () = 3 (52° — 3x) .

Vale il seguente risultato.
Teorema 1.2. In riferimento al problema (3), (4):
a) esiste una soluzione non nulla se e solo se
A=\, =n(n+1),n=0,1,2,....
b) Per ogni n > 0, la soluzione corrispondente a \,, é unica a meno di un fattore
costante ed é data dal polinomio di Legendre Ly,.
c) II sistema di polinomi normalizzati dato da

W)

n>0
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costituisce una base ortonormale in L? (—1,1).

Il teorema 1.2 pemette di sviluppare ogni funzione f € L? (—1,1) in serie di

Fourier-Legendre:
(z) = Z fnLy (2)
n=0

dove i coefficienti f,, di Fourier-Legendre di f sono assegnati dalla formula

2n—|—1/ f@

con convergenza in norma L? (—1,1).
il seguente risultato, che tratta la convergenza puntuale, in perfetta analogia
con le serie di Fourier.

Teorema 1.3. Se f e f’ hanno al massimo un numero finito di discontinuita a
salto nell’intervallo [0, a], allora

S _fEn)+ i)
S fuln () = S

in ogni punto x € [—1,1].

2. Funzioni ed equazione di Bessel

2.1. Funzioni di Bessel

Presentiamo brevemente definizioni e principali proprieta delle funzioni di Bessel.
Introduciamo prima una funzione che interpola i valori di n!. La funzione gamma
I' =T'(z) & definita da

(o)
(5) I(z) = / e t*ldt
0
per z complesso con Rez > 0 ed ¢ ivi analitica. Valgono le formule seguenti:

F'(z+1) = =20 (2) (z#0,-1,-2,...)

T

rra- = 0,+1,+2,...).

(T2 = (#0422,
In particolare,
F'n+1)=n! (n=0,1,2,...)
e
1 1-3:5----- 2n —1
P<n+§> = 5 NZ3 (n=1,2,..).
Possiamo poi definire I' (z) per z reale negativo non intero, usando la formula
r 1
rz)=1E1D

z
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U y A/
I

Figura 1. Grafico della funzione gamma sull’asse reale.

Infatti, sappiamo calcolare T in (0,1) e La formula permette il calcolo di T' in
(—1,0). In generale, una volta nota I' nell’intervallo (—n, —n + 1), la si puo calco-
lare nell’intervallo (—n — 1, —n). Infine, & coerente con (5) definire

'(-2n)=-c e T (-2n-1)=+o0.

In questo modo, I' & definita su tutto I’asse reale. La funzione di Bessel di
prima specie di ordine p, con p reale, é assegnata dalla formula

R (1" 2\ P2k
Jp(z)kzz()l“(k+1)l“(k+p+l)(§> '

In particolare, se p = n > 0, intero:

00 k
(_1) 2\ n+2k
no- Sy @
n(2) ;)k;!(k—i—n)! 2
Se p = —n, & un intero negativo, i primi n termini della serie si annullano e

Jon(2) = (=1)" J (2).

Percio Jy, (z) e J_p, (2) sono linearmente dipendenti.
Se p non & intero, quando z — 0, valgono i seguenti andamenti asintotici:

WO = g (3) O,
T @) = r(11_ ) (3) " +oE)

per cui Jp, (2) e J_p, (%) sono linearmente indipendenti.
Tra le funzioni di prima specie valgono le seguenti identita:

6 )=l () )] = T (),

In particolare
Jo (2) = —J1(2).
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075 T
057

025 T

BNy

o

-0.25 7

Figura 2. Grafici di Jy (continua), Ji (tratteggiata) e J2 (puntini).

1
Dalle identita si ricava anche che, se p =n + 3 (e solo in questi casi), le funzioni

di Bessel corrispondenti sono elementari. Per esempio,

[2 . /2
(2) = ;smz, Jié(z): Ecosz.

Particolarmente importanti sono gli zeri di J,. Infatti, per ogni p, esiste una
successione {ayp; } di numeri positivi, infinita e crescente, tale che

Jp (Oépj) =0 (]Z 1,2,...).
Quando p non é intero, ogni combinazione lineare
cadp (2) 4+ cad_p (2)

¢ una funzione di Bessel di seconda specie. La funzione (standard) di seconda
specie ¢ definita da

J

[N

Jj=1

cosprdy (2) — J_p (2)
sin pr '

Yy (2) =

Se p = n, intero, si definisce?

Y, (2) :=lim Y (2)

p—n

Si noti dal grafico che Y, (z) — —oo se z — 0.

2.2. Equazione di Bessel
Le funzioni di Bessel J, e Y}, sono soluzioni dell’equazione

zQy”+zy'+ (Z2 _p2)y =0

28i dimostra che il limite esiste.
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dove p > 0, che prende il nome di equazione di Bessel di ordine p. L’integrale
generale & assegnato, qualunque sia p > 0 dalla formula

y(2) = crdp (2) + Yy ().

Tipicamente, nelle applicazioni pitt importanti, ci si trova a risolvere ’equazione
(parametrica, con parametro \)

(7) 2y 2y + (AP —p?)y=0

in un intervallo limitato (0, a), con condizioni ai limiti del tipo
(8) y (0) finito, y(a)=0.

A questo proposito, valgono i due teoremi seguenti.

Teorema 2.1. II problema (7), (8) ha soluzioni non nulle se e solo se

s
A=)\, = 2L,
] “
In tal caso, le soluzioni sono le funzioni
Apj
Ypj (2) = JIp ( o Z)

a meno di fattori moltiplicativi costanti. Inoltre, le funzioni normalizzate

V2
aJpi1 ()

costituiscono una base ortonormale nello spazio

L% (0,a) = {u: Hu||§w :/ u? (2) zdz < oo}
0

Ypj

Figura 3. Grafici di Yy (continua), Y7 (tratteggiata) e Y> (puntini).
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e infatti valgono le seguenti relazioni di ortogonalita:

2

“ 0 j#k
—_— Jp (Mpiz) Iy (A dz = .
aQJ}%H ) /0 2y (Apj2) Jp (Apkz) dz { 1 j=*k

Il Teorema 2.1 pemette di sviluppare ogni funzione f € L2 (0,a) in serie di
Fourier-Bessel:

f(z) = ij*]p (Apj2)
j=1
dove i coefficienti f; di Fourier-Bessel di f sono assegnati dalla formula

2 a
fi= —(apj)/o z2f (2) Jp (Apjz) dz

i
con convergenza in norma L2 (0, a).
Calcoliamo, per esempio, lo sviluppo di f (z) = 1 nell’intervallo (0, 1), con p = 0.

Si ha:

2 1
f—zi/ zJo (a;z) dz.
1T g Jy 2Rl
Usando le identita (6), abbiamo
d
= F ()] = 2o (2)

per cui possiamo scrivere

Infine
2

; Noj i (@;) " (002)
con convergenza in norma L2, (0,1).

Concludiamo con il seguente risultato, che tratta la convergenza puntuale, an-
cora una volta in perfetta analogia con le serie di Fourier.

Teorema 2.2. Se f e f’ hanno al massimo un numero finito di discontinuita a
salto nell’intervallo [0, a], allora

c- _ e+ ()
j;fj‘]p (Apiz) = - 9

in ogni punto z € [0, a).
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|ldentita e formule

Raggruppiamo alcune formule ed identita di uso frequente.

1. Gradiente, divergenza, rotore, laplaciano

Siano F,u, v campi vettoriali e f, ¢ campi scalari, regolari in R3.

Coordinate cartesiane ortogonali

(1) gradiente:

of. of. of
Vi= 8x1+ 8y‘] + 0z
(2) divergenza:
0 0 0
le F —%Fx -l— a—yFy + EFZ
(3) laplaciano:
0? 0? 0?

(4) rotore:
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Coordinate cilindriche

rz=rcos, y=rsinh, 2=z (r>0,0<6<2m)
e, = cos i+ sinfj, eg = — cosfi+ cosbj, e, = k.

(1) gradiente:

_of _1of . of
VIi=gret  99% T 5,

(2) divergenza:

div F =- (f(rF)+r_

(3) laplaciano:
Af—ﬁ 10f 182f+82f_1g<8f> 10°f  Of
ror  r290% 022 ror\ Or r2 902 ' 022
(4) rotore:

1 e, rey e,
rot F=—| 0, 0y O,
"|'F. rFy F.

Coordinate sferiche

x=rcosfsiny, y=rsinfsiny, z =rcos (r>0,0<0<2m,0<¢<m)

e, = cosfsinyi+ sinfsinyj+ cosk
eg = —sinfi+ cosb]j
e, = cosfcosyi+sinbcosypj— sin k.
(1) gradiente:
Bf 1 of 1 af
Vi= ar e rsint 90 e + 8¢

(2) divergenza:

. 0 2 1 1 0
leF—EFT-F;E—F;[m%F awa +COt¢Fw:|
N —

parte radiale parte sferica

(3) laplaciano:
_0*F  20f 1 0*f  0? I f
Af78r2+r8r+ {(smw) 02+8¢ cobyp ¢}

parte radiale parte sferica (operatore di Laplace-Beltrami)

(4) rotore:

1 e, rey rsinvey

——— | Or Oy Op
2 o
resing F. rFy rsinyF,

rot F =
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2. Formule

Formule di Gauss

Siano, in R™, n > 2:
e () dominio limitato con frontiera regolare 02 e normale esterna v;
e u, v campi vettoriali regolari! fino alla frontiera di €;
e 1 campi scalari regolari fino alla frontiera di €2;
e do ’elemento di superficie su 0f).

Valgono le seguenti formule.
(1) Jodivudx = [ u-vdo  (formula della divergenza)

(2) JqVedx = [,,ev do

(3) JoApdx = [,,Vo-vdo= [,,0,¢do

(4) [ divF dx = [, ¢F - v do — [, Vi - F dx

(5) JqVAp dx = [y,10,p do— [, V-V dx (integrazione per parti)
(6) Jo(WAp — pAp) dx = [, (Y0, —pdy1)) do

(7) Jorot udx=— [[quAv do

(8) Jourot v dx = [, v-rot udx+ [¢(v Au)- v do.

Identita vettoriali

div rot =0

rot grady =0

div (pu) = pdiv u+Vep - u

rot (pu) = grot u+Ve A u

rot(uAv) =(v-V)u— (V) v+ (div v)u—(divu) v
div(uAv)=rot u-v—rot v-u

V (u-v)=uArot v+ vArot u+ (u-V) v+ (v-V)u

(wV)u=rot uAu+3V u|?

rot rot u = V(div u) — Au (rot rot = grad div — laplaciano).

IDi classe C* (ﬁ) va bene.
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Trasformate di Fourier

Formule generali

Trasformate particolari

el q >0
1
a? 4 x2
e‘axz, a>0
sin x ||
T
X[—a,a]( )
¢ (z)
1




Trasformate di Laplace

2 Formule

Tutte le funioni si intendono nulle per t < 0.

Formule generali
u(t—a),a>0
eu(t),aeC

u(at), a>0
u' (t)

(uxv)(t)
Trasformate particolari
H(t)e*, a e C
H(t)sinat, a € R
H(t)cosat, a € R
H(t)sinhat, a € R
H(t)coshat,a € R
Ht)t", neN
H(t)t*, Rea > —1
H(t)e "

H(t)t=3/2¢=0%/4t ¢ >0

e~ u (s)

u(s—a)

1_/s

2 (3)

su(s) —u(0T)

52U (s) —u'(0F) — su(0F)

—u' (s)

8n+1

INa+1)
Sa+1

2 2
es /4 fj/;o e 7 dr

—2\/7?6_“‘/3.
a

403
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