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Esercizio 1. (8 punti) Data la curva (contenuta nel piano z = 0)
a(t) = (cost, sin®t,0), t € [0,2n]
1. stabilire per quali punti la curva non e regolare;
2. calcolare la lunghezza dell’arco di curva fra due punti singolari;

3. calcolare la curvatura nei punti regolari.

Soluzione.
1. Si ha
& = (=3 cost?sint, 3sin®tcost,0) = 3costsint(— cost,sint,0)
||| = 3| cost| - |sint]

e quindi il vettore tangente ¢ nullo per t = 0, 7/2, 7, 37/2, 2n. Ci sono
quindi 4 punti singolari:

P =(1,0,0), P, =(0,1,0), Py =(-1,0,0), Py =(0,-1,0)
2. Per evidenti motivi di simmetria, i quattro archi in cui e divisa la curva
hanno la stessa lunghezza. Scegliamo I'arco fra P; e P, che corrisponde

all’intervallo [0, /2] per il parametro ¢. In questo intervallo cost e sint
sono sempre positivi. La lunghezza é:
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RE Calcoliamo la derivata seconda.
&

3. La curvatura vale k(t) =

Notiamo che

a(t) = 3costsint(— cost,sint,0) = (3costsint) v(t)
e usando la regola di Leibniz si ha

a(t) = (3costsint) v(t) + %(3 costsint) v(t)
percio il prodotto esterno e
aAd = (9cost sin®t) v(t) Av(t)
Poiché v(t) = (— cost, sint,0), v(t) = (sint, cost,0) e quindi
[v(#) AV =1

In conclusione,
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Esercizio 2. (4 punti) Sia o : I — R® una curva regolare parametrizzata
per arcolunghezza. Ricordiamo che 1'indicatrice delle tangent: di « € la curva
data dal versore tangente

t(s) = o/(s)

Sia ora o(t) = (acost, asint, bt) un’elica circolare retta. Dimostrare che
I'indicatrice delle tangenti di ¢ ¢ una circonferenza con centro sull’asse z e
calcolarne il raggio.

Soluzione. Osserviamo che 6(t) = (—asint,acost,b) e lanorma |o’'(t)| =
va? + b? & costante. Dunque

) 1
t(t) = o(t) = (—asint,acost,b)

el Va2 412

¢ la parametrizzazione (non per arcolunghezza) dell’indicatrice delle tangenti.
Poniamo, per comodita, ¢ = v/a? 4+ b?. Allora 'indicatrice delle tangenti

si scrive
a . a b
t(t) = | —— sint, — cost, -
c c c

da cul si vede immediatamente che:

b
1. t(t) e una curva piana, giacente sul piano orizzontale z = -
&

2

2. t(t) ¢ contenuta nel cilindro di equazione z? + y* = che ha asse

2’
l'asse z

3. dunque t(¢) ¢ una circonferenza con centro (0,0,b/c) e raggio a/c.



Esercizio 3. (10 punti) Sia data la curva (contenuta nel piano y = 0)
a(u) = (u, 0, logu)

1. Costruire una parametrizzazione locale (D, x) della superficie S gene-
rata dalla rotazione della curva « attorno all’asse z.

2. Trovare la curvatura Gaussiana e media in un punto qualsiasi di S.

3. Calcolare la curvatura normale nel punto P = (1,0,0) e nella direzione
del versore tangente alla curva y(t) = x(t, 1 — t2).

Soluzione.

1. La parametrizzazione standard della superficie di rotazione e

x(u,v) = (ucosv, usinv, logu)

e quindi possiamo scegliere come dominio D = (0,+00) x (0,27). In
questo modo non abbiamo la generatrice sul piano y = 0. La parame-

trizzazione e regolare per i risultati standard sulle superfici di rotazione,
in quanto la curva a non incontra ’asse di rotazione.

2. Calcoliamo: le derivate parziali sono:
. 1 :
X, = | coswv, sinv, — |, x, = (—usinv, ucosv, 0)
u

e il prodotto esterno ¢
Xy A X, = (—cosv, —sinv, u)

Calcoliamo ora la prima e la seconda forma fondamentale. La prima
forma e data da:

1 2+1
oE:xu-XU:1—|——2:u il
U

o '=x,-x,=0

o G =x, %X, =u’

e si ha
% AX,|°> = EG — F? =1+ u?



Le derivate seconde sono

1 ) .
Xuu = (0,0, 0 Xyp = (—sinwv, cosv, 0) Xy, = (—ucosv, —usinv, 0)

Il vettore normale é:

N X, N\ Xy 1 ( . )
= = —cosv, —sinwv, u
%, A%yl VEG — F2
1

= ———(—cosv, —sinv, u)

V1+ u?

e quindi la seconda forma e data da

1

_u\/1+u2
e f=N-x,,=0

e c=N-x,, =

u
V14 u?

Curvatura Gaussiana:

e g=N-x,, =

1
K eqg — f2 _(_1+u2> 1

CEG-F?2  1+u? | (1+u?)?

Curvatura media:

1+ u? U
H:1E9—2Ff+Ge:1u\/1+u2 V1 +u?
2 EG — 2 2 14+ u?

(1+u2—u2)
:1 uv1 + u?
2 14+ u?

1 1
2 w (1l +u2)3/2

3. La curva «(t) passa per il punto P per ¢t = 1. Il vettore tangente ¢

7' (1) = v (Dxu(P) +v'(1)x(P) = 1- xu(P) = 2 - x,(P)



Si ha x,(P) = (1,0,1) e x,(P) = (0,1,0) e quindi v'(1) = (1,-2,1)
1

e la sua norma & /6. Il versore ¢ percid u = NG 7'(1). La seconda
forma, nel punto P, ha matrice
! 0
Q= V2 |
0 —
V2
il vett h d't(1 2) lla base { }. Sih
e il vettore u ha coordinate | —, ——= ) nella base {x,,x,}. Si ha
V6 V6
percio
! 0
1|1 -2) [ 5 1 1 V2
bl = 0 =5 | 7V (_2) S
0 il 2V2
V2



Esercizio 4. (10 punti) Sia f : R? — R3 la funzione differenziabile
definita da
f(u,v) = (ucosv,usinv, v)

e siano
a=zdr —xdy, B =2ydx Ndz

due forme differenziali su R3.
1. calcolare da e df;
2. calcolare f*(a) e f*(B);
3. calcolare a A 3

4. determinare, se esiste, una forma 7 tale che dn = a A (.

Soluzione.

1.
doo = —dx Ndz — dx A dy, df = —2dz Ndy N dz

2. Calcoliamo i pullback dei differenziali
dx = cosvdu — usinv dv, dy = sinv du 4 u cos v dv, dz = dv
e quindi

f () = v(cosvdu — usinv dv) — ucosv(sinv du + u cos v dv)

= (veosv — ucosvsinv) du — (uvsinv + u? cos? v) dv
( )

1¥(8) = 2usinv(cosvdu — usinv dv) A dv

= 2usinwvcosv du A dv

aNp=2xydre N\dyNdz

4. a A & una 3-forma su R? e quindi ¢ chiusa. Per il lemma di Poincaré
¢ anche esatta e dunque 7 esiste (non unical).

Una possibile forma ¢ (integrando rispetto ad z)
m = x2ydy A dz
Altre risposte possibili sono (integrando rispetto a y oppure a z)

Ny = —xy? dx A dz, ns = 2xyzdx A dy



