CORSO DI STUDI IN MATEMATICA

GEOMETRIA 3
Prova scritta del 20 gennaio 2020
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Esercizio 1. (8 punti) Data la curva nello spazio
a(t) = (2" e™ t), teR
1. stabilire per quali valori di @ € R la curva e piana;

2. per ognuno dei valori trovati determinare il piano che contiene la curva;

7(s)

3. posto a = 2, determinare la funzione f(s) = )
s
Soluzione.
1. La curva e biregolare: infatti si ha
& = (2¢', ae™, 1)
= (2¢', a’e™, 0)
AN d = (—a%e™, 2¢t, 2a(a — 1)et1H)
= (2¢, a3e“t 0)

Al

NIE
o laf® .
la curva e piana se e solo se la torsione e nulla e basta annullare il
numeratore, e cioe il prodotto misto (& A é&) - &. Poiché

(G G)- & = —20% + 2a%et ) = 262(q — 1)ell+

e quindi la curvatura k(t) = e sempre diversa da 0. Dunque

si ottiene a = 0, 1.

2. T piani sono y = 1 per a = 0 (la componente y & costante) e x = 2y per
a=1.

3. Per a =2 si ha

|GAG| = 2e'V1 + 42 + dett,  |al| = V1 + 4e? + et (AAG) G = e

i T @8 @]
e quindi - = ———= e =
koo llanalr flandl




Esercizio 2. (4 punti) Sia o : I — R? una curva biregolare parametrizzata
per arcolunghezza. Supponiamo che

k(s)=T7(s), Vsel
Dimostrare che esiste un vettore costante non nullo v tale che
t(s) - v=D>b(s) v, Vsel
Dimostrare inoltre che t(s) - v ¢ costante.
Soluzione. Dalle formule di Frenet si ha
t'(s) = k(s)n(s) = 7(s)n(s) = =b'(s) Vsel

e cioe

t/(s) + b'(s) = (t(s) + b(s)) = 0

Dungque il vettore v = t(s) + b(s) ¢ costante. Calcolando i prodotti scalari
si ha:

t(s) - v=t(s)- (t(s) +b(s)) =1=Db(s) (t(s) + b(s))

ottenendo cosi la tesi.



Esercizio 3. (10 punti) Sia S C R3 la superficie descritta dalla parametriz-
zazione

x(u,v) = (u, v, log(uv)), (u,v) € D

dove D = {(u,v) € R* |u > 0,v > 0}.

1.
2.
3.

dimostrare che la parametrizzazione ¢ regolare
determinare la curvatura Gaussiana di S

calcolare la curvatura normale di S nel punto py = x(1,1) nella dire-
zione del versore tangente alla curva v(t) = x(1 + 2t,1 — ¢).

Soluzione.

1.

la superficie e il grafico di una funzione differenziabile e quindi la
parametrizzazione e regolare

Le derivate parziali sono:

1 1
Xu = (1707 _) y Xy = (07 17 _)
U v

e il prodotto esterno e

1 1
Xy NXpy = | ——,——, 1
uv

Calcoliamo ora la prima e la seconda forma fondamentale. La prima
forma e data da:

1
o =xy xy=1+—
u
1
o Fl=x, -X,=—
uv
1
e (=x, %=1+
v
e si ha
2,2 1 22 | 2 1 1
I Al = BG - F? = PE T gy
u?v u? v

Le derivate seconde sono

1 1
o= (00-5)  xe=000 %= (00-%)



Il vettore normale é:

Xy AXy 1 ( 1 11)
o rxl  VEG-FE\ o v

B uv < 1 1 1)
Vu2o? + u? + v? u v
1

= —v, —U, UV
\/u2v2 + U2 + 1)2 )
e quindi la seconda forma e data da
v
® = N . qu — —
uvu2v? + u? + 2
i f =N- Xuv = 0
U
[ ) —= N . va = —
g vVuto? +u? + 02
Curvatura Gaussiana:
1
K— eg — f? _ vt w4 u?v?
EG—F? u*v®+u®+0? (u?v? 4+ u? + v?)?
u2v?

3. La curva v(t) passa per il punto py =
tangente ¢ 7/(0) = 2x,(1,1) —x,(1,1)
e dunque [|7/(0)[| = V6.

La curvatura normale si calcola con la seconda forma fondamentale,
che nel punto pgy e

(1,1,0) per t = 0. Il vettore
2(1,0,1)=(0,1,1) = (2,-1,1)
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Esercizio 4. (10 punti) In R* con coordinate (x1,zs, 3, r4) definiamo la

forma
w = x3xsdry N dxg + xax4dry N\ drs + Tox3dry A dxy

e sia f : R3 — R* la funzione

u,v,t) = uv,uQ,UQ,t2
fu,v,t) = (

1. calcolare f*(w) e xf*(w);
2. calcolare d(f*(w)) e f*(w) A *f*(w);

3. calcolare dw e f*(dw).

Soluzione.
1.

fH(w) = v*2d(uv) A d(u?) + u*td(uv) A d(v?) + v d(uwv) A d(t?)
= 20U dv A du + 2u*t*v*du A dv + u?v? (udv + vdu) A 2tdt
= 2u*v*t(vdu A dt + udv A dt)

In R? con coordinate (u,v,t) si ha

xdu A\ dt = —dv
*dv A\ dt = du

e quindi
*f*(w) = 2u*v*t(—vdv + udu)

d(f*(w)) = d(2u*v®t) A du A dt + d(2uv*t) A dv A dt
= 6u’v*t dv A du A dt + 6uv*tdu A dv A dt
=0

(W) Axf*(w) = duv® du A dt A do + 4uv™t? dv A dt A du
= (—4u*v®? + 4ubo*t?) du A dv A dt



dw = d(z3x4) N dxy A dxg + d(za24) A dxy A dxs + d(z9z3) A doy A dzy
= x3dry Ndry AN dre + x4 dxs A dxy A dxy
+ xodxy Ndxy A drs+ x4drs A\ dry N dxs
+ xodrs Ndry Ndry + x3dag A\ dxy N dxy
=0

poiché i 6 termini si cancellano a due a due. Di conseguenza
fH(dw) =0

Quest’ultimo risultato era gia calcolato in precedenza, in quanto in
generale f*(dw) = d(f*(w))



