CORSO DI STUDI IN MATEMATICA

GEOMETRIA 3
Prova scritta dell’8 settembre 2021

COGNOME ..........ooviiiint NOME ......coiiiiiiiiiinn.n.

Esercizio 1. (10 punti) Sia o : R — R? la curva data dalla parametrizzazione
o(t) = (cost,2sint,t)
dove a € R € un parametro.

1. Dimostrare che la curva o ¢ biregolare.
2. Determinare curvatura e torsione della curva o

3. Trovare I'equazione di (almeno) una superficie che contiene la curva o.

Soluzione. Calcoliamo subito le derivate:

o = (—sint,2cost, 1)
& = (—cost,—2sint,0)
o = (sint, —2cost,0)
o NG = (2sint, —cost,?2)
NG
1. Studiamo quando la curva e biregolare: la curvatura & k(t) = —H] - H(ng
o

e quindi
k(t) 20 < 6 ANG #0

L’ultima componente e costante e non si annulla mai. Quindi o &
sempre biregolare.

2. Usiamo le formule per parametro qualunque:

K(t) = loAGll _ V8 — 3cos?t
[of|? (2—|—3(30$215)3/2

T(t):(m&)-&': 2

llo A G| 8 — 3cos?t




3. Si vede subito che o ¢ un’elica che si avvolge sopra un’ellisse. Una
superficie possibile e quindi il cilindro di base 1’ellisse che ha equazione

4o +y* =4

Poiché I'asse del cilindro e parallelo all’asse z, quella scritta sopra e
I'equazione sia dell’ellisse (nel piano z = 0) che del cilindro nello spazio.



Esercizio 2. (12 punti) Sia data la curva (contenuta nel piano y = 0)
a(u) = (u, 0, sinu), u>0

1. Costruire una parametrizzazione locale (D, x) della superficie S ge-
nerata dalla rotazione della curva « attorno all’asse z (usare v come
parametro della rotazione!).

2. Trovare la curvatura Gaussiana di S e determinare i punti in cui e
positiva e i punti in cui & negativa.

3. Fissare (a piacere) un punto P € S in cui la curvatura Gaussiana
e nulla. Determinare la natura del punto P: parabolico, planare,
ombelicale?

Soluzione.
1. La parametrizzazione standard della superficie di rotazione e
x(u,v) = (ucosv, usinv, sinu)

e quindi possiamo scegliere come dominio D = (0,+00) x (0,27). In
questo modo non abbiamo la generatrice sul piano y = 0. La parame-
trizzazione ¢ regolare per i risultati standard sulle superfici di rotazione,
in quanto la curva a non incontra l'asse di rotazione.

2. Calcoliamo: le derivate parziali sono:
x, = (cosv, sinv, cosu), x, = (—usinv, ucosv, 0)
e il prodotto esterno e
X, A X, = (—ucosucosv, —ucosusinv, u)

Calcoliamo ora la prima e la seconda forma fondamentale. La prima
forma e data da:

e =%, -%X,=14cos’u
e FF=x,-%x,=0

o G =x, %X, =1’



e si ha
%y AX,||* = EG — F? = u*(1 + cos® u)

Le derivate seconde sono

Xy = (0,0, —sinu) Xyp = (—sinwv, cosv, 0) Xy = (—ucosv, —usinv, 0)

Il vettore normale é:

N X N\ Xy 1 ( . )
= = —U COS U COSV, —UCOSUSINY, u
|xu AXo||  VEG — F?2
1

= (—ucosucosv, —ucosusinv, u)
u?(1 + cos? u)

e quindi la seconda forma ¢ data da

U SIN U

u?(1 + cos? u)

e e=N-x,, =—

.f:N'XUUZO

U2 CcCOosu

u?(1 + cos?u)

[ ] g:N-va:

Curvatura Gaussiana:

I eg—f* sin u cos u
 EG—-F? | wu(l+ cos?u)?

I1 denominatore & sempre positivo (ricordiamo che abbiamo preso u >
0) e quindi si ha subito

e K >0 <= sinucosu < 0 e cioe u nel secondo o quarto
quadrante

e K <0 <= sinucosu > 0 e cioe u nel primo o terzo quadrante

. Un punto in cui K = 0 deve avere sinu = 0 oppure cos u = 0. Scegliamo
P =x(m,m) = (—m,0,0) (il valore di v non influenza il calcolo, perché
la superficie & di rotazione). In questo punto si ha

0 O

2 0
IP:{O 72}’ Hp = 0 il



e quindi
0 0
—dNp=1," - 1Ip = 1

0 ———
T2

In questo punto P il differenziale della mappa di Gauss ha determinante
nullo, ma non e la mappa nulla quindi:

P e parabolico, non planare, non ombelicale




Esercizio 3. (10 punti) Consideriamo R* con le coordinate (1, z9, 3, 74) €
sia w la forma differenziale definita da

w = T3x4dxy N dxy + 1179 drs A dxy
1. Calcolare le forme dw, *w, *(dw), d(*w) e w A w.

2. Considerare la forma
n:Zl'i.fjdl'i/\dﬁCj, 1<i<yj<4
i<j

e calcolare n A ).

3. Piu in generale, considerare una 2-forma generica
i<j
dove i coefficienti a;; sono funzioni, e trovare una condizione necessaria
e sufficiente affinché ¢ A1) # 0.

Soluzione.
1.
dw = (r4drs + r3dry) A dry A drs + (xe dxy + 21 dxs) A deg A day
%W = X1Xa dx1 A dre + 324 dxs A dxy
*(dw) = —x1 dry + 29 drg — x3dxs + T4 d2y
d(xw) =0

WA W= 221222374 dxy A\ dze A dxs N dxy

N AN =2x1xx304dry N\ dro N\ drs A dry

3. Nel prodotto wedge i termini che non si cancellano sono quelli in cui
compaiono tutti e quattro gli indici non ripetuti e quindi si ha

YA Y = 2a19a34 dxy N\ dxg N drg A day
+ 2a13a94 dx1 N dxs A dxg A dxy
+ 2a14a93 dx1 N dxg N dxy A dxs
= 2(a12a34 — a13a24 + a14a93) dxy A\ dxg A das N dy

La condizione e quindi

YAY #0 <= a12a31 — 13024 + Q14093 7 0



