CORSO DI STUDI IN MATEMATICA

GEOMETRIA 3
Prova scritta del 17 gennaio 2022
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Esercizio 1. (10 punti) Sia o : R — R? la curva data dalla parametrizzazione
o(t) = (sint, cost, t?)
1. Dimostrare che la curva o e biregolare.

2. Determinare curvatura e torsione della curva o.

3. Trovare (se esistono) il massimo e il minimo assoluto della torsione.

Soluzione. Calcoliamo subito le derivate:

o = (cost, —sint, 2t)
& = (—sint, —cost,2)
o = (—cost,sint,0)
0 NG = (—2sint+ 2tcost, —2cost — 2tsint, —1)
A G
1. Studiamo quando la curva e biregolare: la curvatura & k(t) = %
o

e quindi

k(t) #£0 < 6 A5 #£0

L’ultima componente e costante e non si annulla mai. Quindi o &
sempre biregolare.

2. Usiamo le formule per parametro qualunque:

Cens | VErae

k(t) = . =
D=6 =z

" (GAG)- & 2t
T(t) = =|—
EXX 5+ 42




3. Studiamo la funzione 7(¢). Ilimiti a +00 e —oo sono entrambi nulli. La
funzione prende sia valori positivi (quando ¢ < 0) che negativi (quando
t > 0) e quindi ammette sia massimo che minimo assoluto. Calcolando
la derivata si ottiene )
4t — 5
() =2
(4t% 4 5)2
da cui si vede che i punti di massimo e minimo sono rispettivamente

)
t= — 5 (massimo), t= g (minimo)

Esercizio 2. (12 punti) Sia f : I — R una funzione differenziabile, dove I ¢
un intervallo aperto in R. Sia x : U — R? la funzione

x(u,v) = (u, v+ f(u), v — f(u))
definita sull’aperto U = I x I di R2.

1. Provare che x(U) ¢ una superficie regolare di R? e calcolarne il versore
normale in ogni punto (in particolare, mostrare che x ¢ iniettiva).

2. Calcolare I'espressione della prima e della seconda forma fondamentale
di x in ogni punto.

3. Calcolare la curvatura di Gauss e la curvatura media in ogni punto.

Soluzione.

1. Basta dimostrare che x(u,v) & una parametrizzazione regolare. E
chiaramente differenziabile. Scrivendo il sistema

r=u, y=v+ f(u), z=v— f(u)

si vede subito che si puo calcolare la funzione inversa

Yy+z
Vv =

U=z, 5

e quindi la funzione x ¢ iniettiva e l'inversa ¢ anche continua. Calco-
lando il differenziale si ha:

x, = (1, f'(u), — f'(u)), x, = (0,1,1)



e il prodotto esterno ¢
Xy A Xy = (2f'(u),—1,1)
che ¢ sempre non nullo e dunque dx ha rango 2 in ogni punto.

Il vettore normale e:

X, \X 1
N: s v = 2 /u,_]_,].
||Xu/\xv|| /—EG_ Fz( f( ) )

- L opw), 1)
IR V00 A

. Calcoliamo ora la prima e la seconda forma fondamentale. La prima
forma e data da:

e F=x, x,=1+2(f"(u))?

e F=x,-%x,=0

o G=x,"X,=2

e si ha
%y AXy|]? = EG — F? =2 + 4(f'(u))?

Le derivate seconde sono
Xuu = (07 f”(u)v _f”(u)) Xuy = (0’ 0, 0) Xy = (07 0, 0)

Abbiamo gia calcolato il vettore normale e quindi la seconda forma e
data da

e e=N-x,,=—-2 f(w)
2 +4(f"(u))?
e f=N-x,,=0
¢ g= N- Xov = 0
. Curvatura Gaussiana:
_eg—f
K= EG—F? 0
Curvatura media:
B f"(u)
H_lEg—ZF]H—Ge_l 24+ 4(f"(u))?
2 EG-F2 2 2+44(f(u))?
f"(u)

(1+2(f"(u)*)v/2 + 4(f'(w))?




Esercizio 3. (10 punti) In R? consideriamo la 1-forma differenziale
w = (2% — y*)dw + zzdy + y*2dz,
e sia f : R? — R? la funzione differenziabile data da
flu,v) = (u? uv,v?)
1. calcolare *w A w;

2. calcolare dw A w;

3. calcolare f*(xw) e xf*(w)

Soluzione. Usando I'ordinamento delle variabili (z,y, z) si ha

xdr = dy N dz, xdy = —dx N dz, xdz = dx N\ dy

e quindi
xw = (22 — y?)dy A dz — xzdr A dz + yPzdo A dy
1.
swAw= ((2° = y*)* + (x2)* + (y°2)*) de Ady A dz
2.
dw = 2y + z)dx Ndy + (2yz — x) dy N\ dz
e quindi

dwAw=(2y+2)y°2+ (2* —y*)(2yz — 2)) dz Ady A dz

3. Calcoliamo il pullback dei differenziali:

f*(dx) = 2u du, f(dy) = vdu+udv, f(dz) =2vdv

Si ha:
ff(xw) = [2(u4 — w0?)v? — 4P + 2u4v4} du N\ dv
f(w) = {Qu(u4 — u*v?) + uzv?’] du + [u3v2 + 2u21)5:| dv
e quindi
*f*(w) = {2u(u4 —u?v?) + u2v3} dv — {US'UQ + 2u2v5] du
perché

xdu = dv, *dv = —du



