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Esercizio 1. (10 punti) Sia σ : R→ R3 la curva data dalla parametrizzazione

σ(t) = (2
√

2 t− sin t, 2
√

2 sin t+ t, 3 cos t)

1. Dimostrare che la curva σ è biregolare.

2. Determinare curvatura e torsione della curva σ.

3. Dimostrare che la curva è un’elica circolare.

Soluzione. Calcoliamo subito le derivate:

σ̇ = (2
√

2− cos t, 2
√

2 cos t+ 1, −3 sin t)

σ̈ = (sin t,−2
√

2 sin t, −3 cos t)
...
σ = (cos t, −2

√
2 cos t, 3 sin t)

σ̇ ∧ σ̈ = (−3 cos t− 6
√

2, −3 + 6
√

2 cos t, −9 sin t)

1. Studiamo quando la curva è biregolare: la curvatura è k(t) =
‖σ̇ ∧ σ̈‖
‖σ̇‖3

e quindi
k(t) 6= 0 ⇐⇒ σ̇ ∧ σ̈ 6= 0

Calcolando la norma si ha ‖σ̇ ∧ σ̈‖2 = 162 che è sempre non nulla.

2. Usiamo le formule per parametro qualunque:

k(t) =
‖σ̇ ∧ σ̈‖
‖σ̇‖3

=

√
162

183/2
=

1

6

τ(t) =
(σ̇ ∧ σ̈) · ...

σ

‖σ̇ ∧ σ̈‖2
= − 27

162
= −1

6

3. Curvatura e torsione sono costanti e quindi la curva è un’elica circolare
per il teorema fondamentale delle curve.



Esercizio 2. (12 punti) Siano a, b ∈ R due numeri reali e consideriamo la
superficie:

Sa,b = {(x, y, z) ∈ R3 | z = ax2 + by2}

1. Determinare una parametrizzazione regolare per la superficie Sa,b.

2. Calcolare la curvatura di Gauss in ogni punto.

3. Posto a = 1, b = 2 determinare le curvature principali della superficie
nel punto P = (0, 0, 0).

Soluzione.

1. La superficie è data come il grafico di una funzione e quindi si può usare
la parametrizzazione

x(u, v) = (u, v, au2 + bv2)

che è sempre regolare.

2. Calcoliamo il differenziale:

xu = (1, 0, 2au), xv = (0, 1, 2bv)

e il prodotto esterno è

xu ∧ xv = (−2au,−2bv, 1)

Il vettore normale è:

N =
xu ∧ xv

‖xu ∧ xv‖
=

1√
EG− F 2

(−2au,−2bv, 1)

=
1√

1 + 4a2u2 + 4b2v2
(−2au,−2bv, 1)

Calcoliamo ora la prima e la seconda forma fondamentale. La prima
forma è data da:

� E = xu · xu = 1 + 4a2u2

� F = xu · xv = 4abuv

� G = xv · xv = 1 + 4b2v2



e si ha
‖xu ∧ xv‖2 = EG− F 2 = 1 + 4a2u2 + 4b2v2

Le derivate seconde sono

xuu = (0, 0, 2a) xuv = (0, 0, 0) xvv = (0, 0, 2b)

Abbiamo già calcolato il vettore normale e quindi la seconda forma è
data da

� e = N · xuu = 2
a√

1 + 4a2u2 + 4b2v2

� f = N · xuv = 0

� g = N · xvv = 2
b√

1 + 4a2u2 + 4b2v2

e la curvatura Gaussiana è:

K =
eg − f 2

EG− F 2
=

4ab

(1 + 4a2u2 + 4b2v2)2

3. Le curvature principali sono gli autovalori di −dN e sappiamo che nella
base {xu,xv} si può scrivere

−dNp = I−1
p · IIp

Poniamo dunque a = 1, b = 2 e (u, v) = (0, 0) per avere la prima e la
seconda forma fondamentale nel punto che ci interessa. Si ha

Ip =

[
1 0
0 1

]
, IIp =

[
2 0
0 4

]
e dunque

−dNp =

[
2 0
0 4

]
che è già in forma diagonale e gli autovalori sono 2 e 4.



Esercizio 3. (10 punti) Sia ω la 3-forma differenziale su R4 definita da

ω =
4∑

i=1

xi dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dx4

1. calcolare ∗ω e ∗∗ω;

2. calcolare dω, ω ∧ ∗ω, d(∗ω);

3. determinare, se esiste, una 2-forma η tale che dη = ω.

Soluzione.

1. Per prima cosa calcoliamo l’operatore ∗. Si ha:

∗(dx2 ∧ dx3 ∧ dx4) = −dx1
∗(dx1 ∧ dx3 ∧ dx4) = dx2

∗(dx1 ∧ dx2 ∧ dx4) = −dx3
∗(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3) = dx4

e quindi si ha:

∗ω = −x1 dx1 + x2 dx2 − x3 dx3 + x4 dx4

Per calcolare ∗∗ω si possono calcolare i termini ∗dxi oppure si può
ricordare la formula (Esercizio 6.5.5 delle dispense) per una k forma in
Rn

∗∗ω = (−1)k(n−k)ω

e dunque in questo caso (k = 3, n = 4) si ha

∗∗ω = −ω

2.
dω = 0

ω ∧ ∗ω = (x21 + x22 + x23 + x24) dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4

d(∗ω) = 0

3. La forma ω è chiusa e R4 è contraibile. Dal Lemma di Poincaré si
ottiene che ω è esatta e perciò la forma η esiste. Per determinarla,
basta integrare e si ottiene

η = x3x4 dx1 ∧ dx2 + x1x2 dx3 ∧ dx4


