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Capitolo 1

Geometria Proiettiva

1.1 Richiami sugli spazi affini

Definizione 1. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita su un campo K (R o C). Uno spazio affine
su V' (con spazio vettoriale associato V') & un insieme A(V') non vuoto di punti (elementi) tale che sia data
un’applicazione:

AV) x AV) — V,

(P.Q) — PG

(che alla coppia di punti (P, Q) associa il vettore di V' con punto iniziale P e punto finale Q) tale che siano
soddisfatti i seguenti assiomi.:

P v Q
7 ¢ ¢ VP e A(V), Vv € V esiste un unico punto
v Q € A(V) tale che 1@ =v.
R
3. VP,Q,R € A(V) (terna di punti di A(V'))
2.
2 4 7+ i = T

Esempio. Esempi standard sono il piano ordinario Sy = A(R?) e lo spazio ordinario S3 = A(R?).

1



2 CAPITOLO 1. GEOMETRIA PROIETTIVA

Utilizzando una base dello spazio vettoriale V' e fissando un punto dello spazio affine A(V') & possibile
introdurre un sistema di coordinate affini sullo spazio affine A(V') associato a V. Si ha infatti la seguente
definizione.

Definizione 2. Siano V uno spazio vettoriale di dimensione n su un campo K (R o C) e A(V) uno spa-
zio affine su V' con spazio vettoriale associato V. Un sistema di coordinate affini (o riferimento affine)
R = (O,eq,eq,...,e,) sullo spazio A(V') e assegnato fissando un punto O € A(V) ed una base B =
(e1,eq,...,e,) di A(V).

Per ogni punto P € A(V'), per il primo assioma 1. della Deﬁnizione si ha

(ﬁleel + x9€2 + ...+ Tp€y,

con x1,%a,...,&, € K. Lan-upla (z1,22,...,2,) rappresenta le coordinate affini del punto P € A(V)
rispetto al riferimento affine R = (O, eq,eo,...,e,), ovvero (x1,xs,...,x,) sono le componenti del vettore
ﬁ rispetto alla base B dello spazio vettoriale V. Si indica brevemente: P = (z1,%2,...,Zn).

Il punto O & detto I’origine del riferimento affine R ed ha coordinate (0,0, ...,0). Data la coppia di punti
A= (al,ag,...,an), B = (bl,bg,...,bn), si ha

1@ = (bl — al)el + (b2 — a2)92 + ...+ (bn — an)en,

_)
poiché 1@ = (Yg — 0A. Questo giustifica la notazione spesso usata di B — A per indicare il vettore E .

Osservazione. Un riferimento cartesiano R = (O, x,y) nel piano (risp. R = (O, z,y, z) nel piano ( risp.
spazio) ¢ ovviamente un riferimento affine ed ha la particolarita di avere come base associata una base ortonormale
rispetto al prodotto scalare standard di R? (risp. R?).

Dato un sottospazio vettoriale W dello spazio vettoriale V' ed un punto @ € A(V) si pud introdurre il
concetto di sottospazio affine passante per () e parallelo a W nel modo seguente.

Definizione 3. Siano V' uno spazio vettoriale su un campo K (R o C) e A(V) uno spazio affine su V con
spazio vettoriale associato V. Dati un punto Q € A(V') ed un sottospazio vettoriale VW di V, il sottospazio
affine passante per Q) e parallelo a VV e 'insieme

S={PecAV)|QPecW.
La dimensione di VV ¢ la dimensione del sottospazio affine S e VW prende il nome di giacitura di S.

Esempio. Un sottospazio affine r di dimensione 1 prende il nome di retta affine ed ¢ individuato assegnando
un punto ) € r ed un qualsiasi vettore v parallelo alla retta r, ovvero

r={PeA\V)|QP e L()}.

Un sottospazio affine 7 di dimensione 2 prende il nome di piano affine ed ¢ individuato assegnando un punto
@ € r ed una coppia di vettori linearmente indipendenti (u,v) paralleli al piano 7, ovvero

r={PcAWV)|QP e L(u,v)}.

Esercizio 1. Verificare che nel piano ordinario A(R?) = Sy rispetto ad un riferimento affine R = (O, ey, es)
con coordinate affini (x,y) una retta affine ha equazione

ar +by+c=0 (cona®+b*#0)

e che I'equazione ax + by = 0 rappresenta invece la retta vettoriale, giacitura della precedente retta affine.
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Esercizio 2. Verificare che nello spazio ordinario A(R®) = Ss rispetto ad un riferimento affine R = (O, e, ez, e3)
con coordinate affini (x,y, z) un piano affine ha equazione

ax +by+cz+d=0 (cona®+0b>+c*+#0)

e che l'equazione ax + by + cz = 0 rappresenta invece il piano vettoriale, giacitura del precedente piano affine.
Inoltre, poiché una retta vettoriale di R? si rappresenta come intersezione di due piani vettoriali (perché?) si ha
che una retta affine in A(R3) si rappresenta rispetto ad un riferimento affine R = (O, ey, es, e3) con coordinate
affini (z,y, z) mediante le equazioni

a1+ b1y +c1z+dy =0,
asx + boy + coz +do =0,
con
ap by c
rank< G > =2
as b2 Co
Osservazione. Si osservi che, in un piano (affine), non sempre due rette (affini) » e s sono incidenti, ovvero
non sempre 7 N s # ). Infatti, se 7 e s sono parallele, cio¢ se hanno la stessa giacitura, allora r € s non sono

incidenti. L’idea della geometria proiettiva ¢ quella di estendere il piano (affine) ad un “piano proiettivo” in modo
da avere che due rette di un piano siano sempre incidenti!

1.2 Definizione di spazio proiettivo

La geometria proiettiva ha le sue origini nelle regole del-
la prospettiva usate dagli artisti del Rinascimento e ba-
sate sull’idea dei “punti di fuga”, verso cui concorrono
i contorni degli oggetti cosi come essi appaiono da un
punto di osservazione.

Gli spazi proiettivi nascono dall’esigenza di una geometria in cui venga eliminata la nozione di parallelismo.
La geometria proiettiva ¢ in pratica la “realizzazione geometrica” dell’algebra lineare.

Definizione 4. Sia K un campo qualsiasi: R,C,Q, ..., un campo finito ¥ e sia V uno spazio vettoriale su K
di dimensione finita (dimg V =n + 1).
Lo spazio proiettivo associato P(V') associato a V' e linsieme delle rette vettoriali (o sottospazi vettoriali
di dimensione 1)di 'V :
P(V)={L(v)|v#oeV}.
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Un punto dello spazio proiettivo P(V') associato a V verra indicato con [v], dove v # o & un vettore qualsiasi
parallelo alla retta vettoriale.

Se K = R, P(V)eé detto spazio proiettivo reale. Se K = C, P(V') prende il nome di spazio proiettivo
complesso.

Si osservi infatti che ogni vettore v # o € V' genera la retta vettoriale
Lv)={v|XeK}

e viceversa ogni retta vettoriale & generata da un vettore v # o € V. Inoltre i vettori v, 2v, —v, ecc. generano
tutti la stessa retta vettoriale e quindi rappresentano lo stesso punto di P(V)!

Un punto dello spazio proiettivo P(V') associato a V' verra indicato con [v], dove v # o & un vettore
qualsiasi parallelo alla retta vettoriale.

Definizione 5. La dimensione dello spazio proiettivo P(V') associato a V' @
dimP(V) =dimV — 1 =n.

Uno spazio proiettivo di dimensione 1 prende il nome di retta proiettiva. Uno spazio proiettivo di dimensione 2
¢ detto piano proiettivo.

Osservazione. Se dimV = 0, cioe se V = {o}, si ha che P(V) = ) e per convenzione si considera () come
spazio proiettivo di dimensione —1.

Se dimV = 1, si ha che P(V) = {V}, ovvero che P(V) & formato da un solo punto (V stesso) e
dimP(V) =0.
Esempio. P(K"*1), che indicheremo anche con P"(K), & I’insieme delle rette vettoriali in K"*! ed & detto
spazio proiettivo su K. Analogamente indicheremo P(R""?) (risp. P(C"*1)) con P"*(R) (risp. P"(C)).

Osservazione. Lo spazio proiettivo P(V') associato a V' pud essere anche visto come insieme quoziente V' —
{0}/ ~, ovvero come insieme delle classi di equivalenza dell’insieme V — {o} rispetto alla relazione di
equivalenza

v~w<— e K- {0} taleche w=¢tv.

Infatti, si puo definire una biezione
P(V)«—V —{o}/ ~,
L(v)+— [v]={tv |t e K—{0}},

dove con [v] si indica la classe di equivalenza con rappresentante il vettore v.

Pertanto, riassumendo, due vettori v e w non nulli di V' rappresentano lo stesso punto di P(V') se e solo se
L(v) = L(w) o equivalentemente se e solo se esiste t € K — {0} tale che w = ¢v.

Esercizio 3. Verificare che la precedente relazione ~ sull’insieme V — {0} & una relazione di equivalenza,
ovvero che ~ soddisfa le proprieta riflessiva, simmetrica e transitiva.

1.3 Riferimento proiettivo: punti fondamentali e punto unita

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n + 1 sul campo K e sia B = (eg, e1,...,e,) unabasedi V.



1.3. RIFERIMENTO PROIETTIVO: PUNTI FONDAMENTALI E PUNTO UNITA 5
Ricordiamo che ogni vettore v € V si scrive in modo unico come combinazione lineare dei vettori della base
B, ovvero:
n
VvV = Z x;ej,
§=0

con z; € K. Pil brevemente si indica il vettore v con la notazione v = (x¢, 1, . . .
sono le componenti di v rispetto alla base 5.

, &), dove (o, T1,. .., %)

Se v # 0 € V e consideriamo il corrispondente punto P = [v] € P(V'), possiamo scrivere
P=v]=[(zo,x1,...,¢n)] = [xo: X1 :...: Ty

e [xo : 1 : ... : zp,] sono dette coordinate proiettive omogenee del punto P = [v] € P(V) rispetto al
riferimento (e, ey, ..., e, ), cioé sono le componenti di un qualunque rappresentante omogeneo di P.

Scriveremo quindi brevemente P = [xg : 1 : ... : x,] per indicare P = [v] con v = xzpeg + x1€1 + ... +
Tn€n .

Osservazione. 1. Gli z;,5 =0,1,...,2, non possono essere tutti contemporaneamente uguali a zero, cioe
uno almeno degli z; & diverso da zero, in quanto ogni punto dello spazio proiettivo (V') & rappresentato
da un vettore non nullo di V.

2. Siha
[(ﬁ()Z(ElZ...Z(En]:[21'()22$1Z...Z2.’En]:[—$()i—$1Z...Z—l’nL...

cio¢ pil in generale per ogni A # 0 € K si ha
[To: a1 .. ixp] =[Awo: Amy 1. Ay
Quindi le coordinate omogenee sono definite a meno di un fattore di proporzionalita non nullo.
3. Seinvece della base B = (eg, e1,...,e,) siconsidera una base proporzionale, ovvero la base
C = (ueo, peq, - .., uey,),
con p # 0 € K, allora si hanno, per ogni v # 0 € V, le decomposizioni

vV =o€y +T1€1 + ...+ Tpen,
uv =zo(peg) + x1(per) + ... + xn(pen,).

Pertanto il punto P = [v] = [puv] € P(V) ha le stesse coordinate omogenee rispetto ai riferimenti
(60761,"' aen) € (/’1’607/’6617"' a,U/en)'
4. Cambiando la base B = (eg,ey1,...,e,) di V ad esempio nella base C = (2eq, e1,...,e,) cambiano

invece le coordinate omogenee. Infatti rispetto alla base B si ha
vV =2xp€o +T1€1 + ... + TpXy,

mentre rispetto alla base C

vV = ?0(280) +x1€1 + ...+ TpXy,
epertanto P = [v] = [£ : z ] rispetto al riferimento (2eq,e1,...,e,).
In generale considerando il r1fer1ment0 (0€0, 41€1, - - - 5 hn€n), con p; # 0 perogni ¢ = 0,1,...,n si

avrebbe
Zo X1 Tn

P = :
Ho M1 o



6 CAPITOLO 1. GEOMETRIA PROIETTIVA

Per la precedente osservazione per definire bene le coordinate proiettive omogenee su P(V') non € quindi suf-
ficiente assegnare gli n+1 punti di P(V') che hanno come rappresentanti i vettori dela base B = (eg, e1,...,€;,)
di V:

Foz[eo], F12[81}7..., Fn:[en}

in quanto c’¢ un fattore di indeterminazione. Per ovviare a questo problema si deve anche considerare il punto
U=legte +...e,].

Osservazione. Si osservi che, data una base B = (eg,ei,...,e,) di V, comunque si scelgano n + 1 punti
nell’insieme:
{Fo=1leo), Fi=le1], ..., Fo=l[en), U=leo+er+...en},

questi n + 1 punti di P(V) hanno la proprieta di essere rappresentanti da vettori linearmente indipendenti.
Vedremo nel Paragrafo che un riferimento proiettivo in uno spazio proiettivo di dimensione n ¢ quindi asse-
gnato se sono dati n + 2 punti tali che ogni (n + 1)-upla di punti abbia come rappresentanti vettori linearmente
indipendenti.

Definizione 6. Data una base B = (eg,e1,...,e,) di V, i punti
FO:[eOL Fl:[el]v ) Fn:[eﬂ]a
sono detti rispettivamente i punti fondamentali del riferimento (eg,e1,...,e,) di P(V).
Il punto U = [eg + €1 + ... e,] ¢ detto punto unita del riferimento (eg,e1,...,e,).
Si osservi che i punti fondamentali e unita del riferimento (eg,e1,...,e,) hanno, rispetto al riferimento
(e, €1, ...,e,), coordinate omogenee:
Fo=[1:0:...:0,F,=[0:1:0:...:0],..., F,=[0:0:...:1],
U=[1:1:...:1].

Esempio. Nello spazio proiettivo reale P"(R) = P(R"*!) (o pit in generale nello spazio proiettivo P"(K)) il
riferimento determinato dalla base canonica di R+ :

eo = (1,0,...,0), e =(0,1,0,...,0),...,e, = (0,0,...,0,1)

si dice riferimento proiettivo standard. Le coordinate proiettive omogenee associate sono dette coordinate
proiettive standard.

Osservazione. Sia P(V') lo spazio proiettivo di dimensione n associato ad uno spazio vettoriale V' di dimensione

n+1 sul campo K. Siano inoltre [z : @7 : ... : 2,] le coordinate omogenee su P(V') rispetto ad un riferimento
(eg,e1,...,ey,). Siconsideri il sottoinsieme di P(V)
Uy={P=[xo:21:...:2,) €P(V) | zg # 0}.

Uy & un sottoinsieme ben definito di P(V') poiché, se A # 0 € K, si ha che
xo 7é 0 < Axg 75 0

e quindi Uy € indipendente dalla scelta delle coordinate omogenee [z : #1 : ... : Z,]. In Uy si ha pertanto:
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Ogni punto P € Uy puo essere rappresentato dal vettore (1, %, ceey %) e quindi si puo identificare Uy con
K™.

I punti che abbiamo tolto da P(V') sono i punti [zg : 1 : ... : x,] tali che zp = 0 e sono quindi rette
vettoriali nello spazio vettoriale L(eq,...,e,), cio¢ i punti dello spazio proiettivo associato allo spazio vettoriale
Ler,...,e,).

Nel caso di V = R"*! si ottiene quindi
P*(R) = R" UP" }(R).

Se n =1 si ha in particolare per la retta proiettiva reale
P!(R) = R U {punto},

in quanto lo spazio proiettivo associato ad uno spazio
vettoriale di dimensione 1 & formato da un punto. In
questo caso

P'(R)

[1’0:1’1]€U()|—>E€R
Zo

ed il punto [0 : 1] si pud identicare con il punto
all’infinito co di R. Pertanto si puo anche scrivere:

PY(R) = RU {00}
e si ottiene “intuitivamente” una circonferenza S?.

Esempio. (Retta proiettiva complessa) Nel caso di V' = C? si ottiene per la retta proiettiva complessa
P!(C) = C U {punto}.
In questo caso

x
[xole]erb—>—1€(C
Ty

ed il punto [0 : 1] si puo identicare con il punto all’infinito oo di C. Pertanto si pud anche scrivere:

P'(C) = CU {oo}.
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1.4 Modelli ed esempi

1.4.1 Modello della retta proiettiva reale come estensione di una retta affine

Se si pensa come modello del piano vettoriale reale R? il
piano (affine) in cui si sia fissato un punto O, un modello
di retta proiettiva reale ¢ dato dalle rette (affini) passanti
per O (identificate con le rette vettoriali di R?). Infat-
ti, ogni retta del fascio ¢ un punto della retta proiettiva
PL(R) = P(R?), cio¢

P!(R) = {rette (affini) passanti per O}.
Se si considera la base canonica B = (ep,e;) di R?
ed il riferimento affine R = (O, e, e1) sul piano affine \
A(R?), con coordinate affini (z = z9,y = 71) la retta

proiettiva reale si puo anche scrivere come la seguente :
unione: i
1

PY(R) = {rette peripuntiO = (0,0)e(1,)) | A € R} U {asse verticale}, cio
PYR) = {rettex; = Azg | X € R} U {rettaxzg = 0},

dove A ¢ il coefficiente angolare della retta 1 = Axg.
Osservazione. Siosservi che la retta verticale x¢ = 0 corrisponde a considerare laretta x1 = Axg con A = Foc0.

Si stabilisce quindi una corrispondenza biunivoca tra i punti [z : x1] € P}(R) e le rette per I’origine
O = (0, 0) nel piano affine A(R?):

1. al punto Hy = [0 : 1] € P}(R) (detto anche punto improprio o punto all’infinito di P! (R)) corrisponde
la retta affine zo = 0;

2. alpunto P = [l : m] € P*(R) — {Hy} corrisponde la retta affine di equazioni parametriche

{ xo = I\,
x1 =mA, MNeER,
ovvero (I,m) & la direzione della retta affine corrispondente.
Sia r la retta affine di equazione xy = 1. Per ogni punto
[zo : 21] € PY(R) — {Hy},

la retta affine corrispondente di A(R?) non & parallela alla retta r ed interseca la retta 7 in un unico punto di
coordinate affini
(1,25  21).

Viceversa, ogni punto (1,¢) € r appartiene ad un’unica retta affine per 1’origine O, quella corrispondente al
punto [1 :¢] € PL(R) — {Hy}. Si ha quindi una corrispondenza biunivoca:
LA ]P)l (R) - {Ho},
(1,t) « [1:t
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e di conseguenza una biezione
rU{Hy} < PY(R).

Si osservi quindi che Hj & pensato quindi come il “punto all’infinito”’che viene aggiunto alla retta affine r per
ottenere la retta proiettiva P! (R).

Identificando 7 con la retta affine .A'(R) si ottiene 1’applicazione
A'(R) — PYR) — {Ho},t +— [1: 1],
che prende il nome di passaggio a coordinate proiettive omogenee rispetto a . Viceversa 1 applicazione
PH(R) — {Ho} — A*(R),

[zo : 21] — [1 : ﬂ}

Zo

prende il nome di passaggio a coordinate non omogenee rispetto a .

Osservazione. Si pud ripetere questa costruzione utilizzando invece che Hy = [0 : 1] un qualsiasi punto H €
P}(R) ed una retta di A(R?) non passante per O e avente come direzione il punto H. Ad esempio se si
considera H = H; = [1: 0] elaretta ;1 = 1, si ha che il passaggio a coordinate omogenee rispetto a x; &
invece I’applicazione

AYR) — PY(R) — {Hy = [1: 0]},

t—[t:1].

Si puo ripetere il discorso fatto per la retta proiettiva reale nel caso complesso. La retta proiettiva complessa
P!(C) & I'insieme delle rette complesse in C? passanti per 1’origine O.

Dato che C? come spazio vettoriale reale ha dimensione 4 sembrerebbe a prima vista difficile avere un’idea
intuitiva della retta proiettiva complessa. Tuttavia esattamene come si ottiene la retta proiettiva reale aggiungendo
un punto all’infinito (e si ottiene una circonferenza S, la retta proiettiva complessa si ottiene aggiungendo al
piano complesso un punto all’infinito. Da un punto di vista topologico P!(C) & omeomorfo alla sfera unitaria
S2.

Esercizio 4. Mostrare che la mappa da P*(C) \ {[0 : 1]} a C definita da
[zo : 1] — @1 /20

¢ una biezione.

La sfera S? ottenuta aggiungendo al piano complesso un

“punto all’infinito” & detta sfera di Riemann. Si iden- AT
tifichi il “punto all’infinito” del piano complesso con il gasr
polo nord N = (0,0,1) della sfera S? in R? riferi- / \

to alle coordinate cartesiane (z,y,z). La proiezione \/ ]

stereografica (dal polo nord) sulla sfera S2, che consi-
ste nel proiettare il generico punto della sfera sul piano
x,y (identificato con C), mostra che lo spazio proietti-
vo complesso P1(C) = C U {N} & effettivamente una

sfera. Analogamente se si usa la proiezione stereografica N Ny
dal polo sud. \—”/
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1.4.2 Modello dello spazio proiettivo reale P"(R) ottenuto a partire dalla n-sfera iden-
tificandone i punti antipodali

Analogamente al caso della retta proiettiva P! (R) anche P™(R) si pud identificare con 1’insieme
{rette per I’origine O = (0,0,...,0) in R" "'},

dove, fissando 1’origine O nello spazio affine A(R""!) si sta identificando A(R™*!) con lo spazio vettoriale
R+

Consideriamo la n-sfera unitaria:

n+1
S" = {X: (z0,T1,...,2,) € R™TL| Zx? = 1}.
i=0

Ogni retta per ’origine O = (0,0,...,0) in R™*! interseca la n-sfera S™ in due punti antipodali o diametral-
mente opposti: {£fu}.
Si consideri su S™ la seguente relazione di equivalenza (indotta da quella su R" ™! — {0})

Xx~y<y=MAx, conA=d=l, (seA=—11ipuntixey sono detti punti antipodali).
Si puo identificare 1’insieme quoziente
S"/ ~,
con lo spazio proiettivo reale P"(RR), ovvero P"*(R) & ottenuto dalla sfera identificandone i punti antipodali.
Infatti si puo definire 1’applicazione
k:S™ — P*(R),

x — retta per ’origine O e per x.

(1.1

L’applicazione k ¢ suriettiva in quanto ogni retta per I’origine O e per v interseca la sfera S™ in due punti
antipodali, cioe:
E~1({[v]}) = {2 punti antipodali}
e pertanto & induce una biezione tra S/ ~ e P"(R).
E possibile ottenere un altro modello dello spazio proiettivo reale P (R) a partire dalla semisfera

¥ =5"Nnx,
dove X ¢ il semispazio:
Y ={x=(z0,21,...,7,) € R"T | 25 > 0}.

Si osservi che se la retta per I’origine O = (0,0, ...,0) non & contenuta nell’iperpiano affine xy = 0, allora la
retta interseca la semisfera X in unico punto. Se invece la retta r per I'origine O = (0,0, ...,0) & contenuta
in zg = 0, allora r N ¥’ & una coppia di punti antipodali. L’applicazione k definita da induce quindi una
biezione

Y —{xe¥|xy=0} < P"R)—{[(zo,...,zn)] € P*(R) | zp = 0}.

Pertanto possiamo ottenere P"*(R) da ¥’ facendo coincidere due punti diametralmente opposti dell’insieme

{x=(z0,21,...,2n) €X' | 1o =0}.
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Esempio. Se n = 1 sihache ¥’ & una semicirconferenza e quindi la retta proiettiva reale P!(R) & ottenuta dalla
semicirconferenza Y’ incollandone gli estremi. Si ha allora che P!(R) si identifica con una circonferenza S*.

Esempio. Se n = 2 e se si pensa come modello del piano vettoriale reale R? il piano (affine), riassumendo
quanto visto finora si ha che il piano proiettivo reale P?(R) si identifica con uno dei seguenti modelli

1. T’insieme quoziente 52 / ~, dove ~ & I’identificazione
dei punti antipodali;
2. 'insieme quoziente ottenuto dall’emisfera Y’ (ome-

morfa come spazio topologico al disco in R?)
identificandone i punti antipodali del “bordo:

-

antiibodal di P

{x = (z0,71,22) € X' | 9 = 0}, antipodale di P

oppure pud essere visto “intuitivamente” come 1’unione
P?(R) = R? U { retta all’infinito 2y = 0},

dove
R? & {[1: z : 2] € P2(R)},

{ retta all’infinito} < {[0 : z; : 23] € P?(R)}.

Nel paragrafo successivo defineremo cosa si intende per retta proiettiva in uno spazio proiettivo, ovvero
introdurremo la nozione piu generale di sottospazio proiettivo di uno spazio proiettivo.

1.5 Sottospazi proiettivi di uno spazio proiettivo

Sia W un sottospazio vettoriale di V' e consideriamo

P(W) = {sottospazi vettoriali di dimensione 1in W} = {[v] e P(V) | v € W — {o}},
ovvero lo spazio proiettivo associato a W.
Definizione 7. L’insieme P()WV) é detto sottospazio proiettivo (o lineare) di P(V').

Se con
7:V—{o} >P(V)=V—{o}/ ~,vi— [v]

si indica la proiezione al quoziente, si ha che
POW) = m(W — {o}).
Si osservi quindi che se W = k, allora dimP(W) =k — 1.
Osservazione. In particolare P(V') & un sottospazio proiettivo (improprio) di s¢ stesso.

Definizione 8. La differenza
dimP(V) — dimP(W)

prende il nome di codimensione di P(W) in P(V).
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Se dimP(V') = n, i sottospazi proiettivi di dimensione n — 1 di P(V'), o equivalentemente di codimensione
1, sono detti iperpiani proiettivi.

I sottospazi proiettivi di dimensione 1 (rispettivamente 2) sono detti rette proiettive (rispettivamente piani
proiettivi).

Siano B = (eg,e1,...,e,) unabasedi V e [zg : x1 : ... : x,] le coordinate omogenee su P(V') associate

al riferimento (eg, eq,...,e,). Si consideri I’equazione lineare omogenea
apro +aix1+...+apx, =0 (1.2)
con a; € Ke (ag,ai,...,a,) # (0,0,...,0). L’equazione (I.2) rappresenta un iperpiano vettoriale 7 in V'

rispetto alla base 5.
Si puo verificare che (I.2) rappresenta I’equazione cartesiana dell’iperpiano proiettivo

P(#H) ={[vl€ B(V) | v e # —{o}},

rispetto al riferimento (eg,eq,...,e,), ovvero che se (zg,Z1,...,%,) & una soluzione dell’equazione (I.2)),
anche (Azg, Az1, ..., Az,) &una soluzione di (I.2)), per ogni A € K— {0} . Infatti, v € H seesolose Av € H,
per ogni A\ # 0.

Pertanto, si ha:

PH)={[v]=[zo:21:...:2,] € P(V) | agzo + @121 + ... + anzy = 0}.
Esempio. Si consideri lo spazio proiettivo reale n-dimensionale P"(R) = P(R"*1). Gli iperpiani proiettivi
Hj={lzg:z1:...:2,] €eP"(R) | z; =0}, j=0,1,...,n,

sono detti gli iperpiani coordinati di P"(R).
Nel caso n = 1 si ha che i due iperpiani proiettivi Hy e H; nella retta proiettiva P! (R) hanno dimensione
0, ovvero sono formati da un punto:

Hy = {[zo : x1] | zo = 0} = {[0: 1]},
H1 = {[J]O : .1'1] | T = 0} = {[1 : O]}
Se n = 2, i1 tre iperpiani proiettivi Hy e H; nel piano proiettivo P?(R) hanno dimensione 1, ovvero sono le

rette proiettive:
Ho = {[{,Eo N ‘TQ} | To = 0},

H1 :{[1'03%12%2} |£L’1 :0},
Hy = {[zg : x1 : x2] | x2 = 0}.

In generale, consideriamo ora un sistema di ¢ equazioni lineari omogenee nelle variabili zg,z1,...,2,
(componenti del generico vettore x € V' rispetto alla base B):

a10Zo + a1171 + ... + A1 T, = 0,
a20To + 211 + ... + a2nx, =0,
(1.3)

apoxo + apx1 + ...+ agpzy, = 0.

Il sistema lineare omogeneo (I.3)) rappresenta un sottospazio vettoriale W di V. Analogamente al caso dell’i-
perpiano proiettivo si verifica che le equazioni lineari omogeneee (I.3) rappresentano il sottospazio proiettivo
P(W). Infatti, (x0,21,...,%,) € una soluzione del sistema lineare (I.3) se lo & (uxg, px1, ..., ux,), per ogni
w e K—{0}.
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Definizione 9. 1l sistema lineare omogeneo (1.3) ¢ detto rappresentazione cartesiana del sottospazio proiettivo
P(W) di P(V) rispetto al riferimento (eg,e1,...,e,).

In notazione matriciale si puo identificare il sottospazio vettoriale VW di V' con I'insieme (“nullspace” della
matrice dei coefficienti associata al sistema lineare omogeneo (T.3)):

N(A) = {X e K""H! | AX = O},

dove X & la matrice colonna formata dalle componenti (zg,1,...,2,) del vettore x rispetto alla base 5,
A € Rb"1 & Ja matrice dei coefficienti associata al sistema lineare (T.3)

ajp aii oo Q1p
A= azo az1 ... Q2n
ato a1 e Qin

e O € Kb! & la colonna nulla. Per brevith indicheremo quindi la rappresentazione (I.3)) di WV anche con la
notazione:
W:AX =0

e di conseguenza useremo per la rappresentazione cartesiana di P(V}) anche la notazione:
POW): AX = 0.
Per il teorema Nullita pitt Rango si ha
dimW = dim N (4) =n + 1 — rk(4),
dove 1k(A) indica il rango della matrice A. Abbiamo quindi la seguente proposizione.

Proposizione 1. 1l sottospazio proiettivo P(W) in P(V') di equazioni cartesiane (L.3) (o equivalentemente
AX = O) rispetto al riferimento (eg, ey, ...,e,) ha dimensione

dimP(W) = n — rk(A),
dove n = dAimP(V) e rk(A) ¢ il rango della matrice dei coefficienti A associata al sistema lineare omogeneo
([3).

Osservazione. 1. Siricordi che ogni sottospazio vettoriale YV di uno spazio vettoriale V' pu0 essere rappre-
sentato, rispetto ad una base B di V', come il “nullspace” AN(A) di una matrice A (che perd non & unica,
perche?), o equivalentemente come I’insieme delle soluzioni del sistema lineare omogeneo AX = O.

Infatti, scelta una base B = (eg,e1,€2,...,€,) di V ed una base (bg,by,...,byg) di W, si ha che
X = xg€eg +x1€1 + ...+ e, € W se e solo se se

X =1x0€9 +x1€1+ ...+ Tpne, = Agb1 + A1bsy + ... A\xby,

con \; €eK,i=0,1,...,k.

Scrivendo ogni vettore b;, i = 0,1,...,k, in componenti rispetto alla base B:

b; = (bio, bi1, - - ., bin),
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si ottiene che il generico vettore x di WV ha componenti:

To = Aobgo + A1b1g + ... + )\kka,
1 = Aobo1 + A1b11 + ...+ Agbra,

Ty = )\ObOn + )\lbln +...+ )\k:bkru

al variare di A; € K. Eliminando i parametri Ay, A1, ..., A; dal precedente sistema di equazioni si ot-
tiene un sistema lineare omogeneo nelle variabili xg,z1,...,2,. Questo sistema lineare omogeneo ¢ la
rappresentazione cartesiana del sottospazio proiettivo P(W) rispetto al riferimento (eg,eq,...,e,) di
P(V).

Inoltre, la rappresentazione parametrica

20 = Aoboo + Mbio + ... 4+ Agbro,
1 = Xobor + Aibi1 + ...+ Apbpa,

xn:)\ObOn+)\1b1n++>\kbkrl, i GK,ZZO,I,,]{J,

(con i parametri \;,7 = 0,1,...,k, non tutti contemporaneamente nulli) ¢ detta rappresentazione para-
metrica di P(W) rispetto al riferimento (eg,eq,...,€,).
2. Due sistemi di equazioni lineari omogenee in n + 1 variabili (zg,21,...,2,) rappresentano lo stesso

sottospazio vettoriale di V' (rispetto ad una base B fissata di V') se e solo se i due sistemi lineari omogenei
sono equivalenti, ovvero se e solo se hanno le stesse soluzioni.

3. Un sottospazio proiettivo P(W) di (V) non ha pertanto un’unica rappresentazione cartesiana (anche
rispetto allo stesso riferimento).

Esercizio 5. Determinare una rappresentazione cartesiana, rispetto al riferimento standard (eg, e1, ez, e3), del
sottospazio proiettivo P(W) di P3(R), con W sottospazio vettoriale di R* generato dai vettori

by = (1,0,2,1), by =(0,1,—1,1).

Siano P(W;) e P(W>) due sottospazi proiettivi di uno spazio proiettivo P(V'). Usando due rappresentazioni

cartesiane dei due sottospazi proiettivi:
P(Wl) : AlX = O,

P(W,) : 42X = O,

rispetto ad un riferimento (eq, e1,...,e,) di P(V), segue subito la seguente proposizione.
Proposizione 2. Siano P(W;) e P(Ws) due sottospazi proiettivi di uno spazio proiettivo P(V').

1. POV NE(Ws) = POW, N Wh);

2. POWV)NPWy) =0 <= W NW,={o}.
Definizione 10. Due sottospazi proiettivi P(Wy) e P(Wa) di uno spazio proiettivo P(V') sono detti

1. incidenti se POV;) NP(Ws) # 0;

2. sghembi se POV;) NP(Ws) = 0.
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Un punto P € P(V') ed un sottospazio proiettivo P(W) di P(V') sono incidenti se P € P(W).

Esempio. (Legame tra rette affini nel piano affine reale e rette proiettive nel piano proiettivo reale)
Abbiamo gia osservato che
P?(R) = Uy UP'(R), (1.4)
dove
Uy = {[IO T .’£2] S Pz(R) ‘ ) # 0} =~ R? = A(R2),
PY(R) = {[xo : 21 : 2] € P2(R) | 2o = 0} (retta all’infinito di P?(IR) rispetto a xy).
Ogni iperpiano vettoriale H (sottospazio vettoriale di dimensione 2) di R® ha equazione cartesiana, rispetto alla
base canonica (eg,e1,€2):
agZo + a1T1 + agxg = O, (15)
con (ag,a1,as) # (0,0,0). Per quanto osservato in precedenza I’equazione omogenea (I.3)) & anche I’equazione

cartesiana della retta proiettiva P(H) di P?(R). Se (a1,a2) # (0,0), rispetto alla decomposizione (T4) del
piano proiettivo reale P2(IR) si ha che Iintersezione Uy N P(#H) ha equazione cartesiana:

T Z2
0=ag+a1— +as— = ap+ a1y1 + a29ys
Zo Zo

rispetto alle coordinate affini
T X9
Yyr=-— Y=
zo g
di Uy = R? =2 A(R?). Pertanto Uy NP(H) & una retta (affine) ordinara nel piano affine R? con coordinate affini

(y1,92).
Lintersezione P!(R) NP(H) & data da:

o = O,

apxo + a1z + agxs = 0,
ovvero si ha che:

Pl(R) O]P)(H) = {[0 Lag 70,1]}.

Viceversa, ogni retta (affine) r in R2:

r:ag+ a1y + a2ys =0
si estende in modo unico alla retta proiettiva 7 (detta anche chiusura proiettiva di ) di equazione cartesiana

T:apxo + a1x1 + a2 = 0.

Si ha quindi

F=rU{[0:az:—ai]},
dove (a2, —ay) & un vettore parallelo alla retta r.

Due rette distinte r e s in R? sono parallele se e solo se sono della forma
riag+ay +agy2 =0, s:bo+ a1y + azy2 =0,

con ag # by, pertanto il punto di P?(R) che si aggiunge ad entrambe per farle diventare proiettive & lo stesso,
infatti:

FNs={[0:az2:—ai]},
ciog le due rette proiettive 7, 3 si incontrano in un solo punto sulla retta all’infinito P*(IR). Si osservi quindi

che estendendo il piano affine A(R?) al piano proiettivo P?(R), si ha che due rette parallele nel piano affine si
estendono a due rette incidenti!
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1.5.1 Sottospazio proiettivo generato da un sottoinsieme

Sia J # () un sottoinsieme di uno spazio proiettivo P(V'), & possibile introdurre la nozione di sottospazio
generato da J, che indicheremo con L(.J), come 'intersezione di tutti i sottospazi proiettivi di (V")) che
contengono J. Si ha come semplice conseguenza la seguente proprieta.

Proposizione 3. Sia J # () un sottoinsieme di uno spazio proiettivo P(V').

1. Il sottospazio L(J) generato da J é un sottospazio proiettivo di P(V').

2. L(J) e il pin piccolo sottospazio proiettivo di P(V') che contiene J.

Nel caso particolare in cui J sia un insieme finito di punti di P(V):
J = {P17P27"'aPt},

indicheremo il sottospazio generato dai punti Py, P, ..., P; (anche detto il il sottospazio passante per i punti
P15P27"'7Pt):
L(J)=L{P,P,...,P})

semplicemente con la notazione
L(PhPQa"'th)'

Scelti dei rappresentanti per i punti P;:
P=[vi], Po=][va], ,..., Pi=][ve,
con v; € V, si ha ovviamente che:
L(Py,Py,...,P) =P(L(v1,Va,...,V¢))

e quindi
dim L(Py, Py,...,P) <t—1.
E quindi naturale introdurre in uno spazio proiettivo la nozione di punti linearmente indipendenti.

Esempio. In P?(R) il sottospazio proiettivo L(Py, P,) passante per i due punti distinti P, = [1 : 0 : 1] e
P, =[0:1:1] &laretta proiettiva
P(£((1,0,1),(0,1,1))

di equazione cartesiana rispetto al riferimento standard:

To T1 T2

oppure di equazioni parametriche:

xo = Ao,
1 :>\17
To=X+ A, MER, =01, ()\0,)\1)75(070).
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1.6 Punti in posizione generale

Analogamente al caso degli spazi vettoriali anche per gli spazi proiettivi si puo introdurre la seguente definizione.

Definizione 11. [ punti Py, Ps, ..., P; di uno spazio proiettivo P(V') sono linearmente indipendenti se e solo
se, scelti dei rappresentanti:

P1:[V1]7 PQZ[V2]3 PR Pt:[vt]7
i vettori vi,Va, ...,V sono linearmente indipendenti.

Si osservi che la precedente definizione ¢ ben data, cioé non dipende dalla scelta dei rappresentanti per i punti
P;,i=1,2,...,t. Infattii vettori vy, va, ..., vy sono linearmente indipendenti se e solo se (111, fiaVa, ..., sV
sono linearmente indipendenti, per ogni u; € K — {0}, i =1,2,...,t.

Osservazione. Si osservi che due punti P; e P, di uno spazio proiettivo P(V') sono linearmente indipendenti se
e solo se sono distinti, cio¢ se e solo se P; # P». Inoltre, come gia osservato in precedenza, se P; # P», si ha
che L(Py, P,) & la retta proiettiva passante per P; e P,. Infatti, se P, = [v1] e P, = [vg], la retta proiettiva
passante per P, e P, & pertanto laretta L(Py, Po) = P(L(vy,v3)).

Come nel caso del piano affine si ha quindi la seguente proprieta.
Proposizione 4. Per due punti distinti Py # P, di uno spazio proiettivo P(V') passa una sola retta proiettiva.

Osservazione. Siosservi che tre punti Py, P, e P5 di uno spazio proiettivo P(V') sono linearmente indipendenti
se e solo se sono non sono allineati, cioe se e solo se P;, P>, P; non giacciono su una retta proiettiva. Infatti, se

P =[vi], Py=[vy], P3=[v3],

affinche i tre punti siano linearmente indipendenti si deve avere che i tre vettori vy, vo, va non devono essere
complanari. Il piano proiettivo passante per i tre punti linearmente indipendenti P, P», P5 ¢ il piano proiettivo:

L(Pl, PQ, Pg) = P(ﬁ(vl,VQ,Vg)).

Ricordando che su uno spazio proiettivo di dimensione n al pill possono esserci n + 1 punti linearmente
indipendenti, si puo introdurre la seguente definizione.

Definizione 12. Siano V uno spazio vettoriale di dimensione n+ 1 su un campo K e P(V') lo spazio proiettivo
associato. Dati t punti Py, Py, ..., P, di P(V),
nel casot < n+1,ipunti P, Ps, ..., P; sono in posizione generale se sono linearmente indipendenti;

nel caso t > n+ 1, i punti P, Py, ..., P, sono in posizione generale se n + 1 tra di essi, comunque scellti,
sono linearmente indipendenti, ovvero se ogni (n + 1)-upla di punti tra di essi ¢ linearmente indipendente.

In particolare, n + 2 punti in in P(V'), con dim V' = n + 1, sono in posizione generale se n + 1 tra di essi,
comunque scelti, sono linearmente indipendenti.
Esempio. Due punti di una retta proiettiva (ad esempio della retta proiettiva reale P!(R)) sono in posizione
generale se e solo sono distinti.

Tre punti Py, P», Ps; di una retta proiettiva sono in posizione generale se e solo se valgono contemporanea-
mente tutte e tre le seguenti condizioni:

P, P, sono linearmente indipendenti;
P, P; sono linearmente indipendenti;
P5, P3 sono linearmente indipendenti.

Pertanto, tre punti P, P», P3 di una retta proiettiva sono in posizione generale se e solo se i tre punti sono
distinti.
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Esempio. Quattro punti Py, Py, P3, Py di un piano proiettivo (ad esempio del piano proiettivo reale P?(R))
sono in posizione generale se ogni terna di punti tra di essi ¢ linearmente indipendente. Pertanto, quattro punti
Py, P>, Ps, P, di un piano proiettivo sono in posizione generale se e solo se presi comunque tre punti tra di essi,
questi non sono allineati.

Esercizio 6. Qual’¢ la condizione affinche 5 punti in P*(R) siano in posizione generale?

Proposizione 5. Sia P(W) un sottospazio proiettivo di dimensione k in uno spazio proiettivo P(V') di dimen-
sione n. Allora P(W) ¢ generato da k + 1 suoi punti linearmente indipendenti ed ¢ lintersezione di n — k
iperpiani proiettivi di P(V).

Dimostrazione. Segue dal fatto che dimW =k 41 e se
W= L(V(),Vl7 . ,Vk)7
allora P(W) & generato dai punti:

[vol, [Vi], -+ [VE]-

Poiche il sottospazio vettoriale WV & I'intersezione di
m+1)—(k+1)=n—k
iperpiani vettoriali di V', si ha che P(W) & I’intersezione di n — k iperpiani proiettivi di P(V). O

Osservazione. Si osservi che se P(W) & generato dai punti [vo], [v1],...,[vk], con v; € W, allora per ogni
punto P € P(W) si ha:

P = [/\0V0 + Avy+.. + /\kvk}
per opportuni Ag, A1,...,Ar € K non tutti contemporaneamente uguali a zero e definiti univocamente da

Vo, V1,. ..,V edal punto P ameno di un fattore di proporzionalita. Se rispetto ad unabase B = (ep, e1, ..., e,)
di V i vettori v; hanno componenti:

vo = (boo, bo1; - - - bon)s
V1 = (blo, b11, - ,b1n),

Vi = (bko, b1 - -+, bkn)
e P=[xg:x :...:x,] allora come gia osservato in precedenza si ottengono le equazioni parametriche del
sottospazio proiettivo P(W) rispetto al riferimento (eg, ey, ..., e,):

2o = Agboo + A1bio + ... + Axbro,
1 = Aobo1 + Aob11 + ...+ Apbpa,

xn:/\0b0n+>\261n+---+>\kbkn; )\iGK,iZO,l,...,k,

con i parametri )\; non tutti contemporaneamente nulli. Le equazioni parametriche dipendono oltre che dalla
scelta dei punti [vo], [v1], ..., [vk] che generano P(WW) anche da quella dei vettori v, v1, ..., V) e quindi dalla
scelta delle coordinate proiettive omogenee di [vol, [V1],..., [Vk].

In particolare:
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1. se k = 1, ovvero se P(W) & la retta proiettiva generata dai punti [vo] e [v1], si ottengono, rispetto al
riferimento (eg, e1, ..., e,) di P(V), le equazioni parametriche:

2o = Aoboo + A1b10,
1 = Aobo1 + A1b11,
Ty, = Aobon + Alblna Ai € Ka 1 =0,1,

con i parametri A\g € A; non contemporaneamente nulli. Per ottenere le equazioni cartesiane della retta
proiettiva ¢ sufficiente eliminare i due parametri Ao e A; dalle precedento equazioni parametriche.

2. se k =n — 1, ovvero se P(W) & I’iperpiano proiettivo generato dai punti [vo], [v1],. .. [Vp—1], & imme-
diato scriverne ’equazione cartesiana rispetto al riferimento (eg,eq,...,e,) di P(V). Infatti, osservato
che P = [v] € P(W) se e solo se

veW=L(vg, Vi, .., Vp_1).

si ha che W (e di conseguenza P(W)) ha equazione cartesiana:

Zo T . Tn
blo bll “ e bln == O’
bnflo bnfll bnfln
dove con (xg,x1,...,%,) siindicano le componenti del vettore v rispetto alla base B = (eg,e1,...,€;,)

di V.
Esercizio 7. Datiiipunti A=[1:2:2],B=1[3:1:4],C=1[2:—1:2] di P>(R)
1. verificare che i punti A, B, C sono allineati;

2. determinare, rispetto al riferimento standard di P?(R), le equazioni parametriche e I’equazione cartesiana
della retta che contiene i tre punti A, B, C.

Soluzione 1. I punti A, B, C' sono allineati poiché

1 2 2
3 1 4 |=0.
2 -1 2

2. La retta proiettiva richiesta ¢ ad esempio la retta proiettiva AB di equazioni equazioni parametriche rispetto
al riferimento standard di P?(RR):

o = Ao + 31,
T1 = 2X0 + A1,
3 =2X+4\, N €eR, i=0,1, ()\0,)\1) #+ (0,0)

La retta proiettiva AB ha equazione cartesiana rispetto al riferimento standard di P?(R):

1 2 2 :6$0+2$1—5$2:O.
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1.7 Formula di Grassmann proiettiva

Dati due sottospazi proiettivi S; = P(W;) e So = P(Ws) di uno spazio proiettivo P(V') si pud considerare il
sottospazio proiettivo P(W; + Ws). Ricordando che W, + Ws & il pitl piccolo sottospazio vettoriale di V' che
contiene sia W, sia W, , si puo quindi introdurre la seguente definizione.

Definizione 13. Dati due sottospazi proiettivi S1 = P(W;) e So = P(Ws) di uno spazio proiettivo P(V'), il
sottospazio generato da Sy e S, che indicheremo con L(S1,S2), ¢ il sottospazio proiettivo di P(V') dato da:

L(S1USy) =PW; + Ws).
Come conseguenza della formula di Grassmann:
dimW; + Ws) = dim Wy + dim W, — dim(W; N W), (1.6)

valida per ogni coppia di sottospazi vettoriali W; e W5 di V, si ottiene la seguente proprieta.

Proposizione 6. (Formula di Grassmann proiettiva) Dari due sottospazi proiettivi S = P(W;) e Sy =
P(W2) di uno spazio proiettivo P(V'), si ha

dim L(Sl, Sg) =dim S; +dim Sy — dlm(51 n SQ)
Dimostrazione. Poicheé L(S7,S2) = P(W; + Ws), usando la formula di Grassmann si ha:

dimL(Sl, 52) = d1m(W1 + WQ) —1 dim Wy +dim W, — lel(Wl N WQ) -1

(dim Sy + 1) + (dim Se + 1) — (dim(S; NSz) + 1) — 1,

da cui segue la formula di Grassmann proiettiva. O
Osservazione. Si osservi che dalla disuguaglianza:
dim L(S, S2) < dimP(V)
e dalla formula di Grassmann proiettiva si ottiene:
dim(S; N Sz) > dim Sy + dim Sy — dim P(V).

Pertanto, se:
dim S; + dim Sy > dim P(V),

allora S; e Sy sono incidenti, cioé:

S1 NSy # 0.
Dalla precedente osservazione si hanno come immediata conseguenza le seguenti proprieta.
Proposizione 7. 1. In un piano proiettivo due rette qualsiasi sono incidenti.
2. In uno spazio proiettivo di dimensione 3 una retta ed un piano qualsiasi sono incidenti.

3. In uno spazio proiettivo di dimensione 3 due piani distinti qualsiasi hanno in comune una retta.
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Esercizio 8. Stabilire se le seguenti rette proiettive di P> (R):

{$0—1’1+1’2_0, {1’0+$2—3$3_0,
T S

r1 —2x9 + 23 =0, To —2x1 — 229 =0

sono sghembe oppure incidenti.

Soluzione I punti dell’intersezione r N s corrispondono alle soluzioni (diverse dalla soluzione nulla (0,0, 0,0))
del sistema lineare omogeneo:
o — 1+ 2 =0,

1’1721’2+I’3:0,
To+ a2 — 3x3 =0,
$0—2$1—2$2:0.

Poiche ’unica soluzione del precedente sistema lineare omogeneo é la soluzione nulla (0,0,0,0), si ha che
rNs =0, cioe che le rette r € s sono sghembe.

Nel caso in cui la dimensione dell’intersezione tra due sottospazi proiettivi sia la piu piccola possibile, si
introduce la seguente definizione.

Definizione 14. Dati due sottospazi proiettivi S1 e Sa di uno spazio proiettivo P(V'),
1. nel caso dim Sy +dim Sy > dimP(V), i due sottospazi proiettivi S e Sy sono in posizione generale se

dlm(51 N Sg) =dim S; + dim Sy — dlmP(V),

2. nel caso dim S7 + dim Se < dim P(V'), i due sottospazi proiettivi S1 e So sono in posizione generale se
S1NSy=0.

Esempio. 1. Due rette proiettive in un piano proiettivo sono in posizione generale se sono distinte, cioe se se
sono incidenti (in un punto).

2. Due rette proiettive in uno spazio proiettivo P(V) con dimP(V') > 3 sono in posizione generale se sono
sghembe.

1.8 Cono proiettante

Definizione 15. Dato un sottoinsieme J di uno spazio proiettivo P(V') ed un punto qualsiasi P € P(V'), il cono
proiettante J dal punto P & l'unione C'p(J) delle rette che contengono P ed almeno un punto Q di J, cioe:

Ce(J) = |J L(P,Q).
QeJ
Si hanno le seguenti proprieta.
Proposizione 8. 1. Sia S un sottospazio proiettivo di uno spazio proiettivo P(V), allora:
Cp(S)=L(P,S), VPePV).

In particolare, se S é un punto e P # S, allora Cp(S) ¢ la retta proiettiva L(P, S) che contiene i due
punti S e P.
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2. Siano Sy e Sy due sottospazi proiettivi di P(V'), allora

LS, %)= |J LPuP)= | Cr(S1)= |J Cr(S2).

P1€S1, P2€S2 PeS, PeS:

Dati un iperpiano proiettivo H di uno spazio proiettivo P(V') ed un punto P € P(V) — H, utilizzando il
cono proiettante & possibile definire la proiezione di (V') sull’iperpiano H di centro P come la funzione:

WP’HZ]P(V)—{P}%H, Q}—)WP’H(Q):L(]%Q)QH.

Osservazione. Dato un sottoinsieme J di uno spazio proiettivo P(V') ed un punto qualsiasi P € P(V), si osservi

che:
7TP7H(J) =Hn OP(J).

Esercizio 9. In P3(R) dati il punto P = [1:1:0: 0] ed il piano proiettivo H di equazione 2xo— 1+ x3 = 0,
determinare la proiezione wp r1(Q) del punto Q =[1:0:0:0].

Soluzione Si ottiene il punto 7p ;(Q) come intersezione della retta proiettiva P() con il piano proiettivo H .
La retta proiettiva P ha equazioni parametriche:

To = Ao + A1,
1 :)‘05
Ao, A1 €R, (Ao, A1) # (0,0),
ZTo :0,
T3 :07

ed ha quindi equazioni cartesiane

T2 = 07
Tr3 = 0
Si ottiene mp 7 (Q)) risolvendo il sistema lineare omogeneo:

2x9g —x1 +x3 =029 =0,
1‘3:0,

dacui mpp(Q)=1[1:2:0:0].

1.9 Coordinate proiettive e punti in posizione generale

Abbiamo gia osservato che le coordinate proiettive omogenee su uno spazio proiettivo (V') di dimensione n
rispetto ad una base B = (eq, e1,...,€,) di V (ciog rispetto ai punti linearmente indipendenti Fy = [eo], F} =
[e1],..., F, = [en]) non sono univoche.

Quindi non & sufficiente scegliere n + 1 punti linearmente indipendenti di uno spazio proiettivo P(V') di
dimensione n per individuare un sistema di coordinate proiettive omogenee in modo unico ma si devono scegliere
n + 2 punti in posizione generale.

Teorema 1. Sia P(V') uno spazio proiettivo di dimensione n. Dati n + 2 punti Py, P1,..., P11 di P(V) in
posizione generale, esiste una base B = (eg,e1,...,e,) di V tale che

P():[EO], Plz[el], yeeey Pn:[en}, Pn+1=[e0+e1+...+en]. (17)
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Ogni altra base C = (fo,11,...,£,) di V che soddisfi la condizione (I.T) é proporzionale a B, cioé
f, =pe;, 1=0,1,...,n,

con p € K — {0}, e individua quindi lo stesso sistema di coordinate proiettive omogenee.

Dimostrazione. Siano vg,vy,...,Vv, vettoridi V tali che

P():[Vo], P1:[V1], ey Pn:[Vn]
Poiche gli n + 2 punti Py, Py,...,P,41 sono in posizione generale, gli n + 1 punti Py, Py,..., P, sono
linearmente indipendenti e quindi (vo,Vvi,...,v,) & una base di V. Se v,41 & un vettore di V tale che

Phy1 = [Vny1], siavra:
Vn4+1 = )\0V0 + A1V1 +...+ )\nvn,

con gli scalari \; € K — {0} tutti non nulli. Infatti, se fosse uno dei A; = 0 (ad esempio \g), si avrebbe
che P;, P,,..., P,41 non sarebbero linearmente indipendenti e quindi gli n + 2 punti Py, P, ..., P41 non
sarebbero in posizione generale.

Una base B = (eg, ey, ..., e,) che soddisfa la condizione (1.7) & allora data da:
€y = )\0V0, e = )\1V1, ey e, = )\nvn.

Se C = (fo,f1,...,f,) ¢ un’altra base di V' che soddisfa la condizione (I.7)), si ha che:
[fi]:[ei], i:O,l,...,n,
fo+fi+...+f]=leote+...+e,]

Quindi:
fi:,uieh 1=0,1,...,n,
f0+f1++fn :u(e0+e1+...+en),

con p;, p € K —{0}. Ma dall’uguaglianza

to€o + p1€1 + ... + ppen = uep + pey + ... + pen,

si ha necessariamente che

Ho = H1 = ...= ln =MW,
ovvero che la base C ¢ proporzionale alla base 5.
O
Dati n + 2 punti Py, Py, ..., P,4+1 in posizione generale su uno spazio proiettivo P(V') di dimensione 7,

come conseguenza del precedente teorema ¢ possibile quindi introdurre la nozione di sistema di riferimento
proiettivo associato agli n 4 2 punti. Indicheremo il riferimento associato con la notazione:

R = (Py,Pr,...,Pus1).

Per il teorema precedente esiste (a meno di un fattore proporzionalita) un’unica base 5 = (eg, e, ..., e,) che
soddisfi la condizione (1.7)).

Rispetto al riferimento (e, e1,. .., €,) (0 equivalentemente rispetto al riferimento R = (P, P1,..., Pnt1))
ipunti P;,7 =0,1,...,n, hanno coordinate proiettive omogenee:

Py=[1:0:0:...:0], P=[0:1:0:...:0], P,=[0:0:0:...:1]
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e sono i punti fondamentali del riferimento R .
Mentre P, ; ha coordinate proiettive omogenee:

[1:1:...:1]
ed ¢ il punto unita del riferimento R . Simbolicamente si pué anche scrivere:

Pus1=Py+ P +...+ P,

1.10 Legame tra geometria affine e geometria proiettiva

Lo spazio proiettivo reale P"(IR) (spazio proiettivo associato allo spazio vettoriale R™*1) pud essere identificato
come I’insieme delle rette affini nello spazio affine A(R™*1) passanti per I’origine (0,0, ...,0). Si ha infatti la
corrispondenza biunivoca:

[xo: @y :...2,] < rettaaffine di A(R" ') formata dai punti (txg, t21, ..., tx,), al variare di t € R.

Ipunti [0: 2y :...2,] appartenenti all’iperpiano proiettivo Hy di equazione cartesiana xo = 0 corrispondono
alle rette affini di A(R™"!) contenute nell’iperpiano affine di equazione zo = 0.

Consideriamo in A(R"*1) I’iperpiano affine A di equazione xo = 1, ciog I'insieme:

A={(Ly1,y2,.- yn) |y ERi=1,2,... n}.

Le rette affini in A(R™*!) passanti per 1’origine (0,0, ...,0) e non contenute nell’iperpiano affine di equazione
xo = 0 non sono parallele all’iperpiano affine A ed hanno quindi in comune con A uno ed un solo punto.

Si ha pertanto una corrispondenza biunivoca:
j: A— P*(R)— Hy,
(17y17y27"'7yn) — [1 CY1 tY2 .. yn]

con inversa:
j71:P*(R) — Hy — A,
[o w1 ia2 .. ixy] — (1 L Z2 L—“)

Yo To? ' T

Osservazione. Si osservi che gli iperpiani Hy e A possono essere sostituiti rispettivamente da un qualsiasi
iperpiano proiettivo P(#) di P"(R) e da un iperpiano affine di A(R"*!) non passante per I’origine (0,0, ...,0)
e avente come giacitura I’iperpiano vettoriale H .

Identificando A con lo spazio affine A(R™) mediante:

A — A(Rn)a (17ylvy2; <. ayn) — (y17y27 s ayn)7

si ottiene la biezione: '
jo : A(R") — P"(R) — H,

(Wi, y2, - yn) = Loyt y2 ooy,

con inversa: )
Jo :P*(R) — Hp — A(R™),

. . . . T T2 T
[o:@yi@o ...t xy] — (E’E”&g)
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La biezione jg ¢ detta I’applicazione di passaggio a coordinate (proiettive) omogenee rispetto a . L’'inversa

Jo 1 & invece detta I’applicazione di passaggio a coordinate non omogenee rispetto a x , infatti
X1 T2 Tn
— P} — 3o eey -
Ty To Zo

sono coordinate non omogenee!
I punti dell’iperpiano proiettivo Hy sono detti punti improprii, mentre i punti di P*(R) — Hy sono i punti
propri. L’iperpiano proiettivo H( ¢ I’iperpiano improprio rispetto a = .

Osservazione. 1. Si osservi che la definizione delle bezioni jg e j, ! utilizza il fatto che le 7 + 1 coordinate
proiettive omogenee [z : 1 : ... : x,] di un punto P € P*(R) — Hy, pur non essendo univocamente
determinate, individuano univocamente gli n rapporti:

Tl T2 T
3007960’“"1‘0.

Si puo generalizzare quanto abbiamo visto in precedenza rispetto ad ogni iperpiano proiettivo H; di
equazione x; = 0, considerando:

(1,92, s Yisee s Yn) = Y1t y2 oty L i i s Yl
(dove si intende che 1 ¢ inserito al posto di y; ) con inversa:
gt PM(R) — Hy — A(R™),

e e e o 1 Tio1 Tig Ty
[$0-~’C1~$2~~-~~$z-----$n]’—>(l.ivw,ia---a et -t R )

2. Inoltre al posto di P"(R) si puo considerare P"(K), dove K & un campo qualsiasi.

1.10.1 Chiusura proiettiva di un sottospazio affine

Indichiamo con (y1,¥ya,- - ., Yn) le coordinate affini su A(R™) econ [zg : 271 : ... : x,] le coordinate proiettive
omogenee su P*(R).
Dato in A(R™) I’iperpiano affine H di equazione:

aiyr + agyz + ...+ anyn +ao =0, (1.8)
la biezione jy : A(R™) — P"*(R) trasforma I’iperpiano affine H nell’iperpiano proiettivo H di equazione:
ai1x1 + asxs + ...+ apx, + agrg = 0. (1.9)

Infatti se (?&yg, ..., Yn) soddisfa (I.8), allora [1 : y1 : y2 : ... : yp] soddisfa (I.9). Viceversa, se [xg : 27 :
: ] € H & un punto proprio, allora o # 0 e

. 1 T
[o:21: .. @] =0 (,...7>,

Zo Zo

con (”—1 ,i—g) che soddisfa (1.8]).

xo’

Si pud quindi introdurre la seguente definizione.
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Definizione 16. Dato in A(R") Uiperpiano affine H di equazione (I.8), I’iperpiano proiettivo H in P"(R) di
equazione (I.9) ¢ la chiusura proiettiva di H (rispetto a xg ).

In generale, dato in A(R"™) il sottospazio affine .S di equazioni:
aiyr +azy2 + ...+ aiYn +c1 =0,
az1y1 +agys + ...+ azyn +c2 =0,
apyr + apyz + ...+ amyn + ¢ =0,
la sua chiusura proiettiva S (rispetto a x)) € il sottospazio proiettivo jo(S) in P*(R) di equazioni:
a11T1 + a12T2 + ... + a1,y +c129 =0,
a21T1 + a22%s + ... + G2,y + coxg = 0,
apT1 + apxs + ...+ appxy + cxg = 0.
Esempio. Laretta affine r nel piano affine .A(R?) di equazione:
axr+by+c=0
ha come chiusura proiettiva in P2(R) la retta proiettiva di equazione:
T :axy + bxy + cxg = 0.
Poiche 7o trasforma i punti di 7 nei punti propri di P?(R) appartenenti alla retta 7, si ha che:
7 =jo(r) U{[0: =b:al},

dove
[0:=b:a] =7N{[xo: 21 :z2] € PP(R) | 29 = 0},

¢ il punto improprio di 7, ovvero la “direzione” della retta . Il punto improprio di 7 & detto anche punto
improprio di r.

Osservazione. Ogni retta proiettiva in P2(R), diversa dalla retta impropria zo = 0, e di equazione:
axy + bxg + cxg =0, (con (a,b) # (0,0)),
¢ la chiusura proiettiva di una retta nel piano affine A(R?), ovvero della retta di equazione:
ay1 + by +c=0.
Esempio. 11 piano affine 7 nello spazio affine A(R?) di equazione:
ax +by+cz+d=0 (con (a, b, c) # (0,0,0)),
ha come chiusura proiettiva in P?(R) il piano proiettivo:

T :axy + bro + cx3 + drg = 0.
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I punti impropri di 7 sono i punti della retta proiettiva:
7N {[xo : x1 : 2o : 23] € PP(R) | 29 = 0}

di equazioni:

axr1 + bxs + cxs + dxg = 0,
o — 0.

Si osservi che questa retta proiettiva coincide con la retta proiettiva P(W), dove W = L(v1,v2) & una giacitura
del piano 7 (cio& v; e va sono due vettori paralleli al piano affine 7). I punti della retta proiettiva P(WW) =
7 N Hy vengono detti anche punti impropri del piano .

La retta affine 7 nello spazio affine .A(R?) di equazioni:

ar +by+cz+d=0,
ax+by+ciz+di =0

ha come chiusura proiettiva in P?(R) la retta proiettiva:
B axri + bxy + cxs + dxg =0,
T
a1y + bl.’EQ + ci1x3 + dl.’E() =0.
Si osservi che
7 =jo(r)U{[0:1:m:n]},

dove [0 : ] : m : n] &il punto improprio di 7, cio¢ (I, m,n) sono le componenti di un vettore parallelo alla retta
affine r.

Osservazione. Ogni piano proiettivo in P3(IR), diverso dall’iperpiano improprio Hy : 2o = 0, & la chiusura pro-
iettiva (rispetto a ) di un piano affine in .A(R?). Analogamente, ogni retta proiettiva in P3(IR), non contenuta
nell’iperpiano improprio Hy, & la chiusura proiettiva di una retta affine in A(R?).

Esercizio 10. Determinare un’equazione cartesiana del piano proiettivo in P3(R) passante per il punto [1 : 1 :
0 : 1] e per i punti improprii delle rette affini r e s in A(R?) di equazioni:

{ererle, {2:1:y22+10,
r s

2 —y—2=0, y+z—1=0.

Soluzione Le rette r e s sono rispettivamente parallele ai vettori:
1
r=(0,1,-1), s=(=,-1,1].
2
Il piano proiettivo richiesto & pertanto il piano passante per i punti:
1
[1:1:0:1], [0:0:1:—1], [0:2:—1:—1],

e quindi ha equazione cartesiana:

To L1 T2 I3

1 1 0 1 1

0 0 1 1 :—5(1‘0—932—563):0.
o 1 1 -1



28 CAPITOLO 1. GEOMETRIA PROIETTIVA

1.11 Cambiamento di riferimenti proiettivi

Prima di studiare il problema del cambiamento di riferimenti proiettivi in termini della matrice del cambiamento
di base su uno spazio vettoriale, vediamo prima come affrontare il problema in un esempio esplicito.

Esercizio 11. Sia R = (Ao, A1, Az, U) un riferimento proiettivo di P(R). Dati i punti di coordinate proiettive
omogenee rispetto al riferimento R :

By=[1:1:0], B;=[2:0:3], By=[2:1:1], V=[3:-1:5],
1. verificare che By, By e By possono essere considerati punti fondamentali e V' punto unita di un nuovo
riferimento proiettivo R’ di P*(R);
2. determinare le coordinate proiettive omogenee del punto Ay = [1 : 0 : 0] rispetto al nuovo riferimento

proiettivo R' = (By, By, B2, V).

Soluzione 1. I punti By, B; e By possono essere considerati punti fondamentali e V' punto unita di un nuovo
riferimento proiettivo R’, in quanto i punti By, By, B2,V sono in posizione generale, cio& sono a tre a tre
linearmente indipendenti.

2. Il riferimento proiettivo R = (Ap, A1, A2, U) determina (a meno di un fattore di proporzionalita) una
base B = (eq, e1,ez) di R? tale che:

Ao =leg), Ai=l[e1], As=[es], U=[eo+es+ey

Analogamente il riferimento proiettivo R’ = (By, B1, B2, V') determina (a meno di un fattore di proporzionalita)
una base C = (fo, f1, f2) di R? tale che:

By =[fo], Bi=[fi], Ba=1Ifa], V=[fo+1fi+£f]

Per determinare le coordinate proiettive omogenee, rispetto al nuovo riferimento R’ = (B, Be, B3, V), del
punto Ag = [1:0: 0] = [eg] , dobbiamo determinare prima le componenti dei vettori f;, ¢ = 0,1, 2, rispetto
alla base B, e poi determinare p, fi, (41, 2 € R in modo tale che

peo = pofo + p1fy + pofs. (1.10)

Si ricordi infatti che le coordinate proiettive omogenee di A1, rispetto al riferimento proiettivo R’ (o equivalen-
temente rispetto al riferimento (fy, f1,f2)), sono determinate a meno di un fattore di proporzionalita non nullo.
Per determinare la base C = (fy, f1, f2) dobbiamo imporre che V sia il punto unitd del riferimento R’, cioé
I’'uguaglianza simbolica

V =[fo +f1 +£] = By + By + By,

che, scrivendo i vettori rappresentanti dei punti By, By, B2,V in componenti rispetto alla base 53, equivale a:
(3, =1,5)] = [(1,1,0)] +[(2,0,3)] + [(2, 1, 1)].
La precedente uguaglianza si traduce pertanto in trovare numeri reali p’, \;,7 = 0,1, 2, tali che:
p'(3,—1,5) = Ao(1,1,0) + A1(2,0,3) + A2(2,1, 1),
ovvero nel sistema lineare omogeneo:

3p" = Ao+ 2X1 + 2)g,
—p = X0+ Az,
5,0' = 3\ + Ao.
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nelle 4 incognite p’, \;, i = 0,1, 2. Per risolverlo si pud considerare la matrice

12 2|3
1 0 1| —p
03 1|50

e ridurre per righe. Si ottiene:
)\0 = _3PI7 )‘1 = p/a )‘2 = 2p/a

da cui, rispetto alla base B, la base:
C=(fh=(-3,-3,0), f1=(203), f2=(4,272)).
Si osservi infatti che V' ha coordinate proiettive omogenee [1 : 1 : 1] rispetto al riferimento (fy, f1, f2):
V =[[(3,-1,5)] = [fo + f1 + f2] = [(—3,-3,0) + (2,0,3) + (4,2,2)].
L’uguaglianza (1.10) si traduce in componenti rispetto alla base 3, nell’'uguaglianza:
p(1,0,0) = pio(=3,-3,0) + p1(2,0,3) + p2(4,2,2),
da cui il sistema lineare omogeneo nelle incognite p, tg, (1, f2:

p = —3po + 2p1 + 4pe,
0 = —3puo + 242

0 =3u1 +2pus.
Si ha pertanto:
2 2 ;2
Mo = 3M27 H1 = 3M27 p = 3,u27

cioe che il punto Ay, rispetto al riferimento R’, ha coordinate proiettive omogenee:

[2;_?1}:[2:—2:3].

In generale, date due basi B = (eg,e1,...,e,) e C = (fy,f1,...,f,) di uno spazio vettoriale V di
dimensione n + 1 su un campo K, si consideri la matrice associata:

A= MB’C(idv) c K7L+1,n+1

all’identita idy : V — V, rispetto alle basi B e C. L'uguaglianza idy (v) = v si traduce quindi, rispetto alle
basi B e C, nella relazione:

Z‘dV(x()eO +x1€1+...+ xnen) = yOfO + ylfl +...+ ynfn

cioe in notazione matriciale in:
Y = AX, (1.11)
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dove X e Y sono le matrici colonna:

Zo Yo

Z1 U1
X = , Y =

Tn Yn

La relazione (T.11)) rappresenta quindi il legame tra le componenti di v € V rispetto alle basi 5 ¢ C.
Osservazione. Si osservi che dalla relazione X = A~'Y si ha:

A= (MB,C)—I _ MC’B,

ovvero A coincide con la matrice inversa della matrice MZC del cambiamento di base da B alla base C. Si
ricordi inoltre che M5 ¢ la matrice che ha sulle colonne le componenti dei vettori f; della base C rispetto alla
base B.

Consideriamo ora lo spazio proiettivo P(V') associato allo spazio vettoriale V. Rispetto al riferimento (e, e1,

...,e,) il punto P = [v] € P(V) ha coordinate proiettive omogenee [xo : &1 : ... : ], mentre rispetto al
riferimento (fo, f1, ..., f,) ha coordinate proiettive omogenee [y : y1 : - .. : Yn].

Sein Y = AX al posto di X sostituiamo AX (con A € K — {0}), al posto di ¥ otteniamo AY . Pertanto
la matrice A non & univocamente determinata dai due riferimenti assegnati (eg, ey, ...,e,) € (fo,f1,...,£,).

Inoltre, se si cambia la base B (rispettivamente C) con una base proporzionale si ottiene al posto della matrice
A una matrice a4, con a € K—{0}. Si ha quindi che Y = aAX ¢ equivalente a Y = AX (dal punto di vista
delle coordinate proiettive omogenee).

Abbiamo allora la seguente proprieta.

Proposizione 9. Dati due riferimenti (eg,e1,...,e,) e (fo,f1,...,£,) di uno spazio proiettivo P(V') di dimen-
sione n, allora esiste una matrice invertibile A € GL(n + 1,K) (unica a meno di un fattore proporzionalita
non nullo), tale che se P € P(V') ha coordinate proiettive omogenee [xo : 1 : ... : &y] rispetto al riferimen-
to (eg,e1,...,ey), allora le coordinate proiettive omogenee [yo : y1 : ... : yn| di P rispetto al riferimento
(fo,f1,...,£,) sonodateda Y = AX, cioé:

Yo Zo
U1 z1
=A
Yn Tn

Esercizio 12. Nella retta proiettiva P*(R), sia (Bg, B1,V) il riferimento proiettivo che ha come punti fonda-
mentali By = [1 : 2], B1 = [3 : —2] e come punto unita V = [2 : 0]. Scrivere il cambiamento di coordinate
proiettive omogenee dal riferimento standard R al riferimento R' = (By, B1,V).

Soluzione: Si devono cambiare i vettori rappresentanti di By, B; e V in modo tale che
V = By + Bi,

ovvero in modo tale che V' sia punto unita ed By e Bj siano i punti fondamentali del riferimento proiettivo
(Bo, B1,V). Dall’equazione
(2,0) = A(1,2) + u(3,2)
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siottiene A = pu = % Pertanto si considerano

(5] =[]

Le equazioni del cambiamento di coordinate proiettive omogenee dal riferimento standard R al riferimento

RI = (B(),Bl, V ) sono:
( Yo ) ——A( 0 ),
Y1 T

dove [yo : y1] (rispettivamente [z : 1)) sono le coordinate omogenee del generico punto P € P!(R) rispetto al
riferimento R’ (rispettivamente rispetto al riferimento R ). La matrice A (che NON & univocamente determinata,
ma & determinata a meno di un fattore p € R\ {0}) & la matrice del cambiamento di base in R? dalla base

o= (5 (39)0- ()

alla base canonica B = (eg = (1,0),e; = (0,1)) e quindi

()

Inoltre si osservi che ad esempio By ha coordinate omogenee [

NI N
= (o
v

: 1] rispettoa R e [1 : 0] rispettoa R’.

N

1.12 Trasformazioni proiettive e proiettivita

Siano V e V' spazi vettoriali su un campo K e 7' : V' — V' un’applicazione lineare iniettiva. Dall’iniettivita
di T segue che dim T (W) = dim W, per ogni sottospazio vettoriale VW di V. Quindi, in particolare, se W
¢ una retta vettoriale di V' (ciog dim)W = 1), anche T'(W) & una retta vettoriale di V. Si ricordi inoltre che
dimV < dimV’.

Pertanto, se I’applicazione lineare T : V' — V' & iniettiva, si pud definire in modo naturale 1’applicazione:

T:P(V) — PV, [v]— [T(Vv)]

L applicazione T & ben definita, ovvero si verifica facilmente che se [v] = [w] € P(V), allora [T(v)] =
[T'(w)] € P(V'). Infatti, da v ~ w, segue che w = Av, con A\ € K — {0} e quindi, per la linearita di T':

T(w) = A\T'(v),
cioé che T'(v) ~ T'(w).
T

Osservazione. 1. ¢ iniettiva. Infatti da:

T([v]) = T([w)),
segue che esiste uno scalare A\ # 0 tale che T'(w) = AT'(v), ma per I'iniettivita di 7" si ha che w = Av.

2. Se T':V — V' & un isomorfismo, allora 7" : P(V) — P(V’) & una biezione.

Infatti, se [w'] € P(V'), poiché T & un isomorfismo, esiste un vettore v € V tale che w' = T'(v). Segue

quindi che [w'] = T([v]).
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Si puo introdurre quindi la seguente definizione.

Definizione 17. Una biezione f : P(V) — P(V') tra due spazi proiettivi P(V') e P(V’) si dice trasformazione
proiettiva o isomorfismo proiettivo o omografia se esiste un’isomorfismo T : V. — V' tra gli spazi vettoriali

V e V' tale che f =T, cioe tale che:
perogni [v] € P(V).
Se V! =V, una trasformazione proiettiva f : P(V) — P(V') é anche detta proiettivita di P(V').
Osservazione. Dato un isomorfismo 7' : V — V”, si ha che:
AT =T, VreK-{0}.

Infatti:
[(AT)(v)] = [AT(v)] = [T'(v)],

per ogni v € V. Viceversa, si pu0 provare la seguente proprieta.

Proposizione 10. Se T} : V — V' ¢ Ty : V — V' sono isomorfismi tali che
Ty =T,
allora esiste A € K — {0} tale che Ty = \T7.
Dimostrazione. Da [T5(v)] = [T1(v)], per ogni v € V — {0}, segue che esiste A\, € K — {0} tale che
To(v) = AT (v).
Quindi ogni vettore v € V' — {0} & un autovettore, relativo all’autovalore A, dell’automorfismo:
T, oTh: V= V.

Si pud provare che in realta A\, non dipende da v, cio¢ che se v e w sono vettori di V' — {0} linearmente
indipendenti, allora Ay = Ay .

Infatti, da:
(T o To) (V) = Ay,
(T o To) (W) = AwW,
(T 0 To) (v + W) = Ay i(v + W)
segue che:
Aviw (VF+ W) = AV + AW,
dacui \y = \yy = A € K— {0}, perogni v € V — {o}. Pertanto 7; " 0 T = Xidy . O

Osservazione. Se dim'V = dim V”, allora gli spazi proiettivi associati P(V') e P(V”) sono isomorfi, cio¢ esiste
una trasformazione proiettiva f : P(V') — P(V"). Infatti, poiché dim V' = dim V", allora esiste un’isomorfismo
T :V — V', Lisomorfismo proiettivo tra P(V') e P(V’) non & perd mai canonico, in quanto I’isomorfismo tra
Ve V' dipende dalla scelta delle basi di V' e V'. In particolare se dim V' = n + 1, allora P(V') & isomorfo a
P*(K).
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Proposizione 11. 1. La funzione
idpo\P(V) — P(V), P=[v]— P =[v]
¢ una proiettivita di P(V).
2. Date due trasformazioni proiettive:
f:P(V) =PV, g:PV')—PV"),
la composizione
go f:P(V)—=PV")
e ancora una trasformazione proiettiva.
3. Linversa f=! di una proiettivita f : P(V) — P(V) é ancora una proiettivita di P(V').
Dimostrazione. 1. idp(yy € una proiettivita di P(V') in quanto ¢ indotta dall’automorfismo idy : V' — V.

2. go f ¢una trasformazione proiettiva, in quanto se:
f =T, g= U,
con
T:V —V/,
Uv:vi—Vv”

e~

isomorfismi, allora go f =U o T.

3. f~! & una proiettivita di P(V), in quanto, se f = T,con T :V — V automorfismo, allora f~! = T-1.
O

1.12.1 1l gruppo delle proiettivita

Per quanto visto in precedenza una proiettivita f : P(V) — P(V) & quindi determinata da un automorfismo
T : V — V e per la Proposizione [10] gli automorfismi AT, al variare di A € K — {0}, determinano la stessa
proiettivia f.

Si ricordi che I’insieme degli automorfismi dello spazio vettoriale V' € un gruppo rispetto alla composizione
di automorfismi. Indicheremo il gruppo degli automorfismi dello spazio vettoriale V' con la notazione GL(V).

Come conseguenza della Proposizione si ha che anche I’insieme delle proiettivita di P(V') & un gruppo
rispetto alla composizione di proiettivitd. Indicheremo il gruppo delle proiettivita di P(V') con la notazione
PGL(V).

Abbiamo quindi un’omomorfismo di gruppi rispetto alla composizione:
a:GL(V) — PGL(V), T+—T,

che ¢ suriettivo (per definizione di proiettivita) ma non ¢ iniettivo. Infatti, per la Proposizione si ha che il
nucleo:
Kera = {T S GL(V) I T= Zd]p(v)}
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coincide con il sottogruppo di GL(V') dato da:
{T e GL(V) | T = Midy, A € K—{0}},

isomorfo al gruppo (K*,.), dove K* = K — {0} e . indica il prodotto sul campo K.
Per il Teorema dell’isomorfismo per i gruppi si ha pertanto I’isomorfismo:

PGL(V) = GL(V)/K*,

N

e si pud verificare che K* & il centro del gruppo GL(V'), cioé I'insieme degli elementi di GL(V') che commutano
con tutti gli elementi di GL(V).
Osservazione. 1. Gli automorfismi
Aidy :V+—V, v Av,
dove A € K*, sono dette anche omotetie di V. Piu precisamente, nel caso particolare di K = R le
omotetie sono dilatazioni se A > 1 e contrazioni se \ < 1.

2. La costruzione del gruppo delle proiettivita PGL(V') a partire dal gruppo degli automorfismi GL(V') &
analoga a quella dello spazio proiettivo P(V') a partire dallo spazio vettoriale V. Si dichiarano infatti
equivalenti elementi ottenuti uno dall’altro per la moltiplicazione per uno scalare non nullo.

3. Se lo spazio vettoriale V' ¢& isomorfo allo spazio vettoriale V' (o equivalentemente se dim V' = dim V"),
allora i gruppi PGL(V) e PGL(V') sono isomorfi.

Infatti, utilizzando un qualsiasi isomorfismo tra V e V’:
T:V —V

e la trasformazione proiettiva indotta:

T:P(V)— P(V')
possiamo definire 1’isomorfismo di gruppi:
¢ : PGL(V) — PGL(V'), fr—TofoT 1
4. Se dimV =n + 1, allora:
PGL(V) =2 PGL(K™*!).
Indicheremo il gruppo PGL(K"*1) anche con PGL(n,K).

1.12.2 Equazioni delle trasformazioni proiettive e matrici associate

Siano P(V') e P(V’) due spazi proiettivi di dimensione n. Assegnato un riferimento proiettivo R = (P, P,

..y Ppt1) di P(V) ed un riferimento proiettivo R’ = (Qo, @1, . - ., Qn+1) di P(V'), si pud provare che esiste
un’unica trasformazione proiettiva f : P(V) — P(V’) tale che f(P;) = Q;,perogni ¢ =0,1,...,n+ 1. Siha
infatti il seguente teorema.

Teorema 2. Siano Py, Py, ..., P,+1 n+ 2 punti in posizione generale di uno spazio proiettivo P(V') di dimen-
sione n e Qo, Q1,-..,Qni1 N+ 2 punti in posizione generale di uno spazio proiettivo P(V') di dimensione n.
Allora esiste un’unica trasformazione proiettiva f : P(V) — P(V"') tale che

f(P)=Q;, i=0,1,...,n+1.
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Dimostrazione. Si scelgano n + 2 vettori v;,4 =0,1,...,n+ 1, in V tali che:
n
[Vi]:Pi,i=O71,...7n—|—17 Vn-‘rl:ZVi-
i=0
Analogamente si scelgano n + 2 vettori w;,2 =0,1,...,n+ 1, in V’ tali che:
n
[Wi]:Qi7i:0a17"'an+]—7 Wn+1zzwi~
i=0

Si ha quindi che (vg,vy,...,Vv,) & unabase di V e che (wg,wy,...,w,) & una base di V’. Per il teorema
fondamentale delle applicazioni lineari esiste allora un’unica applicazione lineare:

T:V —V
tale che T'(v;) = w;, perogni i = 0,1, ..., n. Inoltre:
T(Vn+1) = ZT(Vl) = ZWZ‘ = Wn+1-
i=0 i=0

Si pud allora definire la trasformazione proiettiva f = T : P(V) —s P(V"), data da:

Si ha quindi che T'(P;) = Q;, perogni i = 0,1,...,n+ 1.

Per provare 1'unicita supponiamo che esista un’altra trasformazione proiettiva g : P(V) — P(V’) che
verifichi la stessa proprieta, cio¢ tale che 9(P)=Q;, i=0,1,....,n+1. SiaU : V — V'’ un isomorfismo
taeche g =U.

Si ha pertanto:

U(vi):uiwi, 1=0,1,...,n+1,
P 1Wny1 = U(Vig1) = 200 U(Vi) = 2000 piwi.
Ma poiché la decomposizione:

n
Wn41 = E Wi,
=0

¢ unica (si ricordi che (wq,w1,...,w,) &unabase di V'!), allora:
Hi 1,
Hn+1
perogni ¢ =0,1,...,n. Pertanto:

U(Vz) = Hn4+1Wj ://['n-i-lT(vi)a i:0717"'7n+15
cioe U =T. O
Vogliamo ora, data una trasformazione proiettiva f : P(V)) — P(V"') e fissati due riferimenti proiettivi R =
(Po, P1y ..., Poy1) e R = (Qo, @1, - -, Qny1) rispettivamente di P(V) e P(V’), determinare 1’espressione
in coordinate omogenee dell’immagine:
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del generico punto P € P(V) in termini delle coordinate omogenee di P.

Come per le applicazioni lineari ¢ possibile definire una matrice associata a f rispetto ai due riferimenti
proiettivi R’ ¢ R’. A differenza del caso delle applicazioni lineari, vedremo che la matrice associata ad una
proiettivita non ¢ unica, ma ¢ univocamente determinata a meno di un fattore di proporzionalita non nullo.

Si ricordi che, dato un riferimento proiettivo R = (Py, Pi, ..., P,41) di uno spazio proiettivo P(V)
di dimensione 7, esiste ed & unica a meno di un coefficiente di proporzionalita non nullo, una base B =
(eo,€1,...,e,) di V tale che:

P, =le], i=0,1,...,n,

Pn+1:[eg+e1+...+en].

Analogamente, dato un riferimento proiettivo R = (Qo, Q1, - - ., @n+1) di uno spazio proiettivo P(V') di dimen-
sione n esiste ed & unica a meno di un coefficiente di proporzionalit’a non nullo, una base C = (fy, fy,...,f,)

di V' tale che:
Qiz[flL i:O,l,...,n,
Qnir=fo+fH1+...+£]

Sia T : V' — V' un isomorfismo tale che T' = f e si ricordi che tale isomorfismo & unico a meno di un fattore
di proporzionalita non nullo.

Sia A = MBC(T) la matrice associata, rispetto alle basi B e C, e siano

X' = AX,
le equazioni di T rispetto alle basi 5 e C, dove:
Zo xp
X x}
X = , X' =
T al

Si osservi che A € GL(n + 1,K), cioe det A # 0.
In termini delle coordinate omogenee [z : 1 : ... : xy] di P e [z : 21 : ... x)] di f(P), siottiene
pertanto per 1’espressione P’ = f(P) la seguente equazione matriciale:

pX' = AX,
dove p € K — {0} & un fattore di proporzionalita non nullo. Le equazioni:
pT( = AgoTo + ao1T1 + - .. + AopTn,
pry = aipro + anxy + ...+ a1py,
PTy, = ApoTo + An1T1 + . .. + Gpnlnp,

dove gli a;;, ¢ = 0,1,...,n + 1 sono gli elementi della matrice A, sono dette equazioni di f rispetto ai
riferimenti proiettivi R e R’. Si osservi che p & uno scalare non nullo arbitrario.

In altri termini, si ha quindi:

fzo @1 ... xy]) = [agoTo + Go1T1 + - -« + AonTn & -+ ¢ Ao + A1 T1 + -« . + Ay
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La matrice A & una matrice associata a f rispetto ai riferimenti proiettivi R ¢ R’ e non & univocamente
determinata. Infatti, ogni matrice della forma AA, con A € K*, & una matrice associata f ispetto ai riferimenti
proiettivi R e R’.

Osservazione. Una proiettivita di una retta proiettiva & individuata assegnando le immagini di tre suoi punti in
posizione generale, ovvero di tre suoi punti distinti.
Esercizio 13. Determinare le equazioni, rispetto al riferimento proiettivo standard R di P'(R), della proiettivita
f di PY(R) tale che:

f(P) =P, f(P)=P;, [f(Ps)=Ps

con
P1:[211], P2:[122], sz[].:*l],

Pl=1[:1], Pj=1[0:1], Pj=1[1:0].
Soluzione Si osservi innanzitutto che i punti Py, P2, P3 (rispettivamente P;, Py, P4) sono in posizione generale
e pertanto esiste un’unica proiettivita f : P}(R) — P!(R) tale che f(P;) = P!, i=1,2,3.
Le equazioni di una generica proiettivita di P*(IR), rispetto al riferimento standard R, sono del tipo:

(1.12)

!

pTy = Gpoxo + 0171,
!

pPT] = a10T0 + G1171,

dove p & un numero reale non nullo arbitrario, [z : 1] (rispettivamente [z(, : }]) sono le coordinate omogenee
del generico punto P € P!(R) (rispettivamente del punto f(P))rispetto al riferimento standard R, e a;;,
i =0, 1, sono gli elementi di una matrice associata A € GL(2,R) alla proiettivita rispetto al riferimento R .

Pertanto, usando le equazioni ([]E]) ed imponendo, in termini delle coordinate omogenee, la condizione
f(Py) = P siottiene:
p = 2agp + ap1,
p = 2a1o + a1,

da cui la condizione:
2a00 + ap1 = 2a19 + aii.

Analogamente, dalle condizioni f(P2) = Py e f(Ps) = P} si ottengono rispettivamente:

{ 0 = ago + 2ao1, { p" = ago — ao1,

/
p = ai+ ai, 0=aio — a1,

da cui:
apo + 2a01 =0, ajp—a;; =0.

Si osservi che p’ e p” sono numeri reali non nulli arbitrari. Risolvendo allora il sistema lineare omogeneo:

2a90 + ao1 = 2a10 + ax1,
apo + 2a01 = 0,

ajg—ai;1 =0
nelle incognite a;;, ¢ = 0,1, si hanno le infinite soluzioni:

a1 = —api, 0aip = —ap1, Goo = —2ao1,
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dipendenti dal parametro non nullo ap;. Una matrice associata a f rispetto al riferimento standard R ¢ ad

esempio la matrice:
-2 1
-1 -1

e le equazioni della proiettivita richiesta f rispetto al riferimento standard R sono:

pxé) = _on + T,
!/
pry = —To — T,

con p numero reale non nullo arbitrario. La proiettivita richiesta ¢ quindi la biezione:

f:PYR) — PY(R), [2o:x1]+— [—220 + 21 : —x0 — 1]

Osservazione. Consideriamo in P! (R) (rispettivamente in P!(C)) i tre punti del riferimento proiettivo standard:
Fo=[0:1), F=[1:1], U=[1:1]

ed indichiamo con Fy, P, P, ogni loro permutazione. Abbiamo gia osservato che I’insieme delle proiettivita
di P}(R) (rispettivamente di P!(C)) ha la struttura di gruppo rispetto alla composizione, che abbiamo indicato
con PGL(R?) (rispettivamente PG L(C?)). Poiche dati i punti Fyy, F';, U esiste un’unica proiettivita che man-
da i precedenti punti nei punti Py, P;, P, abbiamo che il gruppo delle proiettivita PGL(R?) (rispettivamen-
te PGL(C?)) contiene una copia del gruppo simmetrico S3, cio¢ del gruppo delle permutazioni dell’insieme
{Fo, F1,U}.
Esempio. (Gruppo delle proiettivita di P!(C)) Abbiamo gia osservato nell’Esempio|1.3|che la retta proiettiva
complessa P*(C) (nota anche come sfera di Riemann) puo essere identificata con CU{oo}, dove per oo si indica
rispetto al riferimento proiettivo standard di P! (C)) il punto improprio (rispetto a o) di coordinate omogenee
[0:1].

Si puo identificare il gruppo delle proiettivita di P*(C) con il gruppo delle trasformazioni lineari fratte
(TLF) o di Mébius di C U {oo}, cioé con il gruppo delle biezioni:

f:CU{oo} — CU {0},

definite da
%IZ sez € C— {f%
f(z)=4¢ oo sez=—4, (1.13)
e se z = 0.
con i parametri a, b, c,d € C tali che ad — bc # 0. Infatti, usando I’identificazione z = 1, alla trasformazione

Zo

lineare fratta f : CU {oco} — C U {co} corrisponde la proiettivita:
f:PY{C) — PYC), [xo:x1]+— [cx1 + dxo : azy + by,

con matrice associata rispetto al riferimento proiettivo standard di P*(C) la matrice:

(b 5)
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Si verifichi per esercizio che I'insieme delle trasformazioni lineari fratte di C U {oo} & un gruppo rispetto alla
composizione. L’inversa f~! della trasformazione lineare fratta f, definita da (T.13)), & la trasformazione lineare

fratta data da:
=dzth ez € C— {4}

cz—a
fH2) =4 o sez =4,
—4 se z = 00.

Il gruppo delle trasformazioni lineari fratte di C U {co} non & abeliano. Infatti ad esempio se si considerano le
funzioni lineari fratte, scritte brevemente nella forma:

f()==, g(z)=z+1,

si ha:

(Fog)z) = flz+1) = (QOf)(z)ng) SEN)

Esercizio 14. Si verifichi che ’insieme delle trasformazioni lineari fratte di C U {oo} & un gruppo rispetto alla
composizione.

z+1’

Una proiettivita di un piano proiettivo ¢ individuata assegnando le immagini di quattro suoi punti in posizione
generale, ovvero di quattro punti a tre a tre non allineati.

Esercizio 15. Determinare la proiettivita f di P?(R) tale che

f(P) =PF;

79

1=1,2,3,4,
dove i punti P; e P! hanno, rispetto al riferimento standard R di P?(R), coordinate omogenee:

Pp=[1:0:0], P,=[0:1:0], P3=1[0:0:1], Py=[1:1:1],
P/=[1:0:0], Pi=[1:1:0], P{=[0:0:1], P;=[1:2:2].

Soluzione Si osservi innanzitutto che i punti Py, P», P3 e P sono rispettivamente i punti fondamentali ed il punto
unita del riferimento standard R di P?(R) e sono pertanto in posizione generale. Inoltre i punti Pj, P5, P, P,
sono in posizione generale in quanto a tre tre non allineati sono in posizione generale. Esiste quindi un’unica
proiettivita
f:P*(R) :— P*(R)
tale che f(P;)) = P!, i=1,2,3,4.
Le equazioni di una generica proiettivita di P?(R), rispetto al riferimento standard R di P?(R), sono del

tipo:

PTH = @oTo + o171 + Ag2T2,

pTY = a10T0 + a1171 + a1272, (1.14)

pTy = a20Z0 + A2171 + G272

dove p & un numero reale non nullo arbitrario, [z : 21 : 2] (rispettivamente [z(, : = : 24]) sono le coordinate
omogenee del generico punto P € P?(R) (rispettivamente del punto f(P)) rispetto al riferimento standard R e
ai;, ¢ =0,1,2, sono gli elementi di una matrice associata A € GL(3,R) alla proiettivita rispetto al riferimento
R. Imponendo le condizioni f(P;) = P/, i = 1,2,3,4 e preocedendo come nell’Esercizio [13]si ottiene la
proiettivita:

f[zo : @1 s 22]) = [—mo + 2271 : 221 : 229).
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Osservazione. Una trasformazione proiettiva f : P(V') — P(V') essendo indotta da un isomorfismo 7" : V' —
V' (cioe tale che T' = f), trasforma un sottospazio proiettivo S = P(W) di P(V') nel sottospazio proiettivo
f(S) =P(T'(W)) di P(V'). In particolare si osservi quindi che:

dim f(S) = dim S.

Poiche la restrizione Ty : W — T(W) dell’isomorfismo 7" a W & un isomorfismo, allora la restrizione
fls S — f(S) di faS &una trasformazione proiettiva da .S in f(.9).

In particolare, I'immagine mediante una trasformazione proiettiva f : P(V) — P(V’) di una retta proiettiva
in P(V') & una retta proiettiva in P(V"). Si ha quindi la seguente proprieta.

Proposizione 12. Una trasformazione proiettiva [ : P(V) — P(V') conserva gli allineamenti, cioé se un punto
P appartiene alla retta proiettiva L(A, B) in P(V), allora f(P) appartiene alla retta proiettiva L(f(A), f(B)).

Dimostrazione. Scelto un isomorfismo 7' : V — V/ tale che T = f,se:
A= [V]7 B = [WL

allora il generico punto P (con P # A e P # B) della retta proiettiva AB ha come rappresentante un vettore
del tipo Av + uw, con A\, u € K — {0}. Da:

J(P) = [TV + pw)] = AT (v) + pT(w)]

si ha pertanto che il punto f(P) appartiene alla retta proiettiva in P(V’) passante per i punti f(A) = [T'(v)] e
f(B) = [T'(w)]. Siosservi inoltre che:

f(P)# f(A), f(P)#[(B).
O

Osservazione. Si osservi che una biezione f : P(V) — P(V’) che conservi gli allineamenti e tale che anche
I’inversa f~! conservi gli allineamenti non & necessariamente una trasformazione proiettiva.

Ad esempio si consideri la biezione:
f:PY(R) = P'(R)

definita da:
F0:) =[0:1,  f([La)=[1:a% 2 eR.

Le biezioni f e f~! conservano entrambi gli allineamenti ma f non & una trasformazione proiettiva!
Esercizio 16. Determinare le proiettivita f di P?(R) tale che:
firy=r", f(s)=s, f([1:2:1)=[1:0:0],

con:
rixzg—x1=0, :ixg+x1=0, s:xo+zi+220=0, s :T1+22=0

(rispetto al riferimento proiettivo standard R di P%(R) ).
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Soluzione Una generica proiettivita f di P?(R) ha I’espressione:
f([@o = z1 = 22]) = [aooxo + ao1®1 + o222 : G100 + @121 + G122 © A20T0 + A2121 + A22T2),
dove
apo Aol Go2

A= a0 an a2
azo  G21 G2

¢ una matrice associata a f rispetto al riferimento standard R. Per imporre la condizione f(r) = ' si osservi
che & sufficiente scegliere due punti distinti P; e P, di r ed imporre che f(Py;) e f(P,) appartengano a r’. Per
la Proposizione[12]si ha allora che se P € r, allora f(P) € r’, ciod che f(r) = r’. Scelti ad esempio:

P,=[1:1:0], P,=[0:0:1]
ed imponendo che
f(Pr) = [aoo + ao1 : a0 + a1 : ago +ag1] €7, f(P) = [ao2, a2, a] € 17,
si ottengono le equazioni omogenee nelle incognite a;; :
apo + ao1 = —(a10 +an), ap2 = —aiz.
Analogamente, scelti da esempio i due punti distinti di s:
Q1=[1:-1:0], Q2=1[0:1:—1]
ed imponendo che
J(Q1) = laoo — ao1 : aro — a1y : azo — ag1] € s, f(Q2) = [aor — ap2 : @11 — a1z : ag — az] € s,
si ottengono le equazioni omogenee:
aip —ain = *(azo - CL21), ailr — a2 = *(azl - 022)-
Infine dalla condizione f([1:2:1]) =[1:0: 0] siottengono le equazioni omogenee:
aio +2a11 + a2 =0, ag + 2a91 + a2 = 0.

Risolvendo il sistema lineare omogeneo:

ago + ap1 = —(a1o + ai1),
ap2 = —ai2,

aio — a1 = —(azo — az1),
a1l — a12 = —(6121 - a22),
aio + 2a11 + a2 =0,

ago + 2az1 +az2 =0

si perviene alla soluzione:

apgo = —ag1+taii+aiz, ag2 = —aiz, aip = —2a11—aiz, ag = 2ai1+aiz, a1 = —ai1, G2 = —a12.
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Si ottengono pertanto infinite proiettivita di P?(R) con matrici associate rispetto al riferimento standard le
matrici:

—ap1 + a11 + a2 aol —a12
A= —2a11 — aq2 a1 2a11 +aqe, |,
—ail —ai1 —a12

con det(A) # 0.

Si osservi infatti che per avere 'unicita dela proiettivita manca una condizione sull’immagine di un pun-
to. Vedremo in seguito che la condizione f(r) = r’ corrisponde per dualita, passando allo spazio proiettivo
P(R3*) dello spazio vettoriale duale R®™ e alla corrispondente proiettivita duale di f, ad imporre che I'immagine
(mediante la proiettivita duale di f) del punto, duale della retta r, sia il punto duale della retta r’.

Esempio. (Il cambiamento di coordinate omogenee) Sia (V') uno spazio proiettivo di dimensione n. Fissate

due basi B = (eg,eq,...,ey) e C = (fy,f1,...,f,) dello spazio vettoriale V', il cambiamento di coordina-
te omogenee su uno spazio proiettivo P(V') di dimensione n, dal riferimento (eg,eq,...,e,) al riferimento
(fo, f1,...,£,), di equazioni:
x xg
x) X1
p =4 ;
x, T,

dove A = M®P & lamatrice del cambiamento di base da C a B, definisce una proiettivita di (V') con matrice
associata A rispetto ai due riferimenti (eg, ey, ...,e,) e (fo,f1,...,£,) di P(V).

Tra le proiettivita di uno spazio proiettivo sono particolarmente interessanti le involuzioni.

Definizione 18. Una proiettivita f di uno spazio proiettivo P(V'), diversa dall’identita idp vy, e tale che f 2=
idp(yy si dice involuzione di P(V').

Si osservi che se A € una matrice associata ad una proiettivita f rispetto ad un riferimento proiettivo ed ha
traccia nulla, allora ogni altra matrice associata ad f ha traccia nulla.

Nel caso particolare delle involuzioni di una retta proiettiva si pud provare la seguente proprieta.

Proposizione 13. Una proiettivita [ di una retta proiettiva P(V') ¢ un’involuzione se e solo una sua matrice
associata ha traccia nulla.

Dimostrazione. Sia A una matrice associata alla proiettivita f rispetto ad un riferimento proiettivo di P(V).
Dobbiamo provare che f & un’involuzione se e solo se tr (A) = 0. La condizione f? = idp(yy si traduce in
termini della matrice A nella condizione:

A% = pI, (1.15)

dove p & uno scalare non nullo e I & la matrice unita di ordine 2. Da (I.13) si ha quindi:
(det A)* = p?,

cioe det(A) = £p.
Quindi f? = idp(y) se e solo se A* = %(det A)I, ovvero se e solo se:

A=+(det A)A™.
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Posto:

si ha:
R agz  —aiz
det A\ —a21 an ’

L’uguaglianza A = (det A)A~! si traduce quindi in:

a11 = a2, 12 = —aiz, ag1 = —a2i,
cioe in A = ul, con p scalare non nullo e quindi in f = idp(y).

L altra uguaglianza A = —(det A)A~! si traduce invece in:
a1 = —G22, Aa12 = a2, G21 = 421,

ciog nella condizione tr (A) = 0. Pertanto f? = idp(y), con f # idp(yy, se e solo se tr (A) = 0.

1.12.3 Punti fissi di una proiettivita

Data una proiettivita f : P(V) — P(V') di uno spazio proiettivo P(V') & possibile introdurre la nozione di punto
fisso. Pill precisamente si ha la seguente definizione.

Definizione 19. Un punto P € P(V') ¢ un punto fisso della proiettivita f : P(V) — P(V) se f(P) = P.

Sia T : V — V un automorfismo di V tale che T = f ev €V —{o} un rappresentante del punto
P € P(V), la condizione f(P) = P & equivalente, in termini dell’automorfismo 7', alla condizione:

ovvero alla condizione che il vettore rappresentante v di P sia un autovettore dell’automorfismo 7. Infatti, si
ricordi che [T'(v)] = [v] se e solo se esiste uno scalare A € K — {0} tale che T'(v) = Av.

Osservazione. 1. Tpunti fissi di una proiettivita f di P(V') si trovano quindi determinando gli autovettori di
uno degli automorfismi 7" associati ad f ( ciog di un automorfismo 7' tale che T = f).

2. Una proiettivita f di P(V) ha punti fissi se e solo se uno degli automorfismi associati 7' ha autovettori.

Esercizio 17. Determinare i punti fissi della proiettivita f di P?(R) definita, rispetto al riferimento proiettivo
standard R di P*(R), da:
f[xo : @1 s x2]) = [x0 — 1 = ®o + 3271 : 222).

Soluzione Una matrice associata alla proiettivita f rispetto al riferimento standard R ¢ ad esempio la matrice:
1 -1

A=11 3
0

0
0 | ecL,R).
0 2

Si osservi che poiché si sta considerando una proiettivita f dello spazio proiettivo reale P?(R) si considerano
come autovalori dell’automorfismo associato T : R? — R3 solo le soluzioni reali dell’equazione caratteristica
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det(A — M) = 0, dove I & la matrice unita di ordine 3. La matrice A ha come unico autovalore A = 2 di
molteplicita 3 e con autospazio V) il piano vettoriale di equazione zg + 1 = 0.

Quindi i punti fissi della proiettivita f sono i punti della retta proiettiva P(V\) cioe¢ della retta proiettiva di
equazione xg + x; = 0. Infatti:

f([$0 L —Xp - .%2]) = [21’0 : —21’0 : 2%2] = [fEO L —Xp - (EQ}.

Esercizio 18. Determinare le proiettivitd di P2(R) che fissano punto per punto la retta v : o = x1 e che
mandano il punto Py =[1:0:0] in P, =[2:3: —1].

Soluzione Una proiettivitd f con le proprietd descritte deve fissare due punti della retta r, ad esempio [0 : 0 : 1],
[1:1:0]. Questo non é sufficiente per avere che ogni punto della retta r é fisso. Infatti, si deve ancora imporre
che ogni punto [1 : 1 : b], con b # 0, é fisso. Imponendo anche la condizione f(P;) = P», si ottengono le
infinite proiettivitd con matrice associata rispetto al riferimento standard di P?(R) le matrici

2 k-2 0
A = 3 k-3 0
-1 1 k
con k # 0.
Osservazione. 1. Se P(V') & uno spazio proiettivo complesso, cio¢ se V' & uno spazio proiettivo complesso,

ogni proiettivita di P(V') possiede almeno un punto fisso.

2. Se P(V) & uno spazio proiettivo reale di dimensione pari, cio¢ se V & uno spazio proiettivo reale di
dimensione dispari, allora ogni proiettivita f di P(V)~possiede almeno un punto fisso. Infatti, poiché V'
ha dimensione dispari, ogni automorfismo 7 tale che 7' = f ha almeno un autovalore.

3. Una proiettivita di uno spazio proiettivo reale di dimensione pari pud non avere punti fissi. Ad esempio, la
proiettivita:
f:PYR) — PYR), [2o:x1]+— [~21 : 0]

non ha punti fissi.

Esercizio 19. Determinare i punti fissi della proiettivitd:
f:PYC) — PYC), [zo: 1] [~21: z0]-
Per quanto riguarda i punti fissi di un’involuzione di una retta proiettiva si ha la seguente proprieta.

Proposizione 14. Un’involuzione f della retta proiettiva P! (K), con K = R, C, non puo avere due punti fissi
coincidenti. Se K = C, un’involuzione ammette sempre due punti fissi distinti.

Dimostrazione. Sia A una matrice associata all’involuzione f, come conseguenza della Proposizione [13]si ha
che tr (A) = 0. Pertanto la matrice A ha polinomio caratteristico:

det(A — AI) = \? + det(A),

con det(A) # 0 ed A non pud avere due autovalori coincidenti.
Se K = C, il polinomio caratteristico A\> + det(A) = 0 ha due radici distinte. O
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1.13 Birapporto e quaterne armoniche

Utilizzando le proiettivita si puo introdurre la nozione di sottoinsiemi proiettivamente equivalenti. Piu precisa-
mente si ha la seguente definizione.

Definizione 20. Due sottoinsiemi F' e F' di uno spazio proiettivo P(V') si dicono proiettivamente equivalenti
se esiste una proiettivita g di P(V') tale che g(F') = F’.

In particolare, per il Teorema due sottoinsiemi di P(V') costituiti da &k punti sono proiettivamente equiva-
lenti se:
k< dimP(V) + 2.
Se k£ > dimP(V) 4+ 2 non & piu vero in generale che due sottoinsiemi di (V') costituiti da &k punti sono
proiettivamente equivalenti (ad esempio nel caso di 4 punti di una retta proiettiva).

Come conseguenza del Teorema [2]abbiamo infatti il seguente corollario. Si ricordi infatti che tre punti distinti
di una retta proiettiva sono in posizione generale.

Corollario 1. Date due triple di punti distinti Py, P1, Py e Qo,Q1, Q2 su due rette proiettive P(V) e P(V'),
esiste un’unica trasformazione proiettiva f : P(V) — P(V') tale che f(P;) = Q;, i =0,1,2.

Nel caso in cui k& > dim P(V') + 2 un problema naturale & quindi quello di descrivere le classi di equivalenza
proiettiva di k-uple di punti in P(V'), ovvero di classificare tali classi di equivalenza.

Nel caso delle quaterne di punti di una retta proiettiva (o pill in generale allineati) si ottiene una soluzione del
precedente problema mediante la nozione del birapporto o cross-ratio.

Siano Py, Py, P, P3 quattro punti della retta proiettiva P*(K) (o pill in generale quattro punti di una ret-
ta proiettiva r in uno spazio proiettivo P(V')). Si supponga inoltre che Py, Py, P> siano distinti, ovvero che
Py, Py, P, siano in posizione generale. Allorain P! (KK) (o pil in generale sulla retta proiettiva 7 ) & univocamente
determinato un sistema di coordinate omogenee tale che:

POZ[].ZO], P1:[021], PQZ[].I].],

Si ha quindi
Py =Tyo : 11,

dove [yo : %1] sono le coordinate omogenee di Ps rispetto al riferimento R = (P, Py, P,) di P'(K) (o pil in
generale della retta proiettiva ) con punti fondamentali Py, P; e con punto unita Ps.

Definizione 21. Il birapporto o cross-ratio della quaterna ordinata di punti Py, Py, Py, P3 (con Py, Py, P,
distinti) di una retta proiettiva é I’elemento di K U {o0}, dato da:

N se yo #0,
B(Po, Pi, Pa, P3) = { Yo
oo se yo=0.

Osservazione. 1. Si osservi che se yg # 0, il birapporto 8(Py, Py, P2, P3) della quaterna ordinata di punti
corrisponde alla coordinata non omogenea (affine) sulla retta affine:

Uo = {[yo : 1] | wo # 0}.

2. Py = Py (punto improprio di P (K) rispetto a yo) se ¢ solo se B(Po, Py, Py, Py) = .
3. P3 = Py seesolose 3(Py, Pi,Ps, P3) =0.
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4. Py =P, seesolose (P, Py, P2, P3) = 1.

Vogliamo ora determinare una formula per calcolare il birapporto 5(Py, Py, P2, P3) di una quaterna ordinata
di punti a partire da un sistema di riferimento proiettivo qualsiasi, senza dover necessariamente considerare il
riferimento proiettivo con punti fondamentali Py, P; e punto unita P,, ovvero senza operare un cambiamento di
coordinate omogenee.

Sia R’ un riferimento proiettivo qualsiasi della retta proiettiva P* (K) (o piti in generale della retta proiettiva r
in P(V')) e si supponga che i punti Py, Py, P>, P35 (con Py, Py, P, distinti) della retta proiettiva abbiano, rispetto
al riferimento proiettivo R’, coordinate omogenee:

Po=[Xo:pol, Po=[i:pi], Po=[A:pa], P3=[Xs:ps].
Siano a, 5 € K tali che:
(A2, p2) = a(Ao, po) + B(A1, pa)

e v,6 € K tali che:
(A3, u3) = v(a@Xo, apio) + 0(BAL, Bur).

Si ha quindi che P5 ha coordinate omogenee [ : ¢] nel riferimento proiettivo con punti fondamentali Py, P; e
con punto unita P, . Dal sistema:

Aoa + BA1 = Ag,
poo + p1 8 = pa,
ay + BA10 = As,

apoy + Buid = ps3,

ultilizzando la regola di Cramer (applicata dapprima alle prime due equazioni per ottenere «, /3 e poi, sostituendo
le espressioni di « e 3, riapplicata alle ultime due equazioni per ricavare y e §) si ottiene:

[7.5][ Az A1 A A2 || A A3 Ao A ]
' M3 po M2 || Mo M3 po g1 ||
Pertanto:
‘ Ao Az ’ ‘ Al A2
d Mo M3 M1 2
Py, P, Py, Py) = 2 = : 1.16
B(Po, P1, Ps, Ps3) 5 N o (1.16)
H1 o K3 Ho M2

Osservazione. Se \; # 0, i =0, 1,2, 3, considerando le coordinate non omogenee

dei punti P;, « = 1,2, 3, si ottiene per il birapporto della quaterna di punti la seguente espressione:

B(Py, Py, Py, P3) = (23 — 20)(22 — 21) _ (22 — 21)/(22 — 20)

(23 —21)(22 —20) (23 —21)/(23 — 20)’

che giustifica il nome “birapporto”.

Esempio. Si considerino in P3(R) i seguenti 4 punti collineari con coordinate omogenee rispetto al riferimento
proiettivo standard:

A=[1:0:-1:2], B=1[0:2:1:-1], ,C=1[2:2:-1:3], D=[1:-2:-2:1].
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Si osservi innanzitutto che:
(2,2,-1,3) =2(1,0,1,2) + (0,2,1,-1), (1,-2,-2,1)=(1,0,1,2) —(0,2,1,—1).

Pertanto rispetto al riferimento proiettivo con punti fondamentali {A, B} sulla retta proiettiva AB si ha:

Utilizzando la formula (I1.16)) si ottiene:

1
-1

A=[1:0, B=[0:1], C=2:1], D=]1:-1].
B(A’B7C’D)‘ 1 ’

Esercizio 20. In P3(R) sono dati, rispetto al riferimento proiettivo standard, i punti:

1 1 1 26
A=|[-2:0:—=": B=|-:1:3:2 =|=:3:—:8]|.
[ 0: 1 ﬂ, L 3 y c {63 ! ﬂ

— OO
O == O

-1

Verificare che i tre punti appartengono ad una retta proiettiva r e determinare il punto P di r tale che:
1
B(A,B,C,P) = 3

Soluzione La retta proiettiva AB ha equazioni parametriche:

To = —2Xo + 21,

xr1 = )‘1)

To = —%)\0 + 31,

£C3:3)\0+2)\1, )\O;Al E]R, )\%4’)\%#0
Il punto C' appartiene alla retta proiettiva AB se il sistema lineare:

L=-2x+ 1A,

3= )\17

% = —%)\0 + 31,
8 =3Xo+2A1, Ao, A1 ER, )\3—1—/\%7&0

Si trova come soluzione:

Per trovare il punto P che verifica le condizioni richieste, si introduce sulla retta proiettiva AB un riferimento
proiettivo R’ con punti fondamentali {A, B}. Pertanto rispetto a questo riferimento proiettivo:

A=[1:0, B=[0:1], C= {23}
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Pertanto I’esercizio si traduce nel determinare il punto P = [A3 : u3], dove con [A3 : p3] siindicano le coordinate
omogenee di P rispetto al riferimento R’ in modo tale che sia verificata la seguente condizione:

oo l[1 4]
1 0 M3 1 3
A,B,O,D:*: 9
d ) =3 0 A ||1 2
1 M3 0 3

da cui:

ps 9

A3 4’

Il punto P richiesto ha pertanto coordinate omogenee [4 : 9] rispetto al riferimento proiettivo R’. Per trovare le
coordinate omogenee di P, rispetto al riferimento proiettivo standard di P3(R), si pud osservare che:

1 1 7
P=|4(-2,0,—= ~.1,3,2) =|(-=,92
( 70’ 273)+9(27 73’ )] {( 2797 5730>}

e quindi P ha coordinate omogenee [—% :9:25: 30] rispetto al riferimento proiettivo standard di P?(R).

Proposizione 15. Siano Py, P1, Po, P3 quattro punti di una retta proiettiva P(V'), con Py, Py, Py in posizione
generale e siano Qq, Q1, Q2, Q3 quattro punti di una retta proiettiva P(V'), con Qo, Q1, Q2 in posizione gene-
rale. Allora esiste una trasformazione proiettiva f : P(V) — P(V') tale che f(P;) = Q;, i = 0,1,2,3, se e
solo se B(Po, P1, P, P3) = B(Qo, Q1,Q2, Qs3).

Dimostrazione. Poiché Py, Py, P, sono in posizione generale in P(V') e Qg, Q1, Q2 sono in posizione generale
in P(V"), per il Teoremal[2] esiste un’unica trasformazione proiettiva f : P(V)) — P(V") tale che

f(Po) =Qo, [f(P1)=Q1, [f(P)=Q:.

Per provare la proposizione si deve quindi dimostrare che f(P3) = Q3 se e solo se 3(Py, P1, Pa, P3) =
B(QO) Q17 QQa QS) .

Sia T : V — V' un isomorfismo tale che T = f e siano v; € V, i = 0,1,2, rappresentanti dei punti
P,eP(V)ev'; € V', i=0,1,2, rappresentanti dei punti Q; € P(V'):

Pi=1[vi, Qi=[vi], i=0,1,2,

tali che:
Py=[vo+vi], Qx=No+Vvi], T(vi)=vji=012.
Poiche
P(V) =P(L(vo,v1)), P(V') =P(L(vp, V1)),
si ha:

/ / !
V3 =YoVo +Y1Vi, Vg = 2Vy+21Vy.

Pertanto [yo : y1] (rispettivamente [z : 21]) solo le coordinate omogenee del punto Ps (rispettivamente Q3)
rispetto al riferimento proiettivo R = (P, Py, P») (rispettivamente R’ = (Qq, @1, Q2)). Si ricordi allora che
per definizione:

B(Po, Py, P2, P3) = &, B(Qo, Q1,Q2,Q3) = 2
Yo 20
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Dall’uguaglianza f(Ps) = Q3 si ha quindi:
T(vs) = Avh = Azovj+ z1V))
= T(yovo+11v1) = yovh + n1v},
con A € K— {0}. Se yo = 0, allora P; = P e quindi anche Q3 = @1, ciog:

B(Po, P1, Ps, P3) = 3(Qo, Q1, Q2, Q3) = 00.

Se yo # 0, allora:
Az z
B(Po, P1, P2, P3) = L )\71 == = B(Qo, Q1, Q2,Q3).
Yo 20 20
Viceversa, si supponga che [5(Py, P1, P2, P3s) = B(Qo,Q1,Q2,Q3) = 8. Se 8 = oo, allora P; = P e

Q3 = Q1 percui F(P) = Q3.

Se 8 # o0, si ha:
Y1 21
Yo # 07 20 # 07 — =
Yo 20
Pertanto: - "
1
V3 = YoVo + Yo—V1 = —(20vo + 21V1),
Z0 20
da cui: y Y
T(vs) = 2 (20vh + 21v}) = 224,
20 Z0
cioe f(Ps) = Q3. O

Si pud provare che una biezione tra due rette proiettive che conservi i birapporti & necessariamente una
trasformazione proiettiva. Si ha infatti la seguente proprieta.

Proposizione 16. Sia f : P(V) — P(V') una biezione tra le rette proiettive P(V) e P(V'). Se f conserva i
birapporti, allora f é una trasformazione proiettiva.

Dimostrazione. Se Py, P>, P3 € P(V') sono punti a due a due distinti (ciog in posizione generale), allora anche
f(Po), f(P2), f(Ps) son in posizione generale in P(V’). Si consideri su P(V) il riferimento proiettivo R con
punti fondamentali Py, P, e punto unita P . Rispetto al riferimento proiettivo R si ha quindi:

P0:[1:O], P1:[021], sz[ll]

Si consideri su P(V”) il riferimento proiettivo R’ con punti fondamentali Qg, @1 e punto unitd @5, sono quindi
univocamente determinate su P(V’) coordinate omogenee in cui:

Qo=1[1:0, Q=[0:1], Qy=][1:1].

Poiche f conserva i birapporti, se P = [xg : 2] rispetto al riferimento R e f(P) = [yo : y1] rispetto al
riferimento R’, segue che:
v

Yo Zo

Pertanto se si definisce I’isomorfismo:
!
T:V =V, (x0,21) — (cxo,c21),

dove ¢ € K — {0}, si hache T = f, cio¢ che f & una trasformazione proiettiva. O
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Osservazione. Seipunti Py, Py, P», P sono a due a due distinti, allora:
/B(POaP17P27P3) ¢ {071700}

E quindi naturale esaminare come varia il birapporto 5(Py, P, P2, P3) = 8 (della quaterna ordinata (Py, Py, P2, Ps))
permutando i punti P;.

Operando pero tutte le possibili permutazioni, non si ottengono per il birapporto 4! = 24 valori distinti ma

solo 1 6 valori distinti:
1 1 s p-1
67771_ﬂ7 ) ) }
{ B 1-8'p-1" 8

Infatti, ad esempio:

_(m-m)m-m) 1
B(Pl,PO’P%PS) B (23 - ZO))((Zz — 21)) B 5%

(B3 —22)(20 —21)
B(P27P13P07P3)* Z3—Zo)(2’0—22) = 5—1
B(Ps, Py, P, Py) = (20 — 23)(22 — 21) =1-8.

20 — 21)(22 — 23)

Pertanto ad una quaterna di punti distinti di una retta proiettiva non ¢ associato un solo valore del birapporto!

Lemma 1. Si consideri la funzione razionale:

gy B -B+1)?
](6)* ﬂQ(ﬁ_l)Q 9
definita per ogni 8 € C — {0,1}. Si ha che j(8) = j(8'), 8,8 € C —{0,1}. se e solo se
/ 1 1 -1 p
6€{ﬂ7671ﬂ’1_57 B ,6—1}

Dimostrazione. Se 8’ & uno dei 6 valori specificati ¢ una semplice verifica che j(8) = j(5').
L’equazione:
(22 —z+1)3
e = J(B)
x2(x—1)
equivale all’equazione di sesto grado:
(22 — 2+ 1) = j(B)a*(w — 1),
poiché z € C — {0,1}. Le 6 costanti:

1, 1 B B-1
B’ 1-pp-1 B

sono tutte radici del polinomio ¢(z) = (22 — z + 1)3 — j(B)x?(x — 1)? = 0. Se sono distinte esse sono tutte le
radici del polinomio g(x) e si ha la tesi.

B, B

Le sei radici non sono distinte nei seguenti casi:

1
ﬁ = _1727 57 —€, _627
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dove:
1
€= ——+ ﬁ,
2 2
¢ una radice cubica complessa di 1. Nei casi § = —1,2, % si ha:
‘ 27 ) ) 1\?
B == a@) =@+ D@27 (o-3)
mentre per 3 = —¢, —€? si ha:

J(B) =0, q(x)=(2*>—2+1)°=(z+¢)(x+ )%

In entrambi i casi si ha che le radici di ¢(z) sono solo quelle appartenenti all’insieme:

1 1 B-1 g
{/87/371 ﬂ’l—ﬁ’ /8 7/8_1}'

O

Come conseguenza se [3 & il birapporto di 4 punti distinti di una retta proiettiva presi in un certo ordine, allora
j(8) non dipende dall’ordine in cui i punti sono stati scelti. Si pud allora introdurre la seguente definizione.

Definizione 22. Data una quaterna non ordinata {Py, P, Py, Ps} di punti distinti di una retta proiettiva e
ben definito lo scalare j(B(Py, Pi, P2, P3)) € K, derto il modulo della quaterna {Py, Py, P>, P3} ed indicato
brevemente con j(Po, Py, Py, P3).

Utilizzando il modulo ¢ possibile distinguere le classi di equivalenza proiettiva di quaterne non ordinate di
punti. Si ha infatti il seguente teorema.

Teorema 3. Due quaterne non ordinate di punti distinti {Py, Py, Py, P3s} e {Qo,Q1,Q2,Qs} di una retta
proiettiva P(V') sono proiettivamente equivalenti se e solo se

j(POaPhP??P?)) :j(QO7Q17Q2>Q3)'

Dimostrazione. Se le quaterne {Py, Pi, P2, P3} e {Qo,Q1,Q2,Q3} sono proiettivamente equivalenti, allora
esiste una proiettivita f della retta proiettiva P(V'), tale che f(P;) = @;, ¢« = 0,1,2,3. Pertanto, per la
Proposizione[T3] si ha:

B(Po, Pr, Py, P3) = B(f(Po), f(P1), f(P2), f(P3)) = B(Qo, Q1, Q2, Q3),

dacui j(Py, Py, P2, P3) = j(Qo, Q1,Q2, Q3).

Viceversa, se j(Py, P1, P2, Ps) = j(Qo, @1, RQ2,Q3), possiamo supporre, dopo aver permutato eventual-
mente i punti ();, che si abbia:

B(Po, P1, P, P3) = 5(Qo, Q1,Q2,Q3)

e quindi, per la Proposizione le due quaterne {Pp, P1, P2, P3} ¢ {Qo,Q1,Q2,Q3} sono proiettivamente
equivalenti. O

Le classi di equivalenza proiettiva di quaterne di punti distinti di una retta proiettiva sono quindi in corrispon-
denza biunivoca con i valori assunti dal modulo.
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Osservazione. Indichiamo con f il birapporto della quaterna ordinata Py, Py, P, Ps di punti distinti di una retta
proiettiva.

1. Se = —1,2, 3, allora j(3) = 2.

2. Se B=—¢,—€?,dovecon € = —1 + @, allora j(3) = 0.

Nel caso quindi di K = R, il modulo j(/) non pud quindi assumere il valore 0.

Definizione 23. Una quaterna ordinata (Py, Py, P2, P3) di punti distinti di una retta proiettiva P(V') di dice
armonica se B(Po, P17 Pg,Pg) =—1.

Nel caso di una quaterna ordinata armonica (P, Py, P>, P3) di punti distinti di una retta proiettiva, i punti
P, e Pj sidicono i coniugati armonici rispetto ai punti Py e P . Per le proprieta del birapporto si ha che Py e
P, sono anche coniugati armonici rispetto ai punti P» e Ps.

Se si permutano in tutti i possibili i punti di una quaterna ordinata armonica (P, Py, Ps, P3) si ottengono
come valori del birapporto i seguenti scalari:

1
—-1,-,2
2

; _ 27
e j(Po, P1, Py, P3) = 7.
Diamo ora un’esempio di come costruire una quaterna armonica nel piano proiettivo a partire da 4 punti, a
tre a tre non allineati.

Esempio. Nel piano proiettivo P?(R) si considerino i punti Oy, Os, O3, Oy atre a tre non allineati. Siano inoltre:

L(O1,05) N L(O3, 04),
L(O1,04) N L(Os, 03),
L(P1, P;) N L(O2,0y),
L(Py, P,) N L(Oy, 03).

Py
P
Ps
Py

Si puo verificare che la quaterna ordina-
ta (P, Py, P3, Py) di punti della retta
proiettiva L(Py, P») & armonica.

Per verificarlo, si fissi un riferimento
proiettivo R’ su P?(R) in modo ta-
le che Oq, Oz, O3 siano i punti fonda-
mentali di R’ e Oy sia il punto unita.
Rispetto a R’ si ha allora:
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0O1=[1:0:0], O3=[0:1:0], O3=[0:0:1], Og=1[1:1:1],
P, = L(01,02) N L(03,04) = [1:1:0],
Py, =L(01,04) N L(04,03) =[0:1:1],
P3s=L(P,P)NL(O3,04) =[1:2:1],

P3 :L<P1,P2)HL(01,03) = [10—1]

Ora se si considera sulla retta proiettiva L(Py, P») il riferimento proiettivo R” con punti fondamentali P; e P,
si ottiene che rispetto al riferimento proiettivo R :

P1:[1:O], PQZ[Oll], P3:[111], P4:[1I—1],
e quindi per definizione di birapporto:
-1

6(P17P27P3)P4): T:_l

Osservazione. La figura dell’esempio precedente ¢ stata prodotta utilizzando il software GeoGebra - Dynamic
Mathematics for Everyone http://www.geogebra.orqg/|che permette di realizzare grafici interattivi. Una
versione web della figura puo essere trovata alla pagina Moodle del corso.

Un’altro modo di costruire una quaterna armonica ¢ utilizzando i punti fissi di un’involuzione di una retta
proiettiva. Si ha infatti la seguente proprieta.

Proposizione 17. Se un’involuzione f di una retta proiettiva P(V') ammette due punti fissi, allora i due punti
fissi A e B di f ed una coppia di punti corrispondenti formano una quaterna armonica, cioe:

ﬂ(A,B,P,f(P)) =-1,
perogni P € P(V) — {A, B}.

Dimostrazione. Dalle proprieta del birapporto si ha:

8= B(A, B, P, f(P)) = B(f(A), f(B), f(P), f*(P)) = B(A, B, f(P), P) = %
Ma 1
’= 3
se e solo se 3% = 1. L'unica possibilita & quindi 3 = —1, perche f(P) # P. O

1.14 Teorema di Desargues e Teorema di Pappo-Pascal

Un’esempio di utilizzo dei punti in posizione generale ¢ il seguente teorema.

Teorema 4. (di Desargues) Siano A, B,C, A', B', C' punti distinti in uno spazio proiettivo P(V') tali che le ret-
te proiettive L(A, A"), L(B,B’), L(C,C") siano distinte e concorrenti (cio¢ tali che le tre rette si intersechino
in un solo punto P = L(A, AN L(B, B")N L(C,C") diverso dai 6 punti precedenti A, B,C, A', B’",C").

Allora i tre punti di intersezione:
C"=L(A,B)ynL(A",B"), A"=L(B,C)nL(B',C"), B'"=L(AC)NLA,C,

sono collineari, cioeé appartengono ad una stessa retta.


http://www.geogebra.org/
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DESARGUES' THEOREM
Two triangles are point perspective, it and only i, they are also ine perspective.

Histonical Note: Gerard Desargues (1591-1661) was a French architect and geometer

(o] Drag any of the red points

Figura 1.1: II teorema di Desargues. Figura tratta dal foglio interattivo alla pagina
http://math.kennesaw.edu/ mdevilli/desargues.html|del Dynamic Geometry Sketches.

Dimostrazione. Per costruzione P, A, A’ appartengono alla stessa retta proiettiva e sono distinti, quindi sono in
posizione generale. Si possono quindi scegliere dei rappresentanti p,a,a’ in V tali che:

P=[p], A=[a, A =[], p=a+a.
Analogamente possiamo scegliere dei rappresentanti b, b’ € V per B, B’ e ¢,c¢’ € V per C, C’ tali che:
B=[b], B =[], C=l], "=[], p=b+b, p=c+c.
Pertanto:
a+a =b+b =c+c.
Dall’uguaglianza a + a’ = b + b’ si ha pertanto che il vettore:
c"=a—-b=-a'+b € L(ab)nL(a,b)

¢ un rappresentante per il punto C”" = L(A, B) N L(A’, B'). Analogamente, dalle altre due uguaglianze, si ha

che 1 vettori:
a’=b—-c=-b'+c € L(b,c)NL(D, ),

b"=c—a=a —c € L(a,c)nL(a,c)


http://math.kennesaw.edu/~mdevilli/desargues.html
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sono rappresentanti rispettivamente per i punti A” = L(B,C)NL(B',C") e B” = L(A,C)NL(A’,C").
Si ricordi che i punti A” = [a"], B"” = [b”], C"” = [c¢"] sono collineari se e solo se i loro rispettivi
rappresentanti a”’, b”, ¢’ sono complanari. Dalla relazione:

a’+b"+c’"=(a—b)+(b—c)+(c—a)=o,

si ottiene pertanto che A”, B”, C" sono collineari.

Direct (=) Converse

Figura 1.2: 11 teorema di Desargues ‘“duale”. Figura tratta dal foglio interattivo alla pagina
http://www.cut-the—-knot.org/Curriculum/Geometry/Desargues.shtml di Cut the Knot.

Il Teorema di Desargues puo essere anche formulato nel seguente modo.

Teorema 5. Siano A, B,C,A’, B',C' punti distinti in uno spazio proiettivo P(V') tali che le rette proiettive
L(A, A", L(B,B'), L(C,C") siano distinte e concorrenti (cioé tali che le tre rette si intersechino in un solo
punto P = L(A, A") N L(B,B") N L(C, C") diverso dai 6 punti precedenti A, B,C, A’, B',C").

Allora i i tre punti di intersezione delle coppie di lati ordinatamente corrispondenti dei due triangoli di vertici
A, B,C e A',B', C' sono allineati.

Nel caso di un piano proiettivo, sempre utilizzando le proprieta dei punti in posizione generale, si pud provare
il seguente teorema.

Teorema 6. (di Pappo-Pascal) Siano r e v’ due rette proiettive distinte in un piano proiettivo P(V) e siano
A,B,Cer—(rnr'), A,B,C" €r' — (r0r') due coppie di triple di punti collineari e distinti. Allora i tre
punti:

A" = L(B,C")NL(B,C), B"=L(C,A)NL(C" 4), C"=L(AB)nLA B)


http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/Desargues.shtml
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sono collineari. La retta che contiene i tre punti ¢ detta retta di Pascal.

*) Pappus () Dual

Figura 1.3: I teorema di Pappo-Pascal. Figura tratta dal foglio interattivo alla pagina
http://www.cut-the-knot.org/pythagoras/Pappus.shtml|di Cut the Knot.

Dimostrazione. Possiamo supporre che i punti A, B, C’, B’ siano in posizione generale, se non lo sono allora
due dei tre punti A”, B” C" coincidono e quindi si ha subito la tesi.

Possiamo allora supporre che esista sul piano proiettivo P(V') un riferimento proiettivo R rispetto al quale:
A=[1:0:0, B=[0:1:0], C'"=[0:0:1], B =[1:1:1].

Indicate con [z : @1 : x2] le coordinate omogenee sul piano proiettivo P(V') rispetto al riferimento proiettivo
R, si ottiene quindi:
L A,B) = {[SL’O Tt 1’2] S ]P( ) |£L’2 :0},

(
L(B',C") ={[zo:x1:22) € P(V) | mg = 21},
L(B,C") ={lxo : w1 : x2] € P(V) [ wo = 0},
L(A,B') = {[zo : 1 : z2] € P(V) [ 21 = 22},
L(C',A) ={[xg : x1 : 22] € P(V) | 1 = 0}.

Poiche C' appartiene alla retta proiettiva L(A, B) si ha che C' ha coordinate omogenee [1: ¢ : 0], con ¢ # 0, in
quanto C' # A.

Analogamente, poiché A’ € L(B’,C") sihache A’=[1:1:a] cona # 1.
La retta proiettiva L(B,C") coincide pertanto con P(£((1,1,1),(1,¢,0)) ed il punto A” = L(B,C") N
L(B’,C) & rappresentato da un vettore di V' del tipo:

/\1(17 1, 1) + /\2(17 c, 0) = (/\1 + )\2, A+ C)\Q, /\1)7
tale che Ay + A2 = 0. Si ottiene quindi:

A"=LB,C")NLB',C)=[0:1—c:1].
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Analogamente, il punto B” = L(C, A’) N L(C’, A) & rappresentato da un vettore di V' del tipo:

p1(1,¢,0) + p2(1,1,a) = (p + pa, cpa + p2, apz),
tale che cpy + po = 0, da cui:

B"=L(C,AYNL(C'"JA)=[1—c:0: —cal.
Infine, il punto C” = L(A, B') N L(A’, B) & rappresentato da un vettore di V' del tipo:
v1(1,1,a) + 12(0,1,0) = (v1,v1 + vo,ary),
tale che 11 + v9 = ary, da cui:
C"=LAB)YNL(A,B)=[1l:a:ad].

Ma allora i tre vettori rappresentanti A”, B, C" sono complanari:

a(0,1—¢,1) 4+ (1 = ¢,0,—ca) + (¢ —1)(1,a,a) = o,

ciog i tre punti A”, B”,C" sono allineati.

1.15 Dualita

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione 7 + 1 su un campo K. Si ricordi che I’insieme delle forme lineari:
V*={a:V - K forma lineare}

ha a sua volta la struttura di spazio vettoriale di dimensione n + 1 su K ed ¢ lo spazio vettoriale duale di V.
Si puo introdurre allora anche per gli spazi proiettivi la seguente definizione.

Definizione 24. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n + 1 su un campo K e V* lo spazio vettoriale
duale di V. Lo spazio proiettivo P(V*), che indicheremo anche con P*, ¢ detto lo spazio proiettivo duale di
P=PV).

Osservazione. 1. Si ricordi quindi che per definizione:
PT=P(V) = V" — {0}/ ~,
dove con 0 si indica la forma lineare nulla 0 : V' — K e ~ ¢ la seguente relazione di equivalenza:
a~f <+— =Xl con)eK-{0}.

2. Poiche dim V* = dim V, allora dimP(V*) = P(V).

Anche per gli spazi proiettivi duali si puo introdurre la nozione di riferimento proiettivo e di coordinate
proiettive omogenee. Si ha infatti la seguente definizione.
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Definizione 25. Sia B = (eg,e1,...,ey) una base di V e B* = (ef,e],...,e}) la sua base duale, cioé
e : V=K, i=0,1,...,n, élaforma lineare su 'V tale che:
1 sej=1
* )
e;(ej) = { .
0 sej#i.
Il riferimento proiettivo (ef,e5,...,e}) di P(V*) é detto il riferimento proiettivo duale del riferimento pro-
iettivo (eg, €1, ...,e,) di P(V) ed i due correispondenti sistemi di coordinate proiettive omogenee sono duali

uno dell’altro.

Sia [a] € P* e si supponga che o abbia come matrice associata, rispetto alle basi B = (eg, ey, ...,e,) di V
e C = {1} di K, la matrice:
MPB€(a) = (apay ... a,) € Kb

Quindi:
a(zoep + x1€1 + ... + Tpen) = agxo + a1x1 + . . . + apy,

e, se B* = (ef,ef,...,e}) elabase di V*, duale della base B di V, allora o = agely + aiej + ... + ane).
Rispetto al riferimento proiettivo (ef,e},...,e%) di P*, il punto [o] € P* ha quindi coordinate omogenee
[ag : @y :ag:...:ap].

Osservazione. 1. Se [a] € P(V*), allora necessariamente o & una forma lineare non nulla e quindi Ker o &
un iperpiano vettoriale di V. Infatti, se « ha come matrice associata, rispetto alle basi B = (eg, e1,...,€;,)
di Ve C= {1} di K, la matrice:

(agay ... ap),

allora:

Kera = {x=zpe0+z1€1+ ...+ 2ne, €V | agzo+a121 + ...+ apx, =0},

2. Ricordando che:
Kera = Ker (Aa), VA e K- {0}

si ha come conseguenza che, se [a] =[] € P(V*), allora Ker oo = Ker .

In base alla precedenza osservazione Ker (Aa) dipende solo da [«] € P*. Si puo allora definire in modo
naturale la seguente funzione:

0 : P* — { iperpiani proiettivi diP(V)}, [a] — P(Kera).

Si osservi che rispetto alle basi B = (eg,e1,...,e,) di V e C = {1} di K, la funzione § associa ad [a] € P*
I’iperpiano proiettivo di P(V):

P(Kera) ={[zg:21:...: 2] € P(V) | agzo + a121 + ... + apzy, = 0},
dove [zg : x1 : ... : Zy,] sono le coordinate oomogenee su P(V) rispetto al riferimento (eg,eq,...,€,) e

(CLO aj ... an) = MB"C(Oz).

Si dimostra la seguente proprieta.
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Proposizione 18. Dato uno spazio vettoriale su V' su un campo K, la funzione:
§ : P* — { iperpiani proiettividiP(V)}, [a] — P(Kera).
e una biezione.

Dimostrazione. La funzione ¢ ¢ iniettiva, perché se Kera = Ker g allora 8 = Aa, con A € K — {0}, cioe
[a] = [B] € P*. La suriettivita di ¢ segue dal fatto che, dato un iperpiano vettoriale H di V', esiste una forma
lineare non nulla « tale che Kera = H.

O

La biezione ¢ permette di indentificare I’insieme degli iperpiani di P(V') con lo spazio proiettivo duale
P* =P(V*). Ad ogni iperpiano di P(V') corrisponde quindi mediante ¢ uno ed un solo punto di P(V*).

In analogia a quanto visto per i punti, per gli iperpiani proiettivi di uno spazio proiettivo si pud enunciare la
seguente definizione.

Definizione 26. Gli iperpiani proiettivi Hy, Ho, . . ., H; di uno spazio proiettivo P(V') sono linearmente indipen-
denti (rispettivamente linearmente dipendenti) se e solo se 6~ 1(Hy),0 1 (Hzy),...,6 1 (H;) sono linearmente
indipendenti (rispettivamente linearmente dipendenti) in P*.

Osservazione. Rispetto al riferimento proiettivo (ef,e7,...,e%) di P*, le coordinate omogenee [ag : aj :

:ap] di [a] € P*, con a = a1€f + are] + ... + apel, sono dette le coordinate omogenee dell’iperpiano
proiettivo H = §([a]) in P(V). Come gia osservato in precedenza I’iperpiano proiettivo H ha equazione
apxg + a1x1 + ... + apx, = 0 e quindi le coordinate omogenee di H = 6([«]) corrispondono semplicemente
ai coefficienti dell’equazione cartesiana dell’iperpiano proiettivo!

Esempio. Rispetto al riferimento proiettivo (e, e}, ..., e}) di P*(K"*1), duale del riferimento proiettivo stan-
dard (eg,eq,...,e,)di P*(K), gli iperpiani coordinati:

H =A{lxzg:x1:...:2,] € P"(K) |z; =0}, i=0,1,...,n,
hanno coordinate omogenee:
Hy=1[1:0:...:0], H;=[0:1:0...:0], H,=[0:0:...:0:1].
Dato un iperpiano vettoriale H di V' abbiamo visto che il sottoinsieme:
H ={aecV* |a(v)=0,VWweH CV*
¢ una retta vettoriale di V'*. Infatti, se « ¢ una qualsiasi forma lineare non nulla tale che Ker o« = 7, allora:
HO = L(a).
Analogamente si puo introdurre per ogni sottospazio vettoriale VW di V' la seguente definizione.

Definizione 27. Dato un sottospazio vettoriale VV di uno spazio vettoriale V', si definisce come ’annullatore
di W il seguente sottoinsieme di V™ :

WY ={aecV*|a(v)=0,VYveW

Inoltre, valgono le seguenti proprieta.
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Proposizione 19. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n + 1.
1. Sia W un sottospazio vettoriale di V di dimensione k + 1, allora WP ¢é un sottospazio vettoriale di V* e
dimW° =dimV —dimW =n — k.

2. Se W1 e W, sono due sottospazi vettoriali di V' tali che W1 C W, allora:

0 0
Wy C WY
Dimostrazione. 1. La verifica che W° & un sottospazio vettoriale di V* ¢& lasciata al Lettore per esercizio.
Per dimostrare che dim W° = dim V' — dim W’ si consideri una base (w1, wa,...,wxi1) di W e lasi
completi ad una base B = (W1, Wa, ..., Wit1, Wii2, ..., Wny1) di V. Sia:
* * * * * *
B = (W], W5,..., Wy, Wy s Wni1)
la base duale di V*. Una forma lineare:
n+1

o= E cw; e V¥,
i=0

appartiene quindi a WY se e solo se

a(w;)) =0, Vi=0,1,....,k+1,

ovvero se e solo se ¢; = 0, perogni ¢ =0,1,...,k 4+ 1. Pertanto:
0 * * *
aceW’' <= ae€Ll(Wp i, Wiio -, Wpi)
Come conseguenza (W, |, W}, ,,..., W), ;) &unabasedi W°.

2. La verifica ¢ lasciata al Lettore per esercizio.

Esempio. Dato ad esempio in R? il sottospazio vettoriale:
W = {(z0,1,22) € R? | Bwo + 21 + 29 = 21 — x5 = 0},

il sottospazio vettoriale WO di R*" ¢ il piano vettoriale generato dalle due forme lineari con matrici associate
rispetto alle basi standard di R? e R:

3 1 1), 1 =1 0).
Utilizzando I’isomorfismo canonico:
0:V —V™ v 0O(v),

definito da:
OWv)(a)=alv), aecV?
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dato un sottospazio vettoriale M di V*, si pud identificare il sottospazio vettoriale M° con ©(W) per un
sottospazio vettoriale W di V tale che W° = M . Infatti:

M° ={0(v) e V** | O(v)(a) = a(v) = 0,Ya € M}

ed inoltre O(W) = W poiché ©(W) C W ed i due sottospazi vettoriali hanno la stessa dimensione.

Dato uno spazio vettoriale V' di dimensione n + 1, utilizzando I’annullatore, si ha quindi una corrispondenza
biunivoca tra i due insiemi:

{sottospazi vettoriali di dimensione k + 1in V'} <> {sottospazi vettoriali di dimensionen — kdi V*}.

Al sottospazio vettoriale VW di V (rispettivamente M di V*) si associa il sottospazio vettoriale W° di V*
(rispettivamente M di V).

Si vuole ora ottenere un’interpretazione geometrica della precedente corrispondenza in termini della biezione
4. A tale scopo si introduce la seguente definizione.

Definizione 28. Sia P(V') uno spazio proiettivo di dimensione n e sia S un sottospazio proiettivo di P(V') tale
che:
dimS=k<n-1.
L’insieme:
A (S) = {iperpiani proiettivi di P(V') che contengono S}

¢ detto il sistema lineare di iperpiani di centro S. In particolare, se k = n—2, il sistema lineare \;(S) prende
il nome di fascio di iperpiani.

Osservazione. Si pud verificare che se S7 e Sy sono due sottospazi proiettivi di P(V) tali che S; C S5, allora:
Ai(S2) C A(Sy).
Utilizzando la biezione:
0 : P(V*) — { iperpiani proiettivi diP(V)}, [a] — P(Kera),

si puo provare la seguente proprieta che permette di stabilire una corrispondenza biunivoca tra I’insieme dei
sottospazi proiettivi di dimensione &k in P(V*) e I'insieme dei sottospazi proiettivi di dimensione n — k — 1 in
P(V), dove n = dimP(V).

Proposizione 20. Sia P(V') uno spazio proiettivo di dimensione n e sia P(M) un sottospazio proiettivo di
dimensione k dello spazio proiettivo duale P(V*). Allora:

S(P(M)) = Mi(S),

dove S ¢ il sottospazio proiettivo P(W) di dimensione n — k — 1 in P(V'), con W un sottospazio vettoriale di
V tale che W° = M. In altre parole, §(P(M)) e formato dagli iperpiani in P(V') che contengono il sottospazio
proiettivo P(W) di P(V).

Dimostrazione. Abbiamo gi osservato che M = WY per qualche sottospazio vettoriale W di V. Se a € M,
si ha quindi che «(w) = 0, per ogni w € W, ovvero:
W C Ker a.

Di conseguenza
PW) € 4([a]) = P(Ker ),

per ogni [a] € P(M). O
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Sia S un sottospazio proiettivo in P(V') di dimensione n — ¢ e si supponga che S abbia, rispetto ad un
riferimento (eq, €1, ..., e,) di P(V), equazioni cartesiane:

a10%o + a11%1 + ... + a1ty =0,
a20%g + a2171 + ... + agpT, =0,

.c;toxo +apxr1+ ...+ amzy, =0.
Abbiamo gia osservato che S € I’intersezione dei t iperpiani proiettivi:
S=HiNHyN...N Hy,
dove H; ¢ I’iperpiano proiettivo di equazione a;oxo + a;171 + . . . + ajnx, = 0. Inoltre:
H;, =P(Kerw;), i=1,2,...,t,
dove «; € V* & la forma lineare con matrice associata, rispetto alle basi (eg,eq,...,e,) di Ve (1) di K:
(a0 a1 ---  Qin)-

Pertanto:
H=6(aq]), i=1,2,... L

Si puo provare che:
§THA(S)) = L(67H(Hy), 07 (Ha), ..., 67 (Hy).

Infatti:
AN(S)={H: (Ma1+ Aag+ ...+ heay)(x0, 21, .., 2,) =0, N €K, (A, Aa, ..., ) #(0,0,...,0)}
e quindi se H € A;(S), allora:

S"YWH) € L(6™Y(Hy), 6 (Hy),..., 6 (Hy)) C P(V*Y).

Esempio. Nel caso della retta proiettiva P!(RR), un iperpiano in P'(R) & un punto e quindi P!(R) = P(R?"),
ovvero in questo caso la dualita non dice nulla di nuovo!

Esempio. Nel caso del piano proiettivo P?(R) un iperpiano in P?(R) & una retta proiettiva, quindi lo spazio
proiettivo duale P(R®"), si pud identificare tramite la biezione & con I’insieme delle rette in P?(RR).
Se r & una retta proiettiva in P?(R), si ha:

Ay(r) = {r},

ciog¢ dim(d~1(Ay(r)) = 0.
Se A & un punto in P?(IR), abbiamo:

Ay(A) = {rette proiettive per A} = {\or +\15, N €R, A3+ A\ #0},
dove r e s sono due rette distinte (linearmente indipendenti) passanti per il punto A. In questo caso:

dim(6~ L (Ay(A)) = 1.
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Ad esempio, se A =1[0:1: 2], allora:
A(A) = {apxo + a121 + asxo = 0] ag + 2a5 = 0}.
Un punto [ag : a; : ap] € P(R3") & duale alla retta proiettiva in P?(R) di equazione cartesiana:
agxo + a1x1 + asxe = 0.

Se in P?(R) due rette 1 = P(Keray) e ro = P(Keras) sono incidenti nel punto [v], allora per dualita
(ricordando che per dualita si invertono le inclusioni), si ha che la retta proiettiva in P(R*") duale del punto [v]
contiene i due punti [a] e [as], duali delle rette 71 € ro.

Nel piano proiettivo P?(R) ogni proprieta che riguarda punti e rette ha una versione “duale” ottenuta scam-
biando punti con rette (e viceversa) ed invertendo le inclusioni.

Esercizio 21. Determinare la proposizione duale della seguente proposizione:
I tre punti A, B, C sono collineari in P*(R).

Soluzione Ricordando che per dualita a punti di P?(R) corrispondono rette di P(R3*) e che si rovesciano le
inclusioni, si ottiene come proposizione duale:

le tre rette proiettive (duali dei punti A, B, C') sono concorrenti in P(R®"), ovvero si intersecano in un punto.

Osservazione. In uno spazio proiettivo P(V') di dimensione n ad ogni proposizione che riguarda punti e iperpiani
e loro incidenze corrisponde una proposizione duale che riguarda iperpiani e punti di P(V'), che si ottiene dalla
precedente scambiando tra loro le parole “punto” e “iperpiano” ed invertendo le inclusioni. Piu in generale,
ogni proprieta che riguarda sottospazi proiettivi di dimensione k£ ha una versione duale ottenuta scambiando i
sottospazi proiettivi di dimensione & con sottospazi proiettivi di dimensione n — k — 1.

Esempio. Nello spazio proiettivo P3(R), dato un punto A € P3(R), si ha che:

2
Ay (A) = {piani proiettivi per A} = {)\071’0 + M+ Aom, A\ €ER, Z)\f + 0} ,
i=0

dove g, 1, T2 sono tre piani linearmente indipendenti passanti per il punto A, cio¢ dim(§~1(A;(A)) = 2. 1l
sistema lineare A;(A) & anche detto stella di piani di centro A.

In particolare se A =1[1:0:2:1]:
2
Ai(A) = {Ao(xo —23) + Ma1 + Ag(m2 — 223) =0, N ER, D N # 0} :
i=0

Se r & una retta proiettiva in P3(IR), allora A;(r) & il fascio di piani proiettivi passanti per r. Se 7 & un piano

proiettivo in P3(RR), si ha:
Ay(m) = {r}.

Mediante la biezione ¢ si hanno quindi le seguenti corrispondenze biunivoche:

{punti di P3(R)} <— {piani proiettivi di P(R*")},
{rette proiettive di P3(R)} +— {rette proiettive di P(R*")},
{piani proiettivi di P?(R)} <— {punti di P(R*")}.
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Esercizio 22. Sia P(V') uno spazio proiettivo di dimensione n. Scrivere la proposizione duale delle seguenti
proposizioni:

1. n punti linearmente indipendenti in P(V') generano un iperpiano;

2. due punti distinti di P(V') generano una retta.
Soluzione Le rispettive proposizioni duali sono:

1. n iperpiani linearmente indipendenti in (V') hanno in comune un punto.

2. Due iperpiani distinti di P(V') hanno per intersezione un sottospazio proiettivo di dimensione n — 2.

1.16 Esercizi

[1] Datiipunti A = [1:2:-1:3:4],B=1[5:0:2:3: —1] dello spazio proiettivo reale P*(R).
Determinare:

a) le equazioni parametriche (omogenee) della retta proiettiva AB;

b) le coordinate del punto M comune alla retta AB e all’iperpiano proiettivo di equazione x4 = 0.

[2] Nello spazio proiettivo reale P*(R) sono datiipunti A=[1:1:2:0:1],B=[0:-1:-1:1:3]ela
retta proiettiva s di equazioni parametriche:

i) :)\04’2/\17
T1 = —Ao — A1,
T2 = A1,

x3 = —2Xg — A,
T4 = Ao+ D\

Verificare che la retta proiettiva AB e la retta proiettiva s si intersecano in un punto () e determinare 1’equazione
dell’iperpiano proiettivo H contenente le rette s, AB ed il punto fondamentale Fy =[1:0:0:0:0].

[3] Nello spazio proiettivo reale P>(R) sono datiipunti A =[1:1:—-1:0,B=1[0:1:1:0] elaretta
proiettiva r di equazioni

To = A1,

xr1 = _)‘07
T2 = Ao,

T3 = Ao+ A1

a) Verificare le rette proiettive AB ed r hanno un punto M in comune e scrivere I’equazione del piano proiettivo
7 da esse individuato.

b) Rappresentare mediante equazioni la retta proiettiva 7/, proiezione di r dal punto Fp = [1:0:0:0: 0]
sul piano proiettivo o : xg + z3 = 0.

[4] Qual’é la condizione affinche due piani proiettivi di uno spazio proiettivo P(V') di dimensione 3 siano in
posizione generale?
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[S] Nello spazio proiettivo reale P3(R) sono dati i due piani proiettivi

T i xo+x1 — 220 =0,
7T21£L’273£L’3:O.

Determinare le equazioni parametriche della retta proiettiva r = m; N 7y

[6] Verificare se le rette proiettive di P3(IR)

To = O, To = 2,UJ07
) xi=—=2Xg — 3y, ) @1 = 3po,
T s
To = )\()7 T2 = M1,
T3 =\ x3 = —4po

sono sghembe o incidenti.

[7] a) In P2 (R) sia r la retta di equazione 3xg + x1 — 2x2 = 0. Determinare le equazioni parametriche di 7.

b) Determinare le equazioni parametriche della retta s passante peripunti A = [-1 :1: —2] ¢ B =
[2,-3,2].
¢) Determinare I’intersezione r N s.

[8] In P2(R) sono assegnati i punti
A=[1:1:0,B=[1:2:1,C=[1:-1:-1,D=[1:0:1].

Verificare che i punti A, B, C' e D formano un riferimento proiettivo.

[9] Determinare il punto improprio (rispetto a x() della retta affine r di equazione 3z — y + 1 = 0 del piano
affine A%(R).

[10] Determinare le equazioni in coordinate non omogenee della retta proiettiva in P?(R) di equazioni:

To — &1 + T2 + 223 =0,
1‘17I27£C3:O

[11] Determinare le coordinate omogenee del punto comune alle chiusure proiettive delle due rette affini di
AZ(R):
r:2x—2y+3=0, s:xz—y=0.

[12] In P3(R) sono dati il punto P = [1: 1: 0 : 0] ed il piano proiettivo H di equazione 2xo — 1 + 23 = 0.
Determinare la proiezione 7p y da P in H delpunto @ =[1:1:—1:—1].
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[13] In P3(R) sono dati il punto A = [1:1:2: —3] e le rette proiettive

,e xg—x1 + 23 =0, ;| 29 — 21 + 23 =0,
' 170+I’2*2IL'3:O ’ ' I0+I’271’3:0.

Determinare le equazioni cartesiane della retta proiettiva s contenente il punto A ed incidente sia la retta r sia
laretta 7.

[14] Dato il piano affine di equazione 7 : 3z —y + z + 2 = 0 in A3(R) si determinino i punti impropri della
chiusura proiettiva 7 di 7 in P3(R) (rispetto a ).

[15] Datiipunti P, =[0:1:1:1], P, =[0:1:—-1:0/ e P; =1[1:0:1: 1] determinare un riferimento
proiettivo di P3(R) contenente Py, Py e Ps.

[16] Datiipunti Py =[1:1:—-1],P,=[2:1:0],P,=[0:1:1],V =[1:1:0] di P*(R)
(a) verificare che Py, P;, P> possono essere considerati i punti fondamentali e V' punto unita di un riferimento
proiettivo R’;

(b) determinare le equazioni del cambiamento di coordinate dal riferimento standard di P?(R) al riferimento
R/ = (P07P1,P2,V);
(c) determinare le coordinate di [0 : 1 : 0] rispetto al riferimento R’.

[17] In P2(R) siano 7 : 229 + 21 — 22 = 0,8 : 39 — 1 + 322 = 0, Py = rN's, Py il punto improprio di r
(rispetto a xg), P» il punto improprio di s (rispetto a xg) e P3 = Py — 2P, + 3P, . Provare che Py, P1, P>, P3
sono in posizione generale.

[18] Determinare le equazioni della proiettivita F' di P?(R) tale che

F(1:0:0))=[1:1:0], Fo:1:1)=[1:1:1],
F(0:0:1))=1:-1:-1], F(1:1:3])=[1:2:3].

[19] Determinare i punti fissi della seguente proiettivita di P?(IR)

flxo, z1,x2]) = [x1 + 22, 0 + T2, T0 + 1]

[20] Si consideri la funzione F : P?(R) — P?*(R) definita da
F([wo, 1‘1,1‘2]) = [k;xl — 2x9,2x0 — kxg, —xo + 1‘1],

dove k € un parametro reale.
a) per quali valori di & la funzione F' ¢ una proiettivita?
b) verificare che per k£ = 0 la funzione F' ¢ una proiettivita e determinarne i punti fissi.
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[21] Calcolare il birapporto dei quattro punti A = [0,1,1], B =[1,2,0], C =[2,3,-1], D =[1,—1,-3]. La
quaterna ordinata (A, B,C, D) & armonica?

[22] Si trovi una proiettivitd F : P?(R) — P?(R) tale che

f((1:0:0))=[1:0:0], f(0:1:0])=1[0:1:0], f([0:0:1)=[1:2:3].

[23] Si dica se esiste una proiettivitd F' : P?(C) — P2?(C) tale che

[24] Data la prioiettivita
F:PYR) —= PY(R), [0 : #1] = [3x0 + 231 : —4xo — 371].

Verificare che F' ¢ un involuzione e determinarne i punti fissi.

[25] Dati i punti
A=1[0:0:1, B=[0:1:0, C=[1:0:0], D=[1:1:1]

di un piano proiettivo (reale o complesso). Determinare le equazioni della proiettivita I’ del piano proiettivo in
sé che trasforma i punti A, B,C, D in B,C, D, A, rispettivamente. Determinare i punti fissi di F' nel caso del
piano proiettivo reale e nel caso del piano proiettivo complesso.

[26] Data la proiettivita
F:P*(R) = P2(R), [z : 1 : 2] = [20 — 1 : 2o + =1 + 222, 71],

a) determinare I'immagine F'(r) tramite F' della retta proiettiva r : 1 — x2 + 3 = 0;

b) determinare le equazioni cartesiane dell’immagine tramite F' della retta proiettiva passante per A = [6 :
1:0] e B=[1;2;1].

[27] Trovare matrici associate alle seguenti trasformazioni lineari fratte (TLF) (viste come proiettivita di P*(C)):

1 1 z—1 z
z 1—-2’ z ' z—=1

Provare che le precedenti TLF formano un sottogruppo di PG Lo(C) isomorfo al gruppo simmetrico S .

[28] Sia F' : P*(C) — P!(C) un’involuzione. Si dimostri che la conoscenza di due punti fissi, A e B, determina
F in modo unico. Si determini poi una matrice di F' sapendoche A=1[1:2]e B=1[2:1].
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[29] Si determino i punti fissi della proiettivita F : P?(R) — P?(R) definita da:
F([xo : @1 : x2]) = [—x1 + 2+ =30 — 221 + 322 : —220 — 221 + 322).

Se A e B sono due punti fissi distinti di F', la retta proiettiva L(A, B) & necessariamente formata da tutti punti
fissi?

[30] Si consideri la funzione:
F PQ((C) — IP2((C), [il'() 1 X ZL’Q] — [TO 1T ITQ],

dove con Z; si indica il complesso coniugato del numero complesso ;. E ben definita? E biettiva? E una
proiettivita?

[31] Pu6 una proiettivitd F' : P(R) — P!(R), diversa dall’identit4, avere 3 punti fissi? Quanti punti fissi pué
avere una proiettivitd di P*(IR)? Dare un esempio per ogni caso possibile.

[32] Scrivere la proposizione duale di ciascuna delle seguenti proposizioni, ovvero le proposizioni corrispondenti
nello spazio proiettivo duale.

(a) Nel piano proiettivo P?(R), fissato un punto P, vi sono infinite rette passanti per P.

(b) Dati in P?(R) quattro punti A, B,C, D, a tre a tre non allineati, esistono sei rette che li congiungono a
due a due. Tali rette si intersecano, oltre che nei punti A, B, C, D, in altri tre punti P, Q, R.

(c) Nello spazio proiettivo P3(R) dato un punto ed una retta che non lo contiene, esiste un unico piano
contenente entrambi.

(d) Nello spazio proiettivo P3(R) due rette incidenti sono complanari.

[33] Nello spazio proiettivo P3(R) determinare le equazioni dei seguenti sistemi lineari
(a) A;(A) dei piani di centro il punto A =1[1:0:2: 3];
(b) Ay(r) dei piani di centro laretta 7 = L(A,B) con B=[0:0:1: —2].

[34] Sia F : P*(C) — P!(C) un’involuzione. Si dimostri che la conoscenza di due punti fissi, A e B, determina
F in modo unico. Si determini poi una matrice di F' sapendoche A=1[1:2]e B=12:1].

[35] Scrivere la proposizione duale di ciascuna delle seguenti proposizioni, ovvero le proposizioni corrispondenti
nello spazio proiettivo duale.

(a) Nel piano proiettivo P?(R), fissato un punto P, vi sono infinite rette passanti per P.

(b) Dati in P?(R) quattro punti A, B,C, D, a tre a tre non allineati, esistono sei rette che li congiungono a
due a due. Tali rette si intersecano, oltre che nei punti A, B, C, D, in altri tre punti P, Q, R.

(c) Nello spazio proiettivo P3(R) dato un punto ed una retta che non lo contiene, esiste un unico piano
contenente entrambi.

(d) Nello spazio proiettivo P3(IR) due rette incidenti sono complanari.
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[36] Nello spazio proiettivo P3(R) determinare le equazioni dei seguenti sistemi lineari
(a) A;(A) dei piani di centro il punto A =1[1:0:2:3];
(b) A;(r) dei piani di centro laretta r = L(A,B) con B=[0:0:1:-2].
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Capitolo 2

Curve algebriche piane

2.1 Cenni sulle affinita

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n su un campo K e A(V") uno spazio affine su V.

Definizione 29. Una biezione ¢ : A(V) — A(V) si dice affinita di A(V') se esiste un automorfismo T : V —

V tale che:
o(P)o(Q) = T(PG),

perogni P,Q € A(V). Indicheremo I'affinita ¢ associata all’automorfismo T con la notazione T.

Se si fissa un riferimento affine R = (O, eq,ea,...,e,) di A(V), dove O & un punto fissato di A(V) e
B = (ey,es,...,e,) &unabase di V, abbiamo quindi, in particolare la relazione:

5(0)6(P) = T(OP), @.1)

perogni P € A(V).
Sia M = MP%B(T) la matrice associata all’automorfismo 7" rispetto alla base B e siano (cy,ca, ..., c,) le
coordinati affini del punto ¢(O) rispetto al riferimento affine R .

Indicate con (x1,zs2,...,2,) le coordinate affini del generico punto P € A(V) rispetto a R, scriven-
do I'uguaglianza (2.1)) in componenti rispetto alla base B si ottiene che ¢ ¢ la biezione che al punto P =
(z1,22,...,2,) associa il punto ¢(P) di coordinate affini (x), %, ..., x}), dove:

x} 1 c1

xh T2 €2
/!

Ty Tn Cn

Nel caso particolare in cui T = idy, ovvvero in cui M = MBB(T) coincida con la matrice unita I di
ordine n, laffinita ¢ =T : A(V) — A(V) si dice traslazione determinata dal vettore ¢ = (c1,ca2,...,¢y).

Osservazione. 1. Si osservi che ogni affinita & la composizione di una trasformazione lineare determinata da
una matrice invertibile M e di una traslazione determinata da un vettore c. Infatti, fissato un riferimento
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affine R = (O, e1,va,...,e,), ogni affinita ¢ = T si scrive in modo unico come la biezione:
(1,22, ..., &Tp) — (M1121 +M12Ta + ... + M1y +C1,y ooy, Mp1T1 + Mp2Zo + ...+ Mpp Ty, + ).

dove m;; sono gli elementi della matrice associata M € GL(n,K) all’automorfismo T rispetto alla base
B =(ej,es,...,e,) di Ve (c1,c2,...,¢,) sono le coordinate affini di ¢(O) rispetto a R.

2. Le rotazioni e le rototraslazioni nel piano ordinario sono esempi di affinita. In generale, peré se A(V) &
uno spazio affine su uno spazio vettoriale euclideo (V,.) , le affinita di .A(V") non sono necessariamente
isometrie, cioe non preservano in generale angoli e distanze.

Esempio. Sia A(R?) = S5 il piano ordinario e si consideri il riferimento affine standard (cartesiano) R =
(0,e1,ez).
1. La biezione:
¢ AR?) — AR?), (2,y) — (z+3,y+4)
¢ una traslazione e quindi un’affinita. Si ha infatti che ¢ = T con T = idg . Si osservi inoltre che il punto
#(O) ha coordinate affini (3,4).
La biezione:
¥ AR?) — AR?),  (z,y) — 2z +3,y +4)

¢ un’affinita ma non € una rototraslazione.
Osservazione. Si pud provare che un’affinita del piano affine A(R?) soddisfa le seguenti proprieta:
1. trasforma rette affini in rette affini;
2. arette affini parallele corrispondono rette affini parallele;
3. arette affini incidenti corrispondono rette affini incidenti;

In generale un’affinita non conserva la forma delle figure. Infatti I’'immagine di un rettangolo ¢ in generale un
parallelogramma, cosi come I’immagine di una circonferenza sara un’ellisse.

Esempio. Siano R = (O,B = (e1,e3,...,e,)) e R = (0,8 = (e},€},...,¢€})) due riferimenti affini di
uno spazio affine A(V). Dato un punto P € A(V), siano (x1, 22, ...,z,) (rispettivamente (z},x5,...,2)))
le coordinate affini di P rispetto a R (rispettivamente rispetto a R'), cioé:

n n
ﬁ / /N
OP = inei, OP:szez
i=1 i=1
Il cambiamento di coordinate affini da R a R’ si traduce nell’esprimere la relazione tra le coordinate affini
(x1,22,...,2,) € (2], 25, ...,2!). Poiché

— —
0P =00 +0'P, (2.2)
€
X1 x
x9 x4
=M
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dove M = MPBB" ¢ la matrice di cambiamento di base da B a B’. Indicando con (c1,¢2,...,cn) le coordinate

—
affini di O’ rispetto a R, ciot OO0’ = """ | ¢;e;, dalla relazione (Z.2) si ottengono le equazioni

1 x) c1
T xh Cy
=M + ,
]
T x, Cn

dette le equazioni del cambiamento di coordinate affini da R a R’. Si osservi pertanto che il cambiamento di
coordinate affini da R a R’ definisce un’affinita di A(V).

2.2 Curve algebriche affini

Sia Cl[z,y] I'insieme dei polinomi a coefficienti in C nelle variabili = e y. Si ricordi che rispetto all’operazione
di somma e prodotto di polinomi I'insieme C[z,y] ha la struttura algebrica di anello.

Sia A(C?) il piano affine complesso associato allo spazio vettoriale complesso C? e siano (z,y) le coordi-

nate affini su A(C?) rispetto al riferimento affine standard R = (O, e1, e3), dove (ey,ez) & la base canonica di
Cc2.

Definizione 30. Una curva algebrica piana affine (complessa) é un insieme del tipo:

C={(z,y) € AC?) | f(z,y) = 0},

dove f(xz,y) € Clz,y] é un polinomio assegnato di grado d > 0. Il grado d del polinomio f ¢ detto il grado
della curva algebrica piana affine C. Inoltre I’equazione f(x,y) = 0 ¢ ’equazione della curva C.

Scriveremo a volte C : f(x,y) = 0 per indicare la curva algebrica piana affine C di equazione f(x,y) = 0.
Osservazione. Si pud introdurre una definizione analoga anche per una curva algebricha piana affine reale di
grado d, come:

C={(z,y) € ARR?) | f(z,y) = 0},
dove f(z,y) € R[z,y] & un polinomio assegnato di grado d > 0. Salvo avviso contrario consideremo in tutto
il capitolo curve algebriche piane affini complesse, che chiameremo semplicemente “curve algebriche affini”,
precisando quando invece si considerano curve reali.

Nel caso in cui il polinomio f(x,y) sia di grado d = 1, la curva algebrica piana affine C & una retta affine
nel piano affine complesso A(C?).

Un polinomio g € Clx,y] si dice “equivalente” al polinomio f di grado d > 0 se & proporzionale a f,
ciot se esiste A € C — {0} tale che g = A\f. Si osservi che, se la curva algebrica affine C & il luogo degli zeri
di un polinomio f € Cl[z,y] di grado d > 0, allora C & il luogo degli zeri di ogni altro polinomio in Clz, y]
equivalente a f. Inoltre ogni polinomio equivalente a f ha lo stesso grado del polinomio f.

Essendo interessati al luogo degli zeri dei polinomi consideremo quindi “uguali” polinomi equivalenti.

Dati I’affinita ¢ = 7" di A(C?):

(z,y) — (m11x + migy + c1, ma12 + Mmooy + c2),

con m;; € C,¢ € C, edil polinomio f(x,y) € Cz,y], si pud definire in modo naturale il polinomio:

T(f)(xay) = f(T(z,y)) = f(muz+ migy + c1, mar1x + masy + c2).
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Definizione 31. Sia C = {(z,y) € A(C?) | f(z,y) = 0} una curva algebrica affine e T : A(C?) — A(C?)
un’affinita di A(C?), allora la curva algebrica piana affine:

D =T71(C) = {(z,y) € AC?) | f(T(x,y)) = 0}
¢ detta la trasformata della curva C tramite T. Si scrive anche che C = T(D).

Utilizzando le affinita di .A(C?) si pu6 allora introdurre la seguente equivalenza tra curve algebriche affini.

Definizione 32. Due curve algebriche piane affini C e D sono equivalenti se esiste un’affinita T A(C?) —
A(C?) tale che D = T(C).

Esercizio 23. Verificare che la relazione:
C~D <= Jun'affinita T : AC?) — A(C?) taleche D =T(C)
e una relazione di equivalenza.

Le proprieta comuni a curve algebriche affini equivalenti sono dette proprieta affini.
Esempio. Tutte le rette affini in A(C?) sono equivalenti tra di loro. Infatti, data una retta affine

r:ax+by+c=0

si ha necessariamente che (a, b) # (0,0). Se a # 0 si pud verificare ad esempio che la retta affine = & equivalente
allaretta s : z = 0 mediante I’affinita:

A(C?) = ACY), (z,y) — (a? - gy - Zy) .

Definizione 33. Una curva algebrica piana affine C di grado d = 2 (rispettivamente di grado d = 3) é detta
conica affine (complessa) (rispettivamente cubica affine (complessa)).

2.2.1 Classificazione delle coniche affini (complesse)
Sia
C={(z,y) € A(C2) | f(z,y) =0},

con f(z,y) € Clz,y] un polinomio di grado 2 nelle variabili = e y, una conica affine (complessa) in A(C?).
L’equazione f(z,y) =0 di C pud anche essere scritta come:

f(@,y) = ana® + agey® + 20122y + 20017 + 2a02y + ago = 0, (2.3)
con a;; € C. Possiamo allora associare alla conica affine C le due matrici simmetriche:

Qoo Qo1 Qo2

o - a a

Af = apy a1l Qai2 S S(Cd’j), AO = = 12 S S(Cz’z).
12 a22

ap2 A12 a2

Si osservi che poiché f(z,y) ha grado 2, la matrice simmetrica A‘} ¢ diversa dalla matrice nulla. Utilizzando la
matrice simmetrica A, I’equazione (2.3) si scrive nella seguente equazione matriciale:

1
(lzyAf | = | =0, (24)
Y
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mentre, utilizzando la matrice simmetrica A?c , si ha I’equazione matriciale:

(l‘ y)A(J)c ( ; ) +2(a01a02) ( ; ) + ago = 0. 2.5)

Come per le coniche (reali) euclidee si operi un cambiamento di coordinate affini dal riferimento affine standard
R = (0, e1, eq) al riferimento affine R’ = (O’ €], €)) con coordinate affini (z',y’), di equazioni:

x _ mi1 Mmi2 x + C1

Y m21  Ma2 Y c2 )
Si osservi che le precedenti equazioni sono le equazioni di un’affinita di .A(C?) con matrice associata, rispetto al
riferimento standard di A(C?), I'inversa della matrice:

MO = ( T ) € GL(2,C)

m21  MM22

e che a differenza del caso euclideo la matrice M° non & necessariamente ortogonale (cio¢ la nuova base (e, e})
di C? non & necessariamente ortonormale) ma M? in generale & solo invertibile!

Introdotta la matrice:
1 0 0

M = c1 Mmi1 Mi2 GGL(g,(C),

C2 21 22

si ha che:
1 1
z | =M| 2
Y Yy

Pertanto I’equazione matriciale (2.8) si trasforma nell’equazione:

1
(12 y) '"MA;M [ 2/ | =0
y/

e ’equazione (2.5) nell’equazione:
71\ ta70 40 2470 ! 0 !
(@' y') "MCAM ( y ) + 2 (ao1 apz) M ( y ) + apo = 0.

Poiché

rank(*M Ay M) = rank(Ay),
il rango di A & un invariante affine della conica C ed assume il nome di rango della conica affine C. Inoltre,
poiché:

rank(tMA(}M) = rank(A(})7

anche rank(A?) ¢ un invariante affine.

Utilizzando i due invarianti affini rank(A) e rank(A$}) si pu6 quindi introdurre la seguente definizione.

Definizione 34. Una conica affine C : f(z,y) = 0 in A(C?) &
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1. a centro se rank(A}) = 2;

2. una parabola se rank(A}) = 1;

3. non degenere se rank(Ay) = 3;

4. semplicemente degenere se rank(Ay) = 2;
5. doppiamente degenere se rank(Ay) = 1.

Esempio. (1) La conica C; di equazione fi(z,y) = 2% +3? — 1 = 0 & una conica a centro non degenere. Si

ha infatti:
-1 0 0
A= 0 1 0 |, Aolz((l]?).
0 01
(2) La conica Cy di equazione f>(r,y) = 22 + y? = 0 & una conica a centro semplicemente degenere. Si ha
infatti:
0 0 0
Ap=0 1 0], A02:<(1) (1))
0 01

1
1o
2
o (00
o, A3_<01).
1

(4) La conica C, di equazione f4(x,y) = y?> — 1 = 0 & una parabola semplicemente degenere. Si ha infatti:
-1 0 0
A, =1 0 0 0 |, AO4:<8?>.
0 01

(5) La conica Cs di equazione f5(x,y) = y? = 0 & una parabola doppiamente degenere. Si ha infatti:
0 0
00|, A9 = < 0 ) .
0 1

0
Teorema 7. Ogni conica affine (complessa) C : f(x,y) = 0 di A%*(C) e equivalente ad una delle coniche
C1,Cs,C3,Cy,C5 dell’esempio precedente. Le cinque coniche affini C1,Cs,C3,Cyq,Cs sono a due a due non
affinemente equivalenti.

—= O

Af, =

5

o O O

Si pué6 dimostrare il seguente teorema.

Dimostrazione. Siano

AfeS(C*?), Al es(??)

le due matrici associate alla conica C. Poiché A(} ¢ simmetrica, A(]Jv ¢ diagonalizzabile e quindi esiste una matrice
invertibile M € GL(2,C) tale che
'MASM
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¢ diagonale. Pertanto si pud supporre che A?c sia diagonale, ovvero che la matrice Ay sia della forma:

aopo ap1r o2
Af = ap1 Q11 0
ap2 0 a2

Si possono distinguere allora i seguenti casi:

(a) ajiase # 0. In questo caso C ¢ quindi una conica a centro. Se si opera il cambiamento di coordinate
affini:
r=g — 20
) ds
Y=Y — 4

si ottiene 1’equazione:

2 2
fl@y) = an (35' - %) + az2 (y’ - %) + 2a01 (CE/ - %ﬁ) + 2a02 <y/ - %) +ago = 0,
= a1 (2")? + aze(y’)? + by =0,
2 2
con boo = 7% — % + ago-

Si hanno allora i seguenti ulteriori sottocasi:

(a1) boo = 0. Mediante il cambiamento di coordinate affini:

r_ 1
Tl 26
/o 1 Y. ( . )
Yy = \/@ )
si ha I’equazione X2 + Y2 = 0 della conica C,.
(az) boo # 0. In questo caso si pud supporre bpg = —1. Con il cambiamento di coordinate affini (2.6) si

ottiene I’equazione X2 4+ Y? — 1 = 0 della conica C;.
(b) a1 = 0. In questo caso age # 0 e

f(z,y) = azy® + 2a017 + 2a02y + ago.

{x:x'
— ) — Q02
y=y ass2’

a2 (y')* + 2ap12’ + doo = 0,

Ponendo:

si ha I’equazione

con
2

ap2

doo = agp — —.

a22

Si distinguono allora i seguenti sottocasi:

(b1) ao1 # 0,dgp = 0. In questo caso la conica C é equivalente alla conica Cs.
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(b2) ap1 # 0,dpo # 0. Si pud supporre dgg = —1. Mediante il cambiamento di coordinate affini:

si ottiene I’equazione Y2 + X — 1 = 0. Mediante la traslazione:

X=X"+1
Yy =Y/,

si ha I’equazione della conica Cs.

(bg) ag; = 0. In questo caso si ottiene I’equazione as2(y’')? + dog = 0. Se doy = 0, la conica C &
equivalente alla conica Cs. Nel caso invece in cui dgg # O si ottiene che la conica C & equivalente a
Cy.

(¢) a11 # 0,a22 = 0. Ci si riconduce al caso (b) scambiando le variabili = e y.
O

Le equazioni delle coniche Cy,Cs,Cs,Cy,Cs sono dette equazioni in forma canonica della conica affine
(complessa) C.

Osservazione. Si osservi che a differenza del caso reale non si distingue quindi tra ellisse ed iperbole. Si pué
dimostrare in modo analogo che ogni conica affine reale C di .A(R?) & equivalente ad una delle seguenti coniche:

1. 22 +y? —1 =0 (ellisse)

22+ y? + 1 = 0 (ellisse a punti non reali)
2% 4+ y? = 0 (ellisse degenere)

x? —y? — 1 = 0 (iperbole)

22 — y? = 0 (iperbole degenere)

y? — x = 0 (parabola)

y? = £1 (parabole degeneri)

e T e B

y? = 0 (conica doppiamente degenere)

Le otto coniche affini reali sono inoltre a due due non affinemente equivalenti.

2.3 Curve algebriche proiettive

Sia C[xg, x1, 2] 1’anello dei polinomi a coefficienti in C nelle variabili xq, z1,22.
Definizione 35. Un polinomio F € Clxg, x1,x2| di grado d > 0 nelle variabili x(,x1,x2 si dice omogeneo se
F(Axg, Az, A\xg) = )\dF(xO, X1,T2)

per ogni (xg,r1,72) € C? e per ogni X € C.
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Esempio. 1l polinomio x3 + 4x1z5 & omogeneo, mentre il polinomio 3 + 52 non lo &.

Un polinomio omogeneo G € C[xg, x1, 22 si dice “equivalente” al polinomio omogeneo F' di grado d > 0
se & proporzionale a F', cio se esiste p € C — {0} tale che G = pF. Consideremo come “uguali “polinomi
omogenei equivalenti.

Sia P?(C) = P(C?) il piano proiettivo complesso associato allo spazio vettoriale complesso C? e siano
[0 : 1 : 2] le coordinate omogenee rispetto al riferimento proiettivo standard di P?(C).

Si osservi che se F(x,x1,22) ¢ un polinomio omogeneo di grado d e A = [(ag,a1,a2)] = [ag : a1 : as] &
un punto dello spazio proiettivo P?(C), allora

F()\ao,)\al,)\(lg) :)\dF(al,(lg,(lg), VA GC*{O},

ovvero se si identificano polinomi omogenei proporzionali, & ben definito il valore di F' sul punto A = [ag : ay :
az]. Se si vuole calcolare F'(P) con P € P?(C), sara quindi sufficiente calcolare il valore di F' su un qualsiasi
vettore rappresentante di P.

Analogamente a quanto visto per le curve algebriche affini si pu6 quindi introdurre la seguente definizione.

Definizione 36. Una curva algebrica proiettiva (complessa) e un insieme del tipo:
C = {[xo: 21 : 3] € P?(C) | F(xo,21,22) = 0},

dove F(xg,x1,x2) € Clxg, x1, 2] & un polinomio omogeneo assegnato di grado d > 0. Il grado d del polino-
mio omogeneo F' ¢ detto il grado della curva algebrica piana proiettiva C. Inoltre I’equazione F(xo,x1,x2) =
0 ¢ I’equazione della curva algebrica proiettiva C.

Scriveremo a volte C : F(xzg,21,22) = 0 per indicare la curva algebrica piana proiettiva C di equazione
F((EQ, Iy, 1’2) =0.
Osservazione. Si pud introdurre una definizione analoga anche per una curva algebricha piana proiettiva reale di

grado d, come:

C= {[1‘0 Xy 332} S ]PQ(R) ‘ F(Z‘o,l‘l,xg) = O},
dove F(xg,21,x2) € R[xg, 1, 22] & un polinomio omogeneo assegnato di grado d > 0 nelle variabili zq, 21, 2.
Salvo avviso contrario consideremo in tutto il capitolo curve algebriche piane proiettive complesse, che chia-
meremo semplicemente “curve algebriche proiettive”, precisando quando invece si stanno considerando curve
proiettive reali.

Nel caso in cui il polinomio F'(zg,x1,z2) sia di grado d = 1, la curva algebrica piana proiettiva C & una
retta proiettiva nel piano proiettivo complesso P?(C).

Si osservi che, se la curva algebrica proiettiva C ¢ il luogo degli zeri di un polinomio omogeneo F &€
Clxg, x1,x2] di grado d > 0, allora C & il luogo degli zeri di ogni altro polinomio omogeneo in C[zg, 21, 23]
equivalente a F'. Inoltre ogni polinomio omogeneo equivalente a F' ha lo stesso grado del polinomio omogeneo
F.

Dati la proiettiva 7 di P?(C) associata all’automorfismo 7' di C? ed il polinomio omogeneo F (o, x1,%2) €
Clxo, x1, 23], si pud definire in modo naturale il polinomio:

T(F)(IQ,Ihl‘Q) = F(T(zo,xl,xQ)).

Definizione 37. Sia C = {[zo : 21 : 23] € P*(C) | F(xo,%1,22) = 0} una curva algebrica proiettiva e
T : P2(C) — P?(C) una proiettivita di P*(C), allora la curva algebrica proiettiva:

D =T7"C) ={[wo : @1 : @3] € P*(C) | F((T (w0, x1,22)) = 0}

¢ detta la trasformata della curva proiettiva C tramite T Si scrive anche che C = T(D).
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Utilizzando le proiettivita di P?(C) (o equivalentemente gli automorfismi di C?) si pué allora introdurre la
seguente equivalenza tra curve algebriche proiettive.

Definizione 38. Due curve algebriche piane proiettive C e D di P2(C) sono equivalenti se esiste una proiettivita
T : P2(C) — P?(C) tale che D = T(C).

Esercizio 24. Verificare che relazione:
C~D <= Junaproiettivita T : P*(C) — P*(C) tale che D =T(C)
e una relazione di equivalenza.
Le proprieta comuni a curve algebriche proiettive equivalenti sono dette proprieta proiettive.
Esercizio 25. Verificare che tutte le rette proiettive di P?(C) sono tra loro equivalenti.

Definizione 39. Una curva algebrica piana proiettiva C di grado d = 2 (rispettivamente di grado d = 3) é
detta conica proiettiva (complessa) (rispettivamente cubica proiettiva (complessa)).

2.3.1 Classificazione delle coniche proiettive
Sia
C= {[{EO X "L‘Q} S ]PQ(C) ‘ F(:vo,xl,xg) = 0}7

con F(xg,x1,22) € Clxg,x1, 2] un polinomio omogeneo di grado 2 nelle variabili xg, 1,22, una conica
proiettiva) in P?(C). L’equazione F(zg,z1,72) = 0 di C pud anche essere scritta come:

2 2 2
F(zo,21,72) = apo®p + a117] + a2z + 2a017071 + 20022072 + +2a127172 = 0, 2.7)
con a;; € C. Possiamo allora associare alla conica proiettiva C la matrice simmetrica:

aoo  Go1r @02
3,3
Ap = apl a1l Qai12 S S(C )
Gp2 Al G22

Utilizzando la matrice simmetrica A g, I’equazione (2.7) si scrive nella seguente equazione matriciale:

Lo
(IEO I 1‘2) AF T =0. (28)
X2

Si consideri la proiettivita 7" di equazioni, rispetto al riferimento standard di P2(C):

o IE6
xy | =M\ 2} |,
To xh

con M € GL(3,C). L’equazione matriciale (2.8) si trasforma nell’equazione:

g
T(F)(xg, 2y, 75) = (g 2y 25) "‘MApM | @y | =0

2}
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Poiché
rank(Ar(py) = rank(*M Ap M) = rank(Ap),

il rango di A ¢ quindi un invariante proiettivo della conica C ed assume il nome di rango della conica proiettiva

C.

Si ricordi la seguente definizione.

Definizione 40. Due matrici quadrate A, B € K™™ sono congruenti se esiste una matrice invertibile M €
GL(K,n) tale che
‘MAM = B.

Pertanto due matrici si dicono congruenti se rappresentano la stessa forma bilineare rispetto a due basi diverse
dello spazio vettoriale.

La congruenza tra matrici definisce una relazione di equivalenza tra matrici (la verifica ¢ lasciata al Lettore
per esercizio).

Nel caso in cui il campo K sia R o C, il teorema di Sylvester fornisce un invariante completo che caratterizza
completamente le classi di equivalenza di matrici simmetriche congruenti. Nel caso reale, tale invariante ¢ la
segnatura della forma bilineare simmetrica associata alla matrice simmetrica reale. Nel caso complesso tale
invariante ¢ il rango della matrice simmetrica complessa.

Si pué dimostrare infatti la seguente proprieta.

Proposizione 21. Due matrici quadrate simmetriche A, B € S(K™™), con K = R, sono congruenti se e solo

se hanno la stessa segnatura. In particolare, ogni matrice A € S(R™™) di rango r é congruente alla matrice a
blocchi:

I, O O
o -I,._, O
o o0 o

Due matrici quadrate simmetriche A, B € S(K™™), con K = C, sono congruenti se e solo se hanno lo stesso
rango. In particolare, ogni matrice A € S(C™") di rango r & congruente alla matrice a blocchi:

(65)
O 0 )’
Utilizzando la precedente proposizione si pué quindi dimostrare il seguente teorema.
Teorema 8. Ogni conica proiettiva C di P?(C) é proiettivamente equivalente ad una delle seguenti coniche:
1. Cy: 2%+ 2% + 23 = 0 (conica generale);
2. Cy: x% + 22 = 0 (conica semplicemente degenere);
3. Cs: 2% = 0 (conica doppiamente degenere)
e queste tre coniche proiettive sono a due a due non proiettivamente equivalenti.

Si osservi infatti che le tre coniche proiettive C1,C2 e Cs non sono equivalenti in quanto hanno rango diverso.
Le equazioni delle coniche C;, i = 1,2, 3, sono dette equazioni in forma canonica.

Esercizio 26. Determinare una forma canonica della conica proiettiva
C:xl+ 2x170 + 423 = 0.
di P?(C).
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Soluzione La conica proiettiva C ha come matrice simmetrica associata la matrice
1 00
0 0 1
0 1 4

di rango 3. Pertanto la conica proiettiva C & equivalente alla conica C; : #3 + 27 + 2% = 0.

Osservazione. Nel caso delle coniche proiettive reali si ha che ogni conica proiettiva C di P?(R) & proiettiva-
mente equivalente ad una delle seguenti:

1. 23 + 22 — 23 = 0 (conica generale);

2. 2% + 2?2 + 23 = 0 (conica generale a punti non reali);
3. 2% £ 22 = 0 (coniche semplicemente degeneri);

4. x3 = 0 (conica doppiamente degenere).

Queste coniche sono a due due non proiettivamente equivalenti.

2.3.2 Fasci di coniche proiettive

Dati due polinomi omogenei F, G € C[z,,z1,22] € (A, ) € C? — {(0,0)}, possiamo considerare il polinomio
omogeneo:
AF + uG.

Si osservi che se al posto di (A, i) si considera (pA, pu), con p € C — {0}, si ottiene il polinomio omogeneo
p(AF + uG), ovvero un polinomio omogeneo proporzionale a A\F' + uG'.

Si pu6 allora introdurre la seguente definizione.

Definizione 41. Date due coniche distinte C e D di P?(C):

C = {[zo:m1 : 22) € P2(C) | F(wo,21,22) = 0},
D= {[(EO X .’EQ} c ]P2((C) ‘ G(xo,xl,xg) = O}

Uinsieme di coniche proiettive:
F={AF+4uG=0][\:p €P(C)},
si dice fascio di coniche generato dalle due coniche C e D.
Esercizio 27. Date le due coniche proietttive di P*(C):
C:x%—&—:cf—l—x%:O, D:xix9 =0,
determinare

1. la conica del fascio di coniche generato da C e D passante per il punto A =1[1:1:1];

2. i punti di intersezione di tutte le coniche del fascio.
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Soluzione
1. La generica conica del fascio generato dalle due coniche proiettive C e D ha equazione:
Mx§ + 21 + 23) + p(1w2) = 0,
con [\ : p] € P1(C). Imponendo il passaggio per i punto A si ottiene 1’equazione omogenea:
3A+p =0.
Quindi la conica richiesta ha equazione:
x% + 2% 4 2% — 3z125 = 0.

2. Tratteremo piu in dettaglio il problema dell’intersezione tra curve algebriche nel Paragrafo [2.12] Nel caso

di un fascio di coniche, i punti comuni alle due coniche C e D che generano il fascio sono i punti comuni
a tutte le coniche del fascio.

Si deve pertanto risolvere il sistema di equazioni omogenee:

22 +23+ 23 =0,
r1T2 =0,

da cui:
CND={[0:1:4,[0:1:—4],[1:0:4],[1:0:—i]}.

Si osservi che il numero di punti di interesezione ¢ pari al prodotto dei due gradi delle due coniche!

2.4 Cenni sulle quadriche proiettive

Sia Clxg, 1, .., x,] I"anello dei polinomi a coefficienti complessi nelle variabili xq, z1,...,Zy.

Definizione 42. Un polinomio F € Clxg,x1, ..., x,] si dice omogeneo di grado d se esiste un numero naturale
d € N tale che
F(Azg, Az1,. .., \zp) = )\dF(aco,xl, cey ),

perogni \ € C e per ogni (zg,1,...,1,) € C"L

Sia F' € Clxg, 21, .., %,] un polinomio omogeneo di grado d > 0, I'insieme
C={[zo:x1:...: 2y €ePC) | F(zxo,21,...,2n) =0}
¢ ben definito.
Se d = 2, allora I'insieme C & detto quadrica in P"(C) di equazione F(zq,z1,...,z,) = 0.
Se T : P*(C) —» P™(C) & una proiettivita P"(C) indotta da un automorfismo 7" : C**1 — C"*!, allora,
per ogni polinomio omogeneo F' € Clxg,x1,...,Zy,], il polinomio T'(F), definito da

T(F)(xo,xl, cosy)) = F(T(xo, 21, ..., 20)),
¢ ancora omogeneo e analogamente al caso delle curve proiettive 1’insieme
T=YC) ={[zo: 21 :...:x,] € PY(C) | F(x0,1,...,2,) = 0}

si dice trasformata della quadrica proiettiva C mediante la proiettivita T di P™(C) (o mediante 1’automorfismo
T di Ct1).
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Definizione 43. Due quadriche C e D di P"(C) si dicono equivalenti se esiste una proiettivita T di P*(C) (o
equivalentemente un automorfismo T di C"*) tale che D = T~1(C).

Se
F(.Z‘Q,.rl, . ,l‘n) = E Qi TiT 5,
4,J
con a;; € C, & un polinomio omogeneo complesso nelle variabili zg, 1, ..., 2y, allora la matrice simmetrica

Ap = (a;;) € S(C™THnH1) & detta la matrice associata al polinomio F e si ha

)
T

F(zo,21,...,20) = (o21 ... Tp)AF

Tn

Ragionando analogamente al caso delle coniche proiettive si prova il seguente teorema.
Teorema 9. Due quadriche proiettive di P™(C)
C={lzo:z1:...:2,) €P*(C) | F(zo,21,...,2s) =0},
D=Alzg:x1:...:2,) €P*(C) | G(xo,21,...,2,) =0}

sono equivalenti se e solo se le matrici simmetriche Ap e Ag hanno lo stesso rango. Inoltre, se la matrice Ap
ha rango r, la quadrica proiettiva C ¢ equivalente alla quadrica proiettiva di equazione

w2 at 4. a2t =0. (2.9)
L’equazione (2.9) ¢ detta una forma canonica della quadrica proiettiva C.
Esercizio 28. Si trovi una forma canonica della quadrica proiettiva C di P3(C) di equazione
F(xg,x1, %9, x3) = T2 + 2x0T2 + 23 + 23 = 0.
Soluzione Si ha come matrice associata ad F' la matrice simmetrica
1 0 1
Ap =

o = O
— o o o

0 0
0 1
0 0

Poiché rank(Ar) = 2, la quadrica proiettiva C & proiettivamente equivalente a 23 + 2?7 = 0.

2.5 Chiusura proiettiva di una curva algebrica affine

Sia C : f(z,y) = 0 una curva algebrica affine di grado d in A(C?). Possiamo scrivere:

d

f(aj,y) = Z fm($7y)7

m=0

dove f,, € Clz,y] & un polinomio omogeneo di grado m nelle variabili = e y.
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Definizione 44. Dato il polinomio f € Clz,y] di grado d, il polinomio omogeneo di grado d:

d
f(@o, 1, 22) = Z 2y " fon (21, 22)
m=0

si dice polinomio omogeneo associato a f.

Esempio. 11 polinomio omogeneo associato a f(x,y) = z° + 422y3 + 3zy? — ry + 3 & il polinomio omogeneo:
flwo, w1, m2) = 2} + 4a3xd + 3v 2528 — 212007 + 325,

Si puo allora introdurre la seguente definizione.

Definizione 45. Data la curva algebrica affine C : f(x,y) = 0 di grado d in A(C?), la curva algebrica
proiettiva di grado d: B B
C = {[zo: 1 : x2) € P*(C) | f(x0,21,72) = 0},

e detta la chiusura proiettiva della curva algebrica affine C.

Esempio. La conica affine C : 22 — y? — 1 = 0 ha come chiusura proiettiva la conica proiettiva:
C:a2? —a% —a2=0.
Viceversa, data una curva algebrica proiettiva
D = {[xo : 1 : 3] € P*(C) | G(wo, 21, 22) = 0},
allora la curva algebrica affine di A(C?):
D = {(z,y) € A(C?) | G(1,z,y) = 0}

si dice la parte affine della curva proiettiva D.

Esempio. La curva algebrica proiettiva D : x§ + z923 — xoz322 = 0 ha come parte affine la curva algebrica
affine D¢ : 1 + 23 — 22y = 0. Si osservi quindi che in generale la parte affine di una curva algebrica proiettiva
pué avere grado inferiore al grado della curva algebrica proiettiva! Si ha quindi che la chiusura proiettiva di D¢

ha equazione 3 + 23 — 2279 = 0.

Esercizio 29. Si verifichi che (C)® = C per ogni curva algebrica affine C.

Si vuole ora estendere la nozione di punti impropri vista per le rette affini e proiettive anche per le curve
algebriche affini e proiettive.

Definizione 46. Siano C una curva algebrica proiettiva di P?(C) e

Hy = {[1‘0 I :172] S ]P)Q((C) | Ty = 0}
la retta proiettiva all’infinito (o retta impropria). I punti appartenenti all’intersezione C N Hy si dicono punti
all’infinito o impropri di C.

Se C e una curva algebrica affine di A(C?), si dicono punti all’infinito o impropri di C i punti all’infinito
della chiusura proiettiva C di C.
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Esercizio 30. Si calcolino le chiusure proiettive delle coniche affini complesse (canoniche) C1,Cs,Cs,Cyq,Cs di
A(C?), considerate nell’ Esempio ed i rispettivi punti all’infinito.

Soluzione

1. Laconica affine C; : 2% +y%—1 = 0 ha come chiusura proiettiva la conica proiettiva C; : 3 +z3—22 = 0.
I punti all’infinito di C; sono pertanto i punti:

0:1:4], [0:1:—id].

2. La conica affine C3 : 2% + y? = 0 ha come chiusura proiettiva la conica proiettiva C3 : 23 + 23 = 0 ed ha
come punti all’infinito i punti [0: 1 :¢],[0:1: —].

3. La conica affine C3 : y?> — 2 = 0 ha come chiusura proiettiva la conica proiettiva C3 : 3 — zoz; = 0 ed
ha come unico punto al’infinito il punto [0 : 1 : 0].

4. La conica affine C4 : y?> — 1 = 0 ha come chiusura proiettiva la conica proiettiva Cy : 23 — 22 = 0 ed ha

come unico punto al’infinito il punto [0 : 1 : 0].

5. La conica affine C5 : 4> = 0 ha come chiusura proiettiva la conica proiettiva C5 : 22 = 0 ed ha come
unico punto all’infinito il punto [0 : 1 : 0].

Osservazione. 1. Si osservi che le chiusure proiettive di due curve algebriche affini non equivalenti possono
essere equivalenti!

2. Le coniche affini reali possono non avere punti all’infinito reali. Ad esempio, la conica affine reale in
A(R?) di equazione 22 + y? — 1 = 0 non ha punti impropri in P2(R).

2.6 Punti singolari di curve algebriche affini e proiettive
Dato un polinomio f(z,y) € Clx,y], si indichino rispettivamente con f, = % e fy = % le due derivate
parziali di f rispettoa x e y.

Definizione 47. Sia C : f(x,y) = 0 una curva algebrica affine di A(C?).

Un punto Py = (a,b) € C (cioeé tale che f(a,b) = 0) si dice singolare o multiplo se le due derivate parziali
fw e fy si annullano entrambi in Py, ovvero se fy(a,b) = f,(a,b) = 0.

Un punto Py = (a,b) € C si dice non singolare o regolare o semplice se almeno una delle due derivate
parziali f, e f, non si annulla in Fy.

Analogamente, dato un polinomio omogeneo F'(xq,z1,22) € Clzg, 21, x2], si indichino rispettivamente con

_ OF _ OF _ of i iali di i
Foy = 5475 For = 557 © Foy = 5 le tre derivate parziali di F rispetto a zo, 1 € 2.

Definizione 48. Sia C : F(zo,71,%2) = 0 una curva algebrica proiettiva di P*(C).

Un punto Py = [ag : a1 : az] € C (cioé tale che F(ag,a1,a2) = 0) si dice singolare o multiplo se le tre
derivate parziali Fy,, F,, e Fy, si annullano entrambi in Py, ovvero se F,,(ag,a1,a2) = Fy, (ag,a1,a2) =
F,,(ag,a1,az2) = 0.

Un punto Py = [ag : a1 : ag] € C si dice non singolare o regolare o semplice se almeno una delle tre
derivate parziali Fy, F,, e Fy, non si annulla in Py.
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Esempio. 1 punti singolari della conica affine:
C={(z,y) € AC?) | f(z,y) = 2 +y* + 2y = 0}
sono le soluzioni (x,y) del sistema:

flx,y) =a* +y> + 2y =0,
Je(®,y) =22 4+y =0,
Jy(x,y) =2y +2=0.

Si ha pertanto che O = (0,0) & I’'unico punto singolare della conica C.
Esempio. La cubica affine

D ={(z,y) € A(C?) | g(z,y) =z +y* = 0}

non ha punti singolari in quanto g, (z,y) = 1, per ogni punto (z,y). Pertanto tutti i punti della cubica D sono
regolari.

Definizione 49. Una curva algebrica affine o proiettiva priva di punti singolari si dice liscia o regolare o non
singolare.

Una curva algebrica affine o proiettiva si dice singolare se ha almeno un punto singolare.

La conica affine dell’Esempio [2.6¢ quindi singolare, mentre la cubica affine dell’Esempio [2.6]¢ liscia.

Esercizio 31. Si determinino i punti singolari della curva algebrica affine reale di A(R?):
C:flx,y)=a"+ay+y*=0.
Soluzione Imponendo le condizioni:

fo(@,y) =42° +y =0,
fy(z,y) =z +3y* =0,
flz,y) =0

si ottiene come unica soluzione (0,0). Pertanto la curva algebrica affine C ha come unico punto singolare
Porigine O = (0,0).

Per visualizzare i punti (x,y) della curva algebrica affine reale C mediante il programma Maple si possono
ad esempio usare i comandi:

> with(plots):

> implicitplot(x? + x*xy +y3,x=-3..3,y=-3 .. 3);
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-3 4

Esercizio 32. Si determinino i punti singolari della cubica algebrica proiettiva (cubica di Fermat) di P?(C):
C: F(xg,x1,12) = 2 + 25 + 23 = 0.
Soluzione Poiché:
Fuo (20,21, 22) = 323,  Fy, (10, 21,20) = 323, Fy, (20,21, 72) = 323,

le tre derivate parziali F;,, ¢ = 0,1, 2 si annullano solo in zp = x; = x2 = 0. Pertanto la cubica C ¢ liscia,
cioe non ha punti singolari.

Esercizio 33. Verificare che una conica algebrica proiettiva ¢ singolare se e solo se é (semplicemente o doppia-
mente) degenere.

Esercizio 34. Date le due coniche proietttive di P?(C):
C:xp+a3+23=0, D:xjze=0,
determinare la conice singolari del fascio di coniche generato da C e D.
Soluzione La generica conica proiettiva Cy ,, del fascio generato dalle coniche C e D ha equazione:
Mz + 2% + 23) + p(z122) =0,
con [\ : u] € PY(C). La conica Cy , & singolare se e solo se & degenere, ovvero se e solo se :

A0 0 .
0 A iup|= <>\2—4p2>:0.
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Si hanno pertanto le tre coniche singolari:

2 2 2 2 2 2
122 =0, x5+ 27 +25+ 22122 =0, x5+ 27+ 25 — 27122 = 0.

Data una curva algebrica affine C di A(C?) (rispettivamente di .A(R?)) abbiamo visto che si pu6 considerare
la sua chiusura proiettiva C in P?(C) (rispettivamente in P?(C)). Si ricordi inoltre che un punto (t1,t2) € C se
esolose [1:t;:ta] €C. E quindi naturale vedere se c’e’ un legame tra i punti singolari di C ed i punti singolari
della sua chiusura proiettiva C.

Premettiamo il seguente Lemma.
Lemma 2. (Formula di Eulero) Se F' € Clxg, 1, x2] & un polinomio omogeneo di grado n, allora:

2
ijij(xo,xhxg) =n F(xg,21,22). (2.10)

§=0
Dimostrazione. Poiché F' ¢ omogeneo di grado n, si ha:
F(txo, tl‘l, tai‘g) = tnF(Z‘o, T, xg),

perogni t € C e perogni (zg, 21, 2) € C3. Derivando entrambi i membri della precedente uguaglianza rispetto
a t si ottiene:

2
Z x;Fy (two, twy, tre) =n t" (g, 1, 20),
=0

da cui, calcolando per ¢ = 1, segue la formula di Eulero 2:10). O

Utilizzando la precedente formula di Eulero si pu6 dimostrare la seguente proprieta.

Proposizione 22. Sia C : f(x,y) = 0 una curva algebrica affine di A(C?) e sia C : f(xo,21,22) = 0 la sua
chiusura proiettiva in P?(C).

Un punto (t1,ts) € C & singolare se e solo se [1 : t; : ta] & un punto singolare di C.

Dimostrazione. Se f(xz,y) = Z?:o fi(z,y), dove n ¢ il grado della curva algebrica affine C e f; € Clz,y] ¢
un polinomio omogeneo di grado j. Per definizione:

n

Flxo, w1, w2) =Y ap ™ fi(wr, 2).

=0

Pertanto:
?ml (.To,i)j‘l,l’g) = ngij (fj)m(xlaxZ)a ?mg (anxlaxZ) = ngij (fj)y(xla (1?2),
§=0

da cui:
?xl(l,ﬂfl,xg) = f$(.131,$2), ?x2(17$1;x2) = fy($1,1‘2). (211)

In particolare, se [1 : ¢; : t5] € C & singolare, allora (¢1,t2) € C & singolare.
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Si supponga ora che (t1,t2) € C sia singolare. Poiché f(x¢,x1,2) & un polinomio omogeneo di grado n,
applicando la formula di Eulero (2.10) si ha:

Soaf,, =nf.
§=0

In particolare:

‘rOfaco = _x1?x1 - xZ?xQ + TL?
Quindi, se si considera il punto [1 : ¢; : ¢3], corrispondente al punto singolare (¢1,¢2) € C, si ottiene:

fao(Lit1,t2) = =t fu(tr,t2) —tafy(t1,t2) +nf(t1,t2) =0,

come conseguenza delle uguaglianze Z.11) e f(1,t1,t2) = f(t1,t2). Pertanto [1 : ¢; : t] & un punto singolare
di C.
O

Si possono distinguire i punti singolari utilizzano la seguente definizione.

Definizione 50. Sia C una curva algebrica affine di equazione f(x,y) = 0 (rispettivamente una curva algebrica
proiettiva di equazione F(xq,x1,22) =0) e sia P €C.

Il punto P si dice di ordine m o m-multiplo se futte le derivate parziali di f(x,y) (rispettivamente di
F(xg,21,x2)) fino all’ordine m — 1 si annnullano in P ed esiste almeno una derivata parziale di ordine m che
non si annulla in P.

Si pué dimostrare per induzione su m la seguente proprieta.

Proposizione 23. Sia C una curva algebrica affine di A(C?) e sia C la sua chiusura proiettiva in P?(C).
Un punto (t1,t3) € C ¢ di ordine m se e solo se [1 : ty : t3] & un punto di C di ordine m.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ lasciata al Lettore per esercizio. O
Osservazione. Si osservi quindi che un punto P di una curva algebrica affine o proiettiva ¢

1. non singolare se e solo se ¢ di ordine m = 1;

2. singolare se e solo se ¢ di ordine m > 1.

Esempio. 11 punto (0,0) dela curva algebrica affine C : ° + ° = 0 & un punto singolare di ordine 5.

2.7 Componenti di una curva algebrica

Sia C : f(x,y) = 0 una curva algebrica affine in .A(C?) o in A(R?).

Si ricordi che per il teorema fondamentale dell’algebra, un polinomio a coefficienti complessi in una variabile
¢ irriducibile sul campo dei complessi se e solo se ha grado 1. I polinomi irriducibili a coefficienti reali in una
variavbile sono i polinomi di primo grado ed i polinomi di secondo grado con discriminante minore di zero.
Quindi per Iirriducibilita o meno di un polinomio ¢ molto importante quale campo si sta considerando.

Definizione 51. Una curva algebrica affine C : f(x,y) = 0 in A(C?) (0 in A(R?)) ¢ irriducibile se f(x,y) ¢
(a meno di un fattore costante non nullo) irriducibile. Altrimenti C ¢ detta riducibile.
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Se una curva algebrica affine (reale o complessa) C : f(x,y) = 0 ¢ riducibile e

f(x,y) = fl(xay) fg(-f,y) fk(x7y)7

con f;(z,y) polinomi irriducibili, allora le curve algebriche affini C; di equazione f;(x,y) = 0 sono dette le
componenti irriducibili di C. Scriveremo semplicemente:

C=C+Co+...+C.

Se f;(z,y) ¢ un fattore multiplo di f(z,y) di molteplicita y;, allora la curva algebrica affine C; : f;(x,y) =0
¢ detta componente multipla di C di molteplicita ;.

Definizione 52. Una curva algebrica affine (reale o complessa) C e ridotta se non ha componenti multiple.

Esempio. Una conica affine ¢ irriducibile e se e solo se ¢ non degenere. Una conica affine semplicemente degenere
ha due componenti irridicibili distinte e quindi ¢ ridotta. Una conica affine doppiamente degenere ¢ non ridotta,
in quanto ¢ formata da una retta di molteplicita 2.

Osservazione. Sipud provare che una curva algebrica affine ¢ irriducibile se e solo se ogni curva algebrica affine
ad essa equivalente ¢ irriducibile.

Irriducibilita, riducibilita, numero, grado e molteplicita delle componenti irriducibili di una curva algebrica
affine sono tutte proprieta affini.

Si possono introdurre analoghe definizioni di irriducibilita, componeni irriducibili e componenti multiple
anche per una curva algebrica proiettiva reale o complessa.

Osservazione. 1. Come per le curve algebriche affini si pué provare che una curva algebrica proiettiva ¢
irriducibile se e solo se ogni curva algebrica proiettiva ad essa equivalente ¢ irriducibile. Irriducibilita,
riducibilita numero, grado e molteplicita delle componenti irriducibili di una curva algebrica proiettiva
sono tutte proprieta proiettive.

2. 1I grado di una curva algebrica (affine o proiettiva) coincide con la somma dei gradi delle sue componenti
irriducibili, purche ogni componente venga contata un numero di volte pari alla sua molteplicita.

Esercizio 35. Si stabilisca se la conica proiettiva
C: F(xo,r1,70) =22 + 25+ 23 =0
in P2(C) ¢ irriducibile.
Soluzione Se il polinomio omogeneo F'(xq,x1,x2) fosse riducibile, allora si avrebbe:
F(xo,x1,22) = G(x0, 21, 22) H(x0,21,22),
con G, H € Clzg, x1, x2] polinomi omogenei (irriducibili) di grado 1. Pertanto:
G(xo,x1,m2) = axo + A(z1,22), G(x0,21,22) = bxro + B(x1,22),

con a,b € C e A, B polinomi omogenei di grado 1 nelle variabili z; e 5. Poiché ab = 1, possiamo supporre
a =b=1. Pertanto da :
[0 + A(x1, 22)][x0 + B(21,22)] = 28 + 23 + 23,

avremmo:
B(z1,m2) = —A(z1,22), A(zy,32)B(wy, 22) = 27 + 23,

ma —(z? + x3) non & un quadrato!
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2.8 Molteplicita di una curva algebrica in un punto

Prima di affrontare il problema dell’intersezione tra una retta proiettiva e una curva algebrica proiettiva iniziamo
ad introdurre la seguente definizione.

Definizione 53. Siano r e C rispetivamente una retta proiettiva ed una curva algebrica proiettiva di P?(C).
Diremo che r e C hanno molteplicita di intersezione I(C,r; Py) nel punto Py € r se il punto Py conta
I(C,r; Py) nell’intersezione C N1, con la convenzione che 1(C,r,Py) =0 se Py ¢ CNr e I(C,r, Py) = oo se
r CC.

Esempio. Data la retta proiettiva r : 21 = 0 e la curva algebrica proiettiva C : 22 — z122 = 0 di P?(C), i punti
dell’intersezione C N7 sono i punti [z : 71 : 23] € P?(C) che verificano le equazioni:

Tr1 = 0,
x% — 129 =0,

da cui 71 = 2% = 0. Pertanto l'intersezione C N7 & formata dal punto Py = [0 : 0 : 1] contato due volte, ciog
I(C,r; Py) = 2.

Si pué provare in generale il seguente teorema.

Teorema 10. Date in P?(C) una curva algebrica proiettiva C di grado n ed una retta proiettiva v (non
contenuta in C ), vale la seguente uguaglianza:

ZI(C,T‘;P) =n.

Per

Dimostrazione. Si supponga che C abbia equazione F'(zg,z1,x2) = 0, dove F(zg,x1,22) € Clzg, 21, 22]
¢ quindi un polinomio omogeneo di grado n. Sia inoltre axg + bx; + cxa = 0 I'equazione di . Uno dei
coefficienti a, b, ¢ ¢ quindi necessariamente diverso da zero. Si supponga ad esempio che a # 0, da cui:

b c
o= ——T1 — —T2
a a

Pertanto un punto [z : x1 : 2] appartiene a C N r, se e solo se verifica le due condizioni:

b c b c
Fl——x——w,21,22 )| =0, xp=—-x1 — —x2,
a a a a

dove F (—gxl — g:cg,xhxg) ¢ un polinomio omogeneo, che indichiamo con G(z1,x2), di grado n nelle
variabili x1 € xo.

Se x1 = 0 & una radice del polinomio omogeneo G(x1,x2), allora poiché x5 # 0, si pué supporre a meno
di un fattore di proporzionalita che:

G(21,22) = 27" H (21, 22),

dove H(x1,z2) € un polinomio omogeneo di grado n — m, che non ammette la soluzione x; = 0. Pertanto il

punto [—<:0: 1] &contato m volte nell’intersezione C N 7.

Ponendo ¢ = x5 /x siottiene da H(z1,z2) un polinomio non omogeneo p(t) di grado n—m nella variabile
t. Per il teorema fondamentale dell’algebra p(¢) ha esattamente n — m radici (eventualmente coincidenti):

trta, ey lnom -
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Pertanto i punti:

b b
{—:0:1], [——Ctizlzti],izl,Q,...,n—m,
a a a

sono tutti e soli i punti dell’intersezione C N r.

Vale inoltre la seguente proprieta di cui omettiamo la dimostrazione.

Proposizione 24. Siano C una curva algebrica proiettiva in P?>(C), r una retta proiettiva in P>(C) e T :
P?(C) — P%(C) una proiettivita. Allora:

I(Cv T PO) = I(T(C)v T(T)a T(PO))7
per ogni punto Py € P?(C).

La nozione di molteplicita di interserzione si estende anche al caso delle curve algebriche affini nel seguente
modo.

Sia C : f(x,y) = 0 una curva algebrica affine di .A(C?) e sia r la retta affine di equazioni parametriche:

r=a-+lt,

y=0b+mi, teC.
I punti dell’intersezione C N r sono pertanto i punti di coordinate (a + It,b + mt) tali che ¢ sia una soluzione
dell’equazione:

fla+1t,b+mt) = 0.

Definizione 54. Siano

J z=a+lt,
"1 y=0b+mt, teC.

e C: f(x,y) = O rispettivamente una retta affine ed una curva algebrica affine di A(C?). Diremo che r e C
hanno molteplicita di intersezione I(C,r; Py) nel punto Py = (a + ltg,b + mtg) € r se to ¢ una radice di
molteplicita I(C,r; Py) del polinomio f(a+ 1t,b+ mt), con la convenzione che I(C,r; Py) =0se Py ¢ CNr
eI(C,r;Py) =00 serCC.

Osservazione. 1. La definizione di I(C,r, Py) ¢ ben posta. Infatti, siano 7 e C le chiusure proiettive ri-
spettivamente di 7 e C, si pud dimostrare che I(C,7; o) = I(C,r; Fy). Per provarlo determiniamo
esplicitamente I(C,7; Fp).

Poiché r & la retta passante per il punto (a, b) e parallela al vettore (I, m), la sua chiusura proiettiva 7 & la
retta proiettiva passante per i punti [1: @ : b] e [0 : I : m] (punto improprio di ), ovvero la retta proiettiva
di equazioni parametriche:

To = )\,
r1 = a)+ lpu,
Ty = bA + mip, Avlu € C, (Ahu) 7é (070)

Il punto Py = (a + ltg, b + mitp) corrisponde quindi al punto Py di coordinate omogenee [1 : a + Ity :
b + mto] .
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La chiusura proiettiva C di C hainvece equazione f(:vg, z1,22) = 0. I punti dell’intersezione C N7 sono
i punti di coordinate omogenee [\ : aX + [p : b\ + my) tali che:

FOGah +1p, b+ mu) = 0.

Si osservi che il polinomio f(\, a\ + Iy, bA 4+ myu) & un polinomio omogeneo nelle variabili A e y tale
che:

f(La+1t,b+mt) = f(a+1t,b+mt).
Py) & lamolteplicita della radice (1,t,) del polinomio omogeneo f(\, aX+1j, bA+
Py) =1(C,r; Po).

Per definizione I(C

e
my). Pertanto I(C,7;

2. Siosservi che il punto improprio P, = [0 : [ : m] dellaretta r corrisponde a A = 0 nella rappresentazione
parametrica della retta 7. Pertanto la molteplicita di intersezione I(C,7; Px,) di C e 7 in P, ¢la massima
potenza di A che divide f(X, aX + lu, bA + mu). In generale si pué avere I(C,T; Po) > 0.

3. Poiché f(1,a+ It,b+ mt) = f(a + It,b+ mt), il grado del polinomio f(a + It,b+ mt) &
n—1I(C,7; Px).
Come conseguenza del Teorema [I0]si ha il seguente teorema di cui si omette la dimostrazione.

Teorema 11. Siano C una curva algebrica affine di grado n in A(C?) ed r una retta affine non contenuta in

C. Allora:
> IC,rP)<n
Pyer

e
Z I(C,r; Py)=n
Pyer

se e solo se il punto improprio di r non é un punto improprio di C.

Utilizzando la molteplicita di intersezione di una curva algebrica ed una retta in un punto si pud introdurre la
nozione di molteplicita di una curva algebrica in un punto nel seguente modo.

Definizione 55. Sia C una curva algebrica (affine o proiettiva) e sia Py un punto del piano (affine o proiettivo).
La molteplicita mp,(C) della curva C nel punto Py é il minimo delle molteplicita di intersezione in Py di C
con la retta r, al variare di r tra tutte le rette del fascio di centro Py, cioé:

mp, (C) = minp,e, 1(C,1; Pp).

Osservazione. 1. Poiché nel piano (affine o proiettivo) esistono rette che contengono Fy e non sono contenute
nella curva algebrica (affine o proiettiva) C, allora mp, (C) # oo. Si ha pertanto:

0 S mp, (C) S n,
dove n ¢ il grado della curva algebrica C. Inoltre, mp,(C) = 0 se e solose Py ¢ C.

2. Siano C una curva algebrica affine e C la sua chiusura proiettiva. Poiché, per ogni retta affine r del piano
affine si ha:

I(C,T;Po) = 1(6777P0)a

allora mp, (C) = mp,(C).
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Usando la molteplicita di una curva algebrica affine in un punto si pué distinguere se il punto ¢ singolare
oppure no. Si ha infatti la seguente proprieta.

Proposizione 25. Sia C : f(x,y) = 0 una curva algebrica affine e Py = (a,b) € C un suo punto.

1. Il punto Py é non singolare se e solo se mp,(C) = 1.
2. Il punto Py é singolare se e solo se mp,(C) > 1.
Dimostrazione. La generica retta affine r passante per Py ha equazioni parametriche:
{ x=a+lt,
y=b+mt,
con (I,m) # (0,0). Il punto Py € C N r corrisponde alla radice ¢t = 0 del polinomio:
g(t) = f(a+1t,b+ mt)

e I(C,r; Py) €lamolteplicita della radice ¢ = 0.
Si osservi che ¢t = 0 & una radice multipla di g(¢) se e solo se ¢’(0) = 0, ovvero se e solo se:

fala,b) L+ f,(a,b)m = 0. (2.12)

Se fy(a,b) e fy(a,b) non sono entrambi nulle (ciod se Py & non singolare), allora I'unica retta ¢ (la retta
tangente!) passante per Py per cui I(C,t; Py) > 2 & laretta per cu [ e m soddisfano ’equazione (2.12). Ogni
altra retta r passante per Py ha molteplicita di intersezione I(C,r; Py) = 1. Pertanto Py & non singolare se e
solo se mp,(C) = 1. Inoltre mp,(C) > 1 se e solo se

fx(a7 b) = fy(a7 b) =0,
cioe se e solo se Py ¢ singolare. O

Si pué provare un’analoga proprieta per una curva algebrica proiettiva C : F(zg, 21, 22) = 0, utilizzando la
formula di Eulero (2.10)).

Proposizione 26. Sia C una curva algebrica proiettiva e Py € C un suo punto.
1. Il punto Py é non singolare se e solo se mp,(C) = 1.
2. Il punto Py ¢ singolare se e solo se mp,(C) > 1.
Definizione 56. Un punto singolare Py di una curva algebrica (affine o proiettiva) C si dice
1. doppio se mp,(C) = 2;
2. triplo se mp,(C) = 3.
Esercizio 36. Determinare le singolarita della quartica proiettiva:

C: F(xg,xz1,22) = xi’(zl + 20 + x2) +9:§ =0
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Soluzione Da:
Fy (o, w1, 2) = af,  Fu, (20,21, 22) = 327 (20 + x2) + 423,  Fi, (w0, 1, 22) = a7 + 423,
si ha che "unico punto singolare di C & il punto [1 : 0 : 0]. Inoltre, poiché

Fxoxo(x(nthfz) = Fyoz, (x[)axlva) =0, onzl(xo,xhﬂh) = 355%»

Frrwy (w0, 01, 22) = 621 (20 + 22) + 1223,  Fy a0y (@0, 21, 22) = 323,  Fuya, (20, 21, 22) = 1223,

e Fy 2,2,(1,0,0) = 6, si hacheil punto [1: 0: 0] & un punto singolare triplo.

Proposizione 27. Siano C una curva algebrica proiettiva in P2(C) e T : P2(C) — P2(C) una proiettivita.
Allora: ~

mp, (C) = mT(PU)(T(C))
per ogni punto Py € P%(C). Inoltre Py ¢ non singolare (rispettivamente singolare) se e solo se T(Po) e non
singolare ( rispettivamente singolare).

Dimostrazione. La Proposizione & conseguenza dalla Proposizione 24] e del fatto che ¢’¢ una corrispondenza
biunivoca tra le rette del fascio di centro Py e le rette del fascio di centro T'(P,). O

2.9 Tangenti principali

Prima di introdurre la nozione pill generale di tangente principale ricodiamo la seguente definizione.

Definizione 57. Siano C : f(x,y) = 0 una curva algebrica affine e Py = (a,b) € C un suo punto non singolare.
L’unica retta affine t tale che 1(C,t; Py) > 2 si dice retta tangente a C in Py ed ha equazione:

fa(a,b)(z —a) + fy(a,b)(y — a) = 0.
Infatti, se (I, m) & un vettore parallelo alla retta tangente ¢ nel punto Py, si deve avere la condizione:
lfs(a,b) + mfy(a,b) =0,

ovvero che (I,m) sia perpendicolare al gradiente (f,(a,b), f,(a,b)).

Osservazione. Si osservi che nel caso particolare in cui il punto non singolare Py sia 'origine O = (0,0)
allora I’equazione della retta tangente a C in O coincide con la parte di grado minimo (cio¢ uno) dell’equazione

f(x,y) =0.

Analogamente nel caso proiettivo si ha la seguente definizione.

Definizione 58. Siano C : F(xg,x1,22) = 0 una curva algebrica proiettiva e Py = [ag : a1 : az] € C un suo
punto non singolare. L’unica retta proiettiva t tale che I(C,r; Py) > 2 si dice retta tangente a C in Py ed ha
equazione:

Fwo (ao, ai, G,Q) o + le (ao, ai, ag) x|+ ngz (ao, ai, ag) xo = 0.

Infatti, se [bp : by : be] & un altro punto della retta tangente ¢ in Py, la retta tangente ¢ ha equazioni
parametriche:
xo = Aag + pbo,
ry = Aay + by,
To = Aag + /J/b2
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Il punto Py corrisponde a A = 1 e p = 0. Se si pone /A = ¢, si ha che il punto Py corrisponde alla radice
t = 0 del polinomio:
h(t) = F(ao + thg, a1 + tby, a2 + tbg)

e I(C,r; Py) &lamolteplicita della radice ¢ = 0.

Osservazione. Se Py € C ¢ un punto singolare di una curva algebrica (affine o proiettiva), allora ogni retta (affine
o proiettiva) r passante per P, & tale che I(C,r; Py) > mp,(C) > 2. Per questo si conviene considerare come
retta tangente a C in P, ogni retta passante per F.

Si introduce allora la seguente definizione.

Definizione 59. Siano C una curva algebrica (affine o proiettiva) e Py € C un suo punto. Una retta r (affine o
proiettiva) tale che I(C,r; Py) > mp,(C) ¢ detta tangente principale a C in Fy.

Osservazione. Si osservi che se Py € un punto non singolare, allora mp,(C) = 1 e pertanto una retta tangente
principale coincide con la retta tangente.

Utilizzando gli sviluppi di Taylor in ¢ = 0 rispettivamente delle funzioni f(a+1t,b+mt) e F(ao—+tbo, a1+
blt, as + tbg) .

fla+1t,b+mt) = [fo(a,b) L+ fy(a,b) mlt + %[ fra(a,b) 1> + 2fpy(a,b) Im + fyy(a,b) m?|t> + ...+
F(ao + tbg, a1 + tby, a0 + tbg) = [Z?:O Fwi ((],07 ai, (12) bz} t+ % [Z?,j:o inmj ((J,()7 ai, ag) bzbJ:| t? + ...+
si pud provare la seguente proprieta.

Proposizione 28. 1. Sia C : f(x,y) = 0 una curva algebrica affine. Un punto Py € C ha molteplicita m
per C se e solo se in Py si annullano tutte le derivate parziali di f(x,y) fino all’ordine m — 1 e almeno
una delle derivate parziali di f(x,y) di ordine m ¢ diversa da zero.

2. Sia C : F(xo,x1,x2) = 0 una curva algebrica proiettiva. Un punto Py € C ha molteplicita m per C se e
solo se in Py si annullano tutte le derivate parziali di F(zo,x1,22) fino all’ordine m — 1 e almeno una
delle derivate parziali di F(xq,x1,x2) di ordine m e diversa da zero.

Dati una curva algebrica affine C : f(z,y) = 0 in A(C?) ed un punto Py = (a,b) si introduca la seguente
potenza simbolica:

[(z = a)0zl(ap) + (v = 0)Oyl(@p)]™ f
dove per m =1 si intende:
[(.23 - a)aw|(a,b) + (Z‘ - a)ayl(a,b)]f = (l‘ - a)fw(aa b) + (y - b)fy(aa b)
eper m = 2:
[(2 = a)0zl(a,) + (2 = @)0yl(a)*f = (2 — @) fuz(a,b) + 2(z — a)(y — b) fay(a,b) + (y — ) fyy(a,b),
ecc..

Proposizione 29. Se Py = (a.b) é un punto di molteplicita m di una curva algebrica affine C : f(x,y) =0 in
A(C?), allora Uinsieme:

Cp, = {(z,y) € A(C?) | [(z — @)0zl(ap) + (y = b)3yl(a)]™ f = O}

é l'unione di m rette affini (alcune eventualmente ripetute). Ogni retta dell’insieme Cp, ¢ una tangente principale
aCin Py.
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L’insieme Cp, ¢ detto il cono tangente a C in F.

Esempio. Sia C la cubica affine di equazione f(z,y) = 2% + y3 — 322 = 0. Il punto O = (0,0) € C ha
molteplicita 2. Infatti:

fJ(O,O)ZO, fy(()?O):O
e fzz(0,0) = —6 # 0. Poiché f,,(0,0) = f,,(0,0) = 0, il cono tangente a C in O & I'insieme Co di

equazione:

(2= 0) £2(0,0) + 2(x — 0)(y — 0) £y (0,0) + (y — 0)* £,(0,0) = ~62* = 0.

Il punto O ha quindi come unica tangente principale la retta x = 0 contata due volte.

Si pué formulare un ragionamento analogo nel caso di una curva algebrica proiettiva.

Proposizione 30. Se Py = [ag : a1 : az2] & un punto di molteplicita m di una curva algebrica proiettiva
C: F(zo,x1,72) = 0 in P?(C), allora I’insieme:

CPO = {[mo B 3?2} € PQ(C) ‘ [SC() 6300'(110,&1,02) + 1 aﬂvl‘(ao,al,tw) + T2 awZ‘(a(),al,aQ)]mF = 0}

é 'unione di m rette proiettive (alcune eventualmente ripetute). Ogni retta dell’insieme Cp, é una tangente
principale a C in Py.

L’insieme Cp, ¢ detto il cono tangente alla curva algebrica proiettiva C in Fy.

Le due nozioni di cono tangente per una curva algebrica affine ed una curva algebrica proiettiva sono ben
date. Infatti vale la seguente proprieta.

Proposizione 31. 1. Siano C una curva algebrica affine e sia Py = (a,b) € C un suo punto. Allora la
chiusura proiettiva del cono tangente Cp, coincide con il cono tangente alla chiusura proiettiva di C nel
punto [1:a:b).

2. Siano C una curva algebrica proiettiva e sia Py = [ag : a1 : az] € C un suo punto, con ag # 0. Allora la

parte affine del cono tangente Cp, coincide con il cono tangente alla parte affine C* nel punto (Z—;, Z—E) .

Definizione 60. Un punto doppio di una curva algebrica (affine o proiettiva) con due tangenti principali distinte
si dice nodo.

Un punto doppio di una curva algebrica (affine o proiettiva) con due tangenti principali coincidenti si dice
cuspide.

Esempio. L origine O = (0,0) & un nodo della curva algebrica affine di equazione y? = 22 + 3.
Per visualizzare la curva algebrica reale ed il nodo si possono usare i comandi maple
> with(curvalg):
> fr=y? - a? - ad

> plot_real_curve(f,z,y);
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L origine O = (0, 0) & invece una cuspide della curva algebrica affine y*> = z

> with(curvalg):

> f=yP -2

> plot_real_curve(f,z,y);

3

99
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- 0.6 4

Vale inoltre la seguente proprieta.

Proposizione 32. Siano C una curva algebrica proiettiva in P*(C) e T : P?(C) — P2(C) una proiettivita.
Allora una retta proiettiva v e tangente a C in Py (rispettivamente una tangente principale di C in Py ) se e solo
se T(r) étangente a T(C) in T'(Py) (rispettivamente una tangente principale) a T'(C) in T(P).

Osservazione. Le definizioni di molteplicita in un punto, di rette tangenti principali e cono tangente sono le stesse
anche per una curva algebrica reale (affine o proiettiva).

2.10 Asintoti

Definizione 61. Siano C una curva algebrica affine in A(C?) e C la sia chiusura proiettiva in P?(C).
Una retta affine t in A(C?) la cui chiusura proiettiva t sia una tangente principale a C in uno dei punti
impropri di C si dice asintoto di C.

La curva algebrica affine C non ha asintoti precisamente quando i suoi punti impropri hanno come unica
tangente principale la retta impropria xy = 0.

Esercizio 37. Si studi il comportamento all’infinito delle coniche affini (complesse) C1,Cs,Cs,Cy4,Cs dell’Esem-
pio2.2.1} determinandone gli asintoti.

Soluzione
1. Laconica affine C; :: 22+%%—1 = 0 ha come chiusura proiettiva la conica proiettiva C; : x3+x5—22 = 0.

I due punti impropri di C; :
[0:1:4), [0:1:—1]
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sono non singolari ed hanno come tangenti principali rispettivamente le rette:
2xy + 2ixe =0, 227 — 220 = 0.
Pertanto gli asintoti della conica C; sono le due rette di equazione xz + iy =0 e z — iy = 0.
2. La conica affine C» : 22 + y? = 0 ha gli stessi punti impropri ed asintoti di C;.

3. La conica affine Cs3 : y> — = 0 ha come chiusura proiettiva la conica proiettiva Cs: x% —x9x1 =0¢e
quindi ha come unico punto improprio il punto non singolare [0 : 1 : 0]. Poiché:

fxO(O,l,O):—l, fxl(ov]-ao):fxg(o»]-ao)zoa

la tangente principale a C in [0 : 1 : 0] & la retta impropria x¢ = 0. Pertanto la conica C3 non ha asintoti.

4. La conica affine C4 : y* — 1 = 0 ha come chiusura proiettiva la conica proiettiva C4 : 23 — 22 = 0 e quindi
ha come unico punto improprio il punto singolare [0 : 1 : 0] di molteplicitd 2. Poiché:

fzoro(07 170) = -2, fa:oa:l (07 170) = fm0m2(07 170) = fwlwl (07 170) = fIlIQ(()’ 170) =0, ?zzm(ov 1,0) =2,

il cono tangente a C4 nel punto [0 : 1 : 0] ha equazione:
*QCC% + 2$§ = 2(JJ2 — 35'0)(1’2 —+ 1'0) =0.
Pertanto la conica C4 ha come asintoti le rette di equazione y =1 e y = —1:

5. La conica affine Cs : 4> = 0 ha come chiusura proiettiva la conica proiettiva C4 : 3 = 0 e quindi ha come
unico punto improprio il punto singolare [0 : 1 : 0] di molteplicitd 2. Inoltre, la conica affine C5 ha come
unico asintoto la retta di equazione y = 0.

Esercizio 38. Data la curva algebrica affine C : f(z,y) = (z — y)® + 2% + y? — 4z = 0 in A(C?), si studi il
comportamento di C in O = (0,0) e all’infinito.

Soluzione Poiché:
fx(xay):3(x7y)2+2x74a fy(x7y):73(x7y)2+2ya
il punto O = (0,0) ¢ non singolare ed ha come retta tangente la retta di equazione —4z = 0.
La curva affine C ha come chiusura proiettiva la curva algebrica proiettiva:
C: fzo,z1,22) = (x1 — 22)% + 2lwg + 23w — 42125 = 0.

Pertanto la curva affine C ha come unico punto improprio il punto [0 : 1 : 1]. Poiché:

foy(@o, 21, 2) = 23 4+ 23 — 8x120, [, (w0, 21, 32) = 3(21 — 22)* + 22130 — 4a,
fey (@0, 21, m2) = —=3(21 — 2)* + 22270,

il punto [0 : 1 : 1] & non singolare ed ha come retta tangente la retta impropria o = 0. Pertanto la curva
algebrica affine C non ha asintoti.

Esercizio 39. Data la curva algebrica affine C : f(z,y) = 2%(2? — y?) — 42y + y3 = 0 in A(C?), si studi il
comportamento di C in O = (0,0) e all’infinito.
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Soluzione Poiché:

fo(m,y) = 22(2? — y?) + 22° — 8y, fylz,y) = —2x2%y — 42 + 332,
fmm(xa y) =12z2 — 2y2 - 8ya fﬂcy(xa y) = 74171/ - 8I7 fyy(Iay) = —22? + Gya
fanau(xay) = 24z, fily(xvy) = —4y — 8§, fiyy(xvy) = —4z, fyyy(xay) =0,

il punto O = (0,0) & un punto singolare di molteplicita 3. Il cono tangente a C in O ha equazione
2 foze (0,0) + 32y frzy (0,0) +32Y” fuyy (0,0) +4° fiyy (2, y) = =242y +6y° = 6y(2z +y)(—22x+y) = 0.

Pertanto O ha come tangenti principali le tre rette di equazione: y = 0,y = 2z e y = —2z.
La curva affine C ha come chiusura proiettiva la curva algebrica proiettiva:

C: f(zo,21,29) = 23 (23 — 23) — 4x3wow + x520 = 0.
Quindi la curva C ha come punti impropri i punti non singolari:
[0:0:1], [0:1:-1], [0:1:1],
con rette tangenti rispettivamente le rette di equazioni:
ro =0, 2x1+2x2+3x9=0, 2x;—2x9—3x9=0.

Pertanto la curva C ha come asintoti le rette di equazione 2z + 2y +3 =0¢e 2z — 2y — 3 = 0.

2.11 Hessiana e flessi

Sia C : F(z9,71,22) = 0 una curva algebrica di proiettiva di grado n > 3 in P?(C) e si consideri la matrice
simmetrica:

Frowo (0,21, 22)  Frow, (%0, 71, 72)  Firya, (20, 21, 72)
H(xg,z1,72) = | Fagz, (o, 71,22)  Frya, (X0, T1,22)  Fiyay(T0, 1, 72)
Fxomg(xovxlva) F:El:EQ('TO?xl)xQ) Fxgxg(w07x17x2)

La matrice H(xo,x1,z2) & detta la matrice Hessiana del polinomio omogeneo F(zg,x1,%2).

Definizione 62. Sia C : F(zg,x1,22) = 0 una curva algebrica proiettiva di grado n > 3 in P?(C). La curva
Hessiana di C ¢ la curva algebrica proiettiva di grado 3(n — 2) data da:

Hess(C) = {[IEO % .’EQ] € Pz((C) | det(H(Io, Il,.’EQ)) = 0}

I flessi della curva algebrica proiettiva C sono i punti non singolari che la curva C ha in comune con la curva
Hess(C), ovvero sono i punti non singolari appartenenti all’intersezione C N Hess(C).

La precedente definizione ¢ equivalente alla seguente definizione, valida anche per curve algebriche proiettive
di grado n < 3.

Definizione 63. Sia C una curva algebrica proiettiva. 1 flessi della curva C sono i punti non singolari Py € C
tali che I1(C,tp,,; Py) > 3, dove con tp, siindica la retta tangente a C in Py. In particolare un flesso Py si
dice di specie k > 1 se I(C,tp,; Py) = k + 2.
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Per una dimostrazione dell’equivalenza tra le due definizioni si consulti ad esempio [4].
Vale inoltre la seguente proprieta di cui si omette la dimostrazione.

Proposizione 33. Siano C una curva algebrica proiettiva in P?(C) e T : P?(C) — P2(C) una proiettivita.
Allora un punto Py € C é un flesso di specie k per C se e solo se T(Py) é un flesso di specie k per T(C).

I flessi di una curva algebrica affine C sono i flessi (non punti impropri) della sua chiusura proiettiva C.

Osservazione. 1. Se C ¢ una retta (affine o proiettiva), la retta tangente ¢p, alla retta C in ogni suo punto Fp
coincide con la retta C. Pertanto ogni punto della retta C & un flesso, in quanto I(C,C; Py) = oo per ogni
punto Py € C.

2. Se C ¢ una conica (affine o proiettiva), allora abbiamo solo due possibilia:
I(C,tp,; Py) = oo (cioé tp, C C)oppure I(C,tp,; Po) < 2 (grado della conica). Pertanto una conica
irriducibile non ha punti di flesso.

Esempio. La cubica di Fermat C : 3 + 23 + 23 = 0 in P?(C) ha come curva Hessiana la cubica proiettiva di
equazione:

6xg O 0
det(H) ({L‘(), X, .’L'Q) = 0 6x1 0 = 216zgx122 = 0.
0 0 6

Si osservi che quindi I’Hessiana di una curva proiettiva irriducibile pué non essere irriducibile. Si ricordi inoltre
che la cubica di Fermat & priva di punti singolari. I flessi della cubica di Fermat sono quindi i punti [zq, 21, x2] €
P2(C) che verificano il sistema di equazioni:

x% + :chf + x% =0,
ToX1To — 0.

i xo = 0, si di deve quindi risolvi uazi z7 + x5 = 0, che, i
Ad esempio per 0, si di deve quindi risolvere I’equazione omogenea x5 + x3 = 0, che, posto ad esempio
x1 = 1, diventa:
3 _
x5 = —1.

La precedente equazione in C ha esattamente tre soluzioni che corrispondono alle tre radici cubiche di —1:

& =cos (%) + i sin (g) ., —1, &2 =cos (5;) + i sin (5;-) .

Pertanto la cubica di Fermat ha come flessii 9 punti:

0:1:¢&], [1:0:¢], [1:&:0],
0:1:-1], [1:0:-1], [1:—-1:0],
[0:1:¢%, [1:0:¢%], [1:€2:0].

Esercizio 40. Si calcolino i flessi della cubica algebrica affine C : f(z,y) = 2*(z+y—1)—ay? = 0 di A(C?),
dove a € C —{0}.

Soluzione I flessi della cubica C : 22(x +y — 1) — ay® = 0 sono i flessi (non punti impropri) della sua chiusura
proiettiva:

C: 7(1507331,962) = 1‘%(3?1 + 0 — xo) — ax% =0.
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Poiché:
fxo (z0, 1, 20) = —3, fl.l(xo,xl,xg) =2z (21 + 22 — x0) + 23, ?wz (w0, 1, 29) = 3 — 3ax3,

la curva Hessiana Hess(C') di C ha equazione:

0 —2x1 0
—2x1 6x1 + 210 — 229 211 = 24(135%362 =0.
0 2x1 —6axsy

Pertanto i punti appartenenti a Hess(C) N C sono i punti [xg : @1 : 23] € P?(C) che verificano il sistema di
equazioni:

24axize =0,

23 (21 + 22 — 20) — az = 0,

ovvero i punti:

[1:0:0], [1:1:0].
Poiché il punto [1 : 0 : 0] € singolare, 1’unico flesso di C & il punto [1 : 1 : 0]. Quindi (1,0) & 1’unico flesso di
C.

Esercizio 41. Si calcolino i flessi della cubica algebrica affine C : f(x,y) = 23 — a(x® — y?) = 0 di A(C?),
dove a € C — {0}.

Soluzione I flessi della cubica C : 23 — a(2? — 3?) = 0 sono i flessi (non punti impropri) della sua chiusura
proiettiva:

C: ?(ffo, T1,T9) = x‘f — a(x% - x%)xo =0.
Poiché:
fzo(xo, T1,x2) = —a(;z;? — x%), ?ml(l'o,l'l,SCQ) = 3:0% — 2axgry, fm (xo,x1,x2) = 2azox2,

la curva Hessiana Hess(C') di C ha equazione:

0 —2ax 2axs
—2axy 611 —2arg 0 | =8aPxo(x3 — 2?) — 24a’x 23 = 0.
2axs 0 2axq

Pertanto i punti appartenenti a Hess(C) N C sono i punti [xg : o1 : x3] € P?(C) che verificano il sistema di
equazioni:

3

8atzo(z3 — 22) — 24a%x123 = 0,
23 —a(z? —23)xg =0

equivalente al sistema:

3

—8a’x$ — 24a’x 23 = 0,
2 2\, _
xy —a(z] —x5)xo = 0.

Da 21 = 0 si ottengono come soluzioni i due punti singolari [1: 0:0] e [0: 0 : 1]. Da 2% + 323 = 0, si ottiene:

= +/3i T3, :sz/ga:g + am%xo =0.
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I flessi di C sono quindi i punti:
i?:\/gizl , —i?:—\/gizl

Pertanto la cubica affine C ha come flessi i punti:

2.12 Cenni sul Teorema di Bezout

1l teorema di Bezout in forma debole (di cui omettiamo la dimostrazione) permette di conoscere il numero di
punti di intersezione fra due curve algebriche, se non ammettono componenti comuni (ovvero se non hanno
infiniti punti in comune). Per una dimostrazione del Teorema di Bezout si consulti ad esempio [4].

Teorema 12. (Teorema di Bezout in forma debole) Siano C e D due curve algebriche piane (affini o proiettive)
rispettivamente di grado m e n.

Se C e D non hanno infiniti punti in comune (cioé hanno un numero finito di punti di intersezione), allora
hanno al piit mn punti in comune.

Se C e D sono curve algebriche proiettive, allora C e D hanno almeno un punto in comune.

E sufficiente dimostrare 1l teorema di Bezout per curve algebriche proiettive, in quanto se due curve algebriche
affini hanno un numero finito di punti di intersezione, anche le loro chiusure proiettive hanno un numero finito di
punti di intersezione.

Osservazione. 1. Due rette (affini o proiettive) distinte hanno al pitt un punto in comune. Se due rette (affini
o proiettive) hanno 2 punti in comune, allora le due rette coincidono.
2. Una retta (affine o proiettiva) ed una conica (affine o proiettiva) hanno al pitt 2 punti distinti in comune, a

meno che la retta sia una componente della conica.

In generale si ha il seguente teorema.

Teorema 13. Siano C e D due curve algebriche piane (affini o proiettive) rispettivamente di grado m e n. Se
C e D hanno pin di mn punti distinti in comune, allora C e D hanno una componente in comune.

Come conseguenza dei Teorema di Bezout si hanno le seguenti proprieta:

1. Se due curve algebriche piane (affini o proiettive) C e D rispettivamente di grado m e n hanno mn + 1
punti distinti in comune, allora allora una componente irriducibile in comune.

2. Una curva algebrica (affine o proiettiva) ridotta possiede al pili un numero finito di punti singolari. In
partcolare, quindi una curva algebrica (affine o proiettiva) irriducibile possiede al pitt un numero finito di
punti singolari.

3. Una curva algebrica proiettiva di grado n > 3, se non ha infiniti flessi, ne ha la pitt 3n(n — 2), e se non &
singolare ne ha almeno uno (in quanto due curve proiettive hanno almeno un punto in comune).
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4. Sia C una curva algebrica proiettiva di grado n e sia Py € C un punto di ordine n, allora C ¢ 1’unione
di rette passanti per F. Infatti, se () € C & un altro punto di C distinto da F,, allora la retta proiettiva
r = L(Pp, Q) avrebbe molteplicita di intersezioni:

I(C,'I’, R]) 2 n, I(Cver) Z ]-7

ovvero si avrebbe

Z I(C,r,P) > n.

Per

Ma se r non & contenuta in C si ha che ) per 1(C, 1, P) = n (cfr. Teorema . Pertanto la retta r ¢
necessariamente contenuta nella curva C.

5. Una cubica (proiettiva o affine) irriducibile C pué avere al pill un punto singolare. Infatti se Py # @) sono
due punti singolari di C, per la retta r passante per Py e () si avrebbe:

S IC,rP)>2+2=4,
Per

ovvero » ., I(C,r, P) sarebbe maggiore di 3. Quindi si avrebbe r C C contro I’ipotesi invece che C ¢
irriducibile.

6. Una quintica (proiettiva o affine) irriducibile C non pué avere 3 punti singolari distinti allineati, in quanto
si avrebbe per la retta r passante per i tre punti singolari:

> ICr,P)>2+42+2=6>5,
Per

Nel caso di un fascio di coniche proiettive si pudé dimostrare la seguente proprieta.

Proposizione 34. Sia F = {C, ., [\ : p| € P*(C)} il fascio di coniche proiettive generato dalle due coniche
proiettive C : F(zg,x1,22) = 0 e D : G(xg,x1,22) = 0. Allora solo una delle seguenti situazioni si pud
verificare:

1. Tutte le coniche del fascio F hanno in comune una retta proiettiva r. In questo caso tutte le coniche del
fascio F sono degeneri.

2. Tutte le coniche del fascio F si intersecano in un numero di punti minore o uguale a 4.

Dimostrazione. Se le due coniche C e D si intersecano in un numero infinito di punti, allora C e D hanno in
comune una retta proiettiva r : R(xg,x1,x2) = 0, dove R(xg,x1,x2) & un polinomio omogeneo di grado 1.
Pertanto:

F(xg,21,22) = R(xo, 21, 22)H (x0, 21,22), G(x0,21,22) = R(x0, 21, 22) K (20,21, T2),
con H, K polinomi omogenei di grado 1. Poiché la generica conica Cy , del fascio ha equazione:
AR(z0, x1, x2)H (x0, 1, T2) + pR(x0, 21, x2) K (20, 1, 22) =
R(zo, 1, x2)[MNH (20, 21, 22) + pK (z0, 21, 22)] = 0,

laretta r & contenuta in ogni conica Cy,,, del fascio.

Se invece le due coniche C e D si intersecano in un numero finito di punti, allora per il Teorema di Bezout si
intersecano al piu in 4 punti ed ogni punto appartenente all’intersezione C N D appartiene anche ad ogni conica
del fascio. Pertanto tutte le coniche del fascio si intersecano nei punti di C N D. O
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Vale inoltre il seguente teorema.

Teorema 14. Sia F = {Cy ., [\ : p] € PY(C)} il fascio di coniche proiettive generato dalle due coniche
proiettive C : F(xg,x1,22) =0 e D : G(xg,x1,x2) = 0 che non si intersecano in una retta. Allora F contiene
al pint 3 coniche degeneri.

Dimostrazione. Le coniche degeneri del fascio F sono le coniche C, ,, tali che [A : pu] € P'(C) verifica la
condizione:
det(A\Ap + nAg) =0,

dove Ap e Ag indicano rispettivamente le due matrici simmetriche associate alle due coniche proiettive C e
D. 1l polinomio det(AAr + pAg) € un polinomio omogeneo (non identicamente nullo) di grado 3 nelle due
variabili A e y, in quanto F contiene coniche non degeneri.

O

2.13 KEsercizi

[37] Classificare la conica affine complessa di equazione 22% — 6xy + 2y? + 2 — y + 3 = 0 e determinarne la
forma canonica.

[38] Classificare la conica proiettiva complessa di equazione
x?) + 3xf + 3:5% —4xoxe + 10z129 =0

e determinarne la forma canonica.

[39] Classificare la conica affine complessa di equazione 222 — 6xy + 2y% + 2 — y + 3 = 0 e determinarne la
forma canonica.

[40] Classificare la conica proiettiva complessa di equazione
x% + 33:% + 31’3 —4xoxe + 102129 =0

e determinarne la forma canonica.

[41] Dire quali delle seguenti cubiche affini o proiettive sono singolari (cio¢ quali possiedono punti singolari) e
quali no [per alcune curve pud essere eventualmente necessario utilizzare il programma Maple]:

23+ 32%y + 93 —da? —doy —4y? + 32+ 3y —1=0,
2 — 72?2 —y? — 22y + 11z — 6 = 0,
23 — xx3 + 23721 — 23wy + w02? — 23 + w23 = 0,

200T1T2 — Qx%xl + m%xz — x% — 1::15 =0.
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[42] Determinare i punti impropri (all’infinito) e gli asintoti delle seguenti curve algebriche affini:
20 —y? —ay? + 2t — 23y =0,
r—2y% — 2%+ ay? =0,
2y — y* + 22y? =0,
@+ =® =2,

xt — 2?y? — 42y + 12 = 0.

[43] Delle seguenti curve algebriche affini o proiettive determinare i punti singolari. Inoltre, di ciascun punto
singolare determinarne la molteplicita e le tangenti principali.

1422 — 2y + 4oy — z* — 423y — 62292 — day® —y* =0,
ot 4yt —day +1=0,

ry +2° —xt 4+ 2yt =0,

(@ + )2 = a? = o7,

x* —2%y? — 42y + 2 =0.
[44] Dopo aver verificato che le seguenti cubiche proiettive sono non singolari, determinarne quanti piu flessi
possibili.

23 + a3 + xdw) — 2320 = 0,

23+ a3+ ad + adwy =0,

[45] Determinare i valori k£ € C per cui la quartica proiettiva di equazione
123 + kade? — 2kxyxoal 4+ 2 — 2031y + 2222 =0

ha un flesso nel punto Py = [0:1:1].

[46] Classificare le seguenti famiglie di coniche affini complesse al variare di k£ € C:
2y% + (3 — k)wy + 2y +2k — 1 =0,
22+ ky? —ay—20+ (1+2k)y+1—-k=0,
(1 —k)x? + (1 +k)y? + (4k — 2)x + 4y — 5k — 8 = 0.
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[47] Classificare le seguenti famiglie di coniche proiettive complesse al variare di k € C:
kxd +2(k — 1)xozy + 4zoze + (1 + k)23 = 0,
322 — 2wowa + (K — 1)2? — (1 + k)23 — 32122 = 0,

kxd + ka? — 23 + (3 + 2k)z129 = 0.

[48] Determinare i punti singolari ed impropri della curva algebrica affine in A(C?) di equazione

ot +yt — 2Py =0.

[49] Determinare i punti singolari ed impropri della curva algebrica affine in A(R?) di equazione

ot +yt — 22y =0.

[50] Si consideri in P?(C) la famiglia di cubiche proiettive di equazione
23+ 2wy + axerl + baixg + crizg = 0,
al variare di a,b,c € C.
1. Si determinino i punti impropri delle cubiche proiettive.

2. Si determinino per quali valori di a,b,c il punto Py = [1 : 0 : 0] della cubica proiettiva & singolare. Per
tali valori qual ¢ la molteplicita del punto singolare F?

3. Posto a = 1 si determini I’equazione della retta tangente alle cubiche proiettive nel punto F .

[51] Si determinino i punti impropri e singolari (con la relativa molteplicita) della curva algebrica affine reale di
equazione
4zt — 22y + dzy® — 3y? = 0.

[52] Data la curva algebrica affine complessa di equazione
2yt — 22%y% — 329> + 22 =0

1. determinarne i punti singolari. Inoltre, di ciascun punto singolare determinarne la molteplicita e le tangenti
principali;

2. determinarne i punti impropri e gli asintoti.

[53] Data la curva algebrica proiettiva complessa di equazione
4
F(20,21,12) = zox] — 25 —25 =0

1. determinarne i punti singolari. Inoltre, di ciascun punto singolare determinarne la molteplicita e le tangenti
principali;

2. determinarne i punti impropri e gli asintoti.
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[54] Determinare i valori k € C per cui la quartica proiettiva di equazione
125 + kade? — 2kxyxoal 4+ 2t — 203wy + 2222 =0

ha un flesso nel punto Py =[0:1:1:1].

[55] Una cubica irriducibile proiettiva pué avere due punti singolari distinti?



Capitolo 3

Geometria Differenziale delle Curve

3.1 Curve parametrizzate in R"

Una curva parametrizzata differenziabile in R™ & una funzione differenziabile C>°
a:(a,b) - R"™,

con eventualmente a oppure b uguali a +00. La curva « si dice regolare (in ¢t € (a,b)) se o/(t) # o.
In coordinate cartesiane possiamo scrivere

A noi interesseranno specialmente i casi

e 1 = 2: corrispondente ad una curva parametrizzata piana.

e n = 3: corrispondente ad una curva parametrizzata nello spazio.

Esempi di curve vengono dalle equazioni delle traiettorie del moto di un punto nello spazio o pill in generale
in R™. Si pensa quindi spesso al parametro ¢ come il tempo.

Definizione 64. I/ vertore o/ (t) ¢ detto vettore tangente o vettore velocita della curva «. La sua lunghezza
&/ (t)|| e detta velocita della curva « nel punto (o istante) t.

Definizione 65. La retta tangente alla curva « in suo punto regolare a(to) é la retta passante per «(ty) e
parallela al vettore tangente o' (t).

Osservazione. Una curva paramettrizzata « : (a,b) — R™ & un’applicazione. Se si vuole riferirsi al sottoinsieme
di R™ immagine della curva si parla di traccia di «. La traccia di « ¢ quindi il sottoinsieme

a((a,b)) C R™.

Spesso si identifica I’applicazione « con la sua traccia. Viceversa, dato un sottoinsieme S di R"™, si dice che una
curva parametrizza S se S = a((a,b)).

111
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Esempio. 1. Sia P unpuntodi R? e v un vettore non nullodi R?. Lacurva £ : R — R3 con £(t) = Py+tv
parametrizza la retta per Py e parallela al vettore v.

In coordinate cartesiane (z,y,z), se Py =

Py ¢ (20,v0,20) € v. = (a,b,c) la retta ¢ ha
® equazioni parametriche
v xr =x9+ at

Yy =yo+ bt
z = zp + ct, teR.

Analogamente si definisce una retta in R2 e, pit in generale, in R™.

La curva v : R — R? con v(t) = (rcost,rsint)
2. (r > 0) parametrizza una circonferenza di centro I’o-
rigine e raggio r. La curva v, : R — R? con
~Ya(t) = (rcos(at),rsin(at)) (r > 0, a # 0) ha sem-
pre come traccia una circonferenza ma ora € percorsa a
velocita diversa. Pit precisamente |y, (¢)| = |a |7/ (t)]| -

N
N

3. La curva parametrizzata v : R — R3 con
~(t) = (acost, asint, bt)

(a,b > 0) parametrizza un’elica circolare di raggio a e
passo b.

4. La curva parametrizzata 3 : R — R? con §(¢) = (¢3, %) non & regolare in t = 0.
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Se f : (a,b) — R & una funzione (differenziabile) di

5 una variabile reale, il suo grafo
. ¥

{(t, f(t).t € (a,b)} CR?

¢ parametrizzato da t — (t, f(¢)).

In figura la curva corrispondente alla funzione x

ft)=tt+2)(t—-3).

-3

Esercizio 42. Determinare le rette tangenti alla circonferenza e all’elica circolare in un punto generico.

3.1.1 Campi vettoriali lungo una curva parametrizzata

I1 vettore tangente ad una curva «/(t) & un primo esempio di campo vettoriale lungo la curva «/(t):

Definizione 66. Sia « : (a,b) — Rt —
a(t) una curva differenziabile in R™. Un
campo vettoriale lungo la curva parametriz-
zata o(t) e una funzione Y che associa ad
ogni t con a <t <bunvettore Y (t) di R"
applicato nel punto a(t).

Se non distinguiamo tra un vettore applicato nel punto «(t) e lo stesso vettore applicato nell’origine, Y (t) &

una n-pla di funzioni
Y(t) = (yl (t)7 M 7yn(t)) I

Quindi Y (¢) ¢ differenziabile C* se e solo se ciascuna delle funzioni y1 (t), ..., yn(t) & C™.

Data una curva regolare «(t), il campo vettoriale lungo «(t) che associa ad ogni ¢ il vettore tangente o' (t)
€ un esempio di campo vettoriale differenziabile C*°.

Dato un campo vettoriale Y (¢t) = (y1(¢), ..., yn(t)) lungo una curva «(t) si pué definire la derivata di Y (¢)
come la funzione che associa ad ogni ¢ il vettore che ha per componenti le derivate delle y;(t), ..., y,(t), ciog

YI(t) = (11(t),- -,y (1))

Possiamo sommare, moltiplicare per scalari e fare il prodotto scalare di campi vettoriali (utilizzando il prodotto
scalare standard di R™). Possiamo anche moltiplare funzioni per campi vettoriali. Se f : (a,b) — R & una
funzione differenziabile, il campo vettoriale fY & datoda (fY)(¢t) = f(¢)Y (¢) ed é ancora un campo vettoriale
differenziabile. Le usuali regole di derivazione si generalizzano ai campi vettorali:

Lemma 3. Siano X e Y due campi vettoriali differenziabili lungo una curva differenziabile « : (a,b) — R" e
sia f : (a,b) = R una funzione differenziabile. Allora
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1. (fY) =Y+ fY';
2. (X+Y)/:X/+Y/,
3. (XYY =X"Y + XY (regola di Leibniz).

3.1.2 Lunghezza di un arco di curva

Sia & : (a,b) — R™ una curva parametrizzata differenziabile regolare in R", utilizzando la norma di un vettore
di R™ rispetto al prodotto scalare standard di R™ si pué introdurre la seguente definizione.

Definizione 67. La lunghezza della curva o su [c,d] (con [c,d] C (a,b)) é data da

£fa] ::/ o/ (8)]|dt . 3.1

Se t € [c, d] allora la lunghezza della curva da ¢ a ¢ & una funzione di ¢:

s(t) = [ a'(o)lde.

s(t) viene detta funzione lunghezza d’arco o ascissa curvilinea.

Abbiamo visto che una traccia pud avere pill parametrizzazioni. Data una curva parametrizzata « : (a,b) —
R™, un cambiamento di parametro di « ¢ un diffeomorfismo (cioé funzione C*° con inversa C°°)

g:(c,d) = (a,b).
Una riparametrizzazione mediante g € la funzione 5 : (¢,d) — R"™ definita da
B=aoyg.

Esercizio 43. Provare che la lunghezza di una curva non dipende dalla parametrizzazione. In altre parole, se 8
e una riparametrizzazione di o, allora

Una curva parametrizzata regolare «(t) pud essere parametrizzata dalla funzione lunghezza d’arco s(t).
Infatti p
S /
— =|la’(®)]| >0 32
=) 62
quindi s = s(t) & una funzione sempre crescente, in particolare biettiva.
Se la curva « & riparametrizzata con la funzione lunghezza d’arco s, allora
da dadt  o(t)
ds dtds |o/(t)]"

Proposizione 35. Una curva parametrizzata con la lunghezza d’arco ha velocita unitaria.

Quindi
da

=l sl =1 (3.3)

In altre parole
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3.2 Curve parametrizzate piane

3.2.1 Normale ad una curva piana e curvatura

Consideriamo I’applicazione lineare

J: R? — R?

(@,9) = (-y,2). ‘\

L’applicazione J & una rotazione di 7 in senso

antiorario.

N3

Osservazione. Se si identifica il piano complesso C con R? mediante z + iy < (z,y), allora I’applicazione
J & la moltiplicazione per .

Se a : (a,b) — R? & una curva piana, allora
( ) J a,

e (/(t) etangente a o /

e Jo/(t) & normale a .

In generale, se X (¢) & un campo vettoriale lungo « con X (t) = (x(¢),y(t)), allora JX & il campo vettoriale
datoda JX(t) = (—y(¢),z(t)).

Ci chiediamo ora quali informazioni sulla curva piana otteniamo dalle derivate successive o, o etc.
Come varia o’ ? Per cominciare cosa succede se o & costante, o equivalentemente se o’ = o = (0,0)?

Proposizione 36. Sia oo : R — R?. Allora o' = o se e solo se la curva é una retta.

Dimostrazione. Selacurva « & una retta, allora « ha equazione vettoriale «(t) = p+tv e calcolando le derivate
si trova o = 0. Viceversa, se o (t) = o, allora o/ (t) = vy, un vettore costante e integrando

alt) =p+tvy.
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Decomponiamo ora «” nelle componenti tangenziale
1 : .
avp e radiale o :
1 " 1
o’ =arptay,
Il vettore a7, ha la direzione di . Possiamo dunque

scriverlo )
«

"
ar = ar—;m -
[l
Lo scalare ap rappresenta 1’accelerazione tangenziale.
Il vettore o'/ ha la direzione di Ja'. Possiamo dunque

scriverlo

y Jao!
o =a;— .
- [T/l
Lo scalare a rappresenta I’accelerazione radiale.
Abbiamo dunque la decomposizione

o = T / + alJiO/
o] | Jo/|
Notiamo che
a// . Ja/
U T
(esercizio: si tenga conto che ||| = ||J&/|]).
Esercizio 44. L’accelerazione tangenziale ar dipende solo dal modulo della velocita ||| :
_ d]ef|
o dt

Esercizio 45. Se a ¢ parametrizzata con l’arco, allora ar = 0.

E intuitivo che a misura di quanto la curva si discosta da essere una retta (dalla Proposizione |36 segue che
la curva ¢ una retta se e solo se a; = 0). L’accelerazione radiale dipende quindi dalla curvatura.
o - Jo S o . o - Ja!
W non é invariante per parametrizzazione (esercizio), mentre W

o o

si definisce come curvatura di una curva piana

Tuttavia a; = lo &. Quindi

O/, . Ja/

Kela] :== 7”0/”3 .

(3.4)

1

Talall ¢ detto raggio di curvatura di «.

La funzione positiva

Osservazione. La curvatura ks[a] pud assumere valori positivi e negativi ed & anche detta curvatura con segno.
Vedremo che per una curva nello spazio, o in generale per una curva in R™ non si puo attribuire un segno
alla curvatura. Nel caso della curva piana il segno viene dall’orientamento positivo che si ottiene con la coppia di
vettori v, Jv.
La curvatura (senza segno) di una curva piana ¢

‘a/l . JO[/|

[o']P G

Kla] ==
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Osservazione. 1. Quando o/(t) = o, la curvatura con segno xs[c] ¢ indefinita.

2. Tl raggio di curvatura ¢ indefinito se o/ (t) = o oppure o' (t) = o.

|2 [a]|

In coordinate cartesiane, se «(t) = (x(t),y(t)) allora
K2 [OZ] = xl(t)y”(t) - x”(t>y/(t)

(x2(t) + y'? (t))%

La dimostrazione del seguente teorema & simile a quella della Proposizione [36|e viene lasciata al Lettore per
esercizio.

(3.6)

Teorema 15. Sia « : (a,b) — R? una curva piana.

1. « é una parte di retta se e solo se ka[a] =0;

1

2. « ¢ una parte di circonferenza di raggio r > 0 se e solo se |kz]a]| = —.

Esercizio 46. Dimostrare che se B(u) = « o h(u) é una riparametrizzazione di a(t), allora

r2[B](u) = sign(h(u))rzlalh(w),

dove sign(h(u)) = \Zg \

u)
)
La formula per x3[c] si semplifica se « & parametrizzata con I’arco.

e il segno di h.

Lemma 4. Sia «(s) una curva regolare parametrizzata con I’arco. Allora

d? d
oo (%),

Dimostrazione. Derivando la relazione o/ - o/ = 1 si trova o’ - o/ = 0, quindi «” deve essere un multiplo di
Ja'. Dalla (3.5) si ha facilmente che questo multiplo & xs[a]. O

3.2.2 Angolo tra due curve piane e angolo di rotazione

Siano «, 3 : (a,b) — R? due curve parametrizzate differenziabili e sia ¢y € (a,b). Si scelga 6, tale che

O/(to) . Jﬁl(to)
llo (to) 118" (fo)II

o' (to) - B'(to)
lla/ (o)l 118" (to)

cosfy = sinfy =

Allora esiste un’unica funzione differenziabile
0:(a,b) =R
tale che O(tg) = 6o e

XY 10 RN B 1)
"O=wonmEer = woneo)

La funzione 6 ¢ detta funzione angolo tra o e (3
determinata da 6.
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Lemma 5. Sia o : (a,b) — R? una curva parametrizzata differenziabile e sia fissato to € (a,b). Sia 0y un
numero tale che

o (t .
”O/Etz;” = (cos B, sinby) .
Esiste un’unica funzione differenziabile
Ola] : (a,b) = R
tale che 0[] (to) = 6o e
o' (t) : i0[a] (%)
T Ol = (cosf[a](t),sin[a](t)) = e ,

per a <t <b.

Dimostrazione. Sia a(t) = (z(t),y(t)) esia B(t) := (¢,0) una parametrizzazione dell’asse x. 8'(¢) = (1,0),
quindi

o) p)=2'(t), () JB ) =y(t).
Per quanto visto in precedenza per I’angolo tra due curve, esiste un’unica funzione 6[c] :]a,b[— R tale che
Q[a}(to) = 90 €

o/(t) - JB'(1) y' (1)

a/(t) - B'(1) a'(t) _ _
le’@IB"ON Nl

cosflolt) = o ~ e See®

0] () & dunque I’angolo tra la retta orizzontale e o' (t).
C’¢ un’importante relazione tra I’angolo di rotazione e la curvatura.

Teorema 16. 0[a] () = ||/ (t)| ka[a].

Dimostrazione. Derivando rispetto a ¢ ambo i membri della relazione:

() = (cosf|a sinfo — ¢40la](®)
T~ (00s0lad(®), sinfe](®)) ,

RO RN ORI N
it (Ia’(t)||> “ o] T Va <||o/<t>)
Jol (1)

d i =0[a —sin|a cosf|a = 0'[o](t) 7~
ﬁ(cose[a](t),sm[a](t)) = 0'[a](t)( [a](t), cos O[] (t)) = 0'[ ](t)”o/(t)H'

si ottiene:

Moltiplicando scalarmente per Jo/(t) si trova

&(t) - Jo (1)
[’ (@)l

(si osservi che ||Jo&/(t)]] = ||&/(¢)|]), quindi per la definizione di x2[a] si trova 8]a]’(t) = ||/ (t)]] K2[a]. O

= 0'[a(®)]lo’ ()]

Corollario 2. Se « & parametrizzato con l'arco, 0[a]'(s) = ka[a].
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3.2.3 Riferimento e formule di Frenet per una curva parametrizzata piana

Data la curva regolare «(t) = (z(t),y(t)), il versore tangente t(ty) nel punto «(ty) & il versore di o’(to).

Esplicitamente ¢ dato da
(0% / (t() )

600) = Tz

Il versore normale n(ty) nel punto a(ty) & dato da
Il(to) = Jt(to) .

Pertanto (t(¢9),n(to)) € una base ortonormale positiva (per definizione dell’operatore .J).

La coppia (t(t),n(t)) al variare del parametro ¢ da quindi luogo a un riferimento ortonormale positivo in
ogni punto ed ¢ detto riferimento di Frenet lungo «.

Per una curva parametrizzata «(s) con la lunghezza d’arco s valgono le formule di Frenet

d

d—z = kala]n (3.8)
d
= = —rofalt. (3.9)

La (3.8) & semplicemente una riscrittura della (3.7) (Lemma). Per dimostare la (3.9) osserviamo innanzitutto
che da

n-n=1
segue che
dn
Zn=0
ds T
quindi ‘fl—’; ¢ parallelo a t. Ma siccome n - t = 0, derivando rispetto a s e usando la regola di Leibniz abbiamo
d dn dt
0= —(n-t)= — -t et
ds (n-t) ds o ds’
Quindi
dn dt o] o]
—t=-n-— = —n-kKylajn = —Kola
ds d 2 2 )
da cui segue la (3.9).

La curvatura di una curva piana determina la curva stessa uni-
vocamente a meno di moti rigidi (isometrie del piano): cioe
della scelta di un punto iniziale «(to) e di una direzione
tangente iniziale o/ (o).

Questo segue dal fatto che il sistema di equazioni differenziali ordinarie dato dalle formule di Frenet ha un’unica
soluzione, fissati 1 dati iniziali
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Teorema 17 (Fondamentale per le curve piane). Data una funzione C* k : (a,b) — R, s — k(s), allora esiste
un’unica curva parametrizzata C* o : (a,b) — R?, s+ «a(s) tale che

1. s élascissa curvilinea;

2. kola)(s) = k(s);

3. a(so) = (xo,Y0), &/ (s0) = (cos(bp),sin(by)), con xq, yo, o costanti.
Dimostrazione. Consideriamo il sistema di equazioni differenziali dato dalle formule di Frenet

X

=~ k(s)Y
dY
s~ REX

con le condizioni iniziali X (sg) = (cos(6p),sin(fp)), Y (so) = (—sin(6y), (cos(fp)). 1l sistema & lineare (nelle
incognite vettoriali X (s) = (X1(s), Xa(s)), Y(s) = (Y1(s), Y2(s))) e per il teorema di Cauchy di esistenza e
unicita delle soluzioni, esiste un’unica soluzione che soddisfa le condizioni iniziali X (sg) = (cos(6p), sin(6y)),
Y (so) = (—sin(6p), (cos(y)), definita per ogni valore del parametro s. (X (s),Y (s)) & una base ortonormale
positiva. Infatti, se X (s) = (X1(s), X2(s)), Y(s) = (Y1(s), Ya(s)), consideriamo la matrice

a0 = (%0 %0 )

Il sistema sistema dato dalle formule di Frenet si scrive equivalentemente

%is) - ( _ko(s) kgs) ) A(s) (3.10)

. Lo S . cos(fp)  sin(bp)
(X (s),Y(s)) sono quindi soluzioni di (3.10) con la condizione iniziale A(sg) := ( —sin(fy) cos(fy) )

Vogliamo dimostrare che A(s) & una matrice ortogonale speciale (cio¢ con determinante 1). Sia
B(s) := 'A(s)A(s).
Derivando si ha

dB(s) _ d('A(s)
ds

A(s) + tA(s)idfl((;) =

o (g 75w (L ) -

Quindi B(s) & una matrice costante, ovvero

B(s) = B(so) = "A(s0)A(s0) = I.

Dunque A(s) & una matrice ortogonale. Il suo determinante pud allora essere +1, ma, siccome (a, b) & connesso
e det A(sg) = 1, la funzione det & constante ed uguale a 1. Pertanto (X(s),Y(s)) & una base ortonormale
positiva, per ogni s. Poniamo

a(s) = /S X (s)ds + (zo,y0) -
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L’integrale si ottiene integrando le componenti, cioe
a(s) = (x(s),y(s)), x(s):= / X1(s)ds + zg, y(s) := / Xa(s)ds+yp -
S0 S0

La curva «(s) soddisfa alle condizioni del teorema. Infatti o/(s) = X(s) e quindi dato che |X(s)| = 1,
|a/(s)] =1, ciog s &1’ascissa curvilinea. Inoltre

t(s) = a/(s) = X(s), n(s) =Y (s).
dt(s) dX k‘

ds  ds

quindi k(s) & la curvatura (con segno) di «. Infine

a(so) = (zo,y0) , a’(s0) = X (s0) = (cos(bp),sin(6y)) .

3.3 Curve parametrizzate nello spazio

Sia a : (a,b) — R3 : ¢t +— (2(t),y(t), 2(t)) una curva parametrizzata differenziabile nello spazio. Ricordiamo
che « si dice regolare (in ¢t € (a,b)) se o/(t) # 0. La curva « si dice biregolare (in t € (a,b)) se o/(t) A
a''(t) # o, dove A denota il prodotto vettoriale in R3.

3.3.1 Piano osculatore

11 piano osculatore in un punto ty (o (o)
¢ la posizione limite (se esiste) del piano pas-
sante per la retta tangente in ¢y ad « e per il
punto «(t) (t # to) al tendere di ¢ a ¢ .

Proposizione 37. Se la curva o ¢ biregolare in a(ty), il piano osculatore in to (0 a(to)) e il piano per a(to)
parallelo a o' (tg) e o (to).

Dimostrazione. 1l piano 7 per «(to) e «(t) parallelo a o (to) € il piano per «(tp) parallelo ai due vettori o (tg)
e at) — a(tg). m ¢ quindi il piano di equazioni parametriche

P = a(ty) + A/ (to) + pla(t) — al(ty)), A\ peR.
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Tenendo conto della formula di Taylor

a(t) = alty) + (t —to) o/ (to) + @ o (to) + O(|t — to]?),

abbiamo )
/ t—1 "
a(t) —alto) = (t —to)a'(to) + ( 5 d - (to) + O(|t — to]?), -

) — a(tg) é combinazione lineare di ’(tg) e di a'(ty) + O((|t — to|?). 1l termine

Pertanto il vettore «(t
%)) tende a o’ (tg) per t — to, quindi il piano osculatore ha equazioni parametriche

(&’ (to) + O(Jt — to|

P = a(ty) + A/ (to) + i (to),  Mi€eR. (3.11)

0 equazione vettoriale
(P - Oz(to)) N O/(fo) . O//(t()) =0. (3.12)
O

Esercizio 47. Verificare che se la curva o ¢é piana, cioé contenuta in un piano 7, allora il piano osculatore non
dipende da t e coincide con il piano della curva. In altre parole abbiamo identicamente (rispetto a t)

(O[(t) - a(t())) AN al(to) . Oé”(t()) =0.

Osservazione. 1. Per vedere se una curva parametrizzata nello spazio ¢ piana, si pud quindi determinare il
piano osculatore in un suo punto e vedere se la curva ¢ contenuta nel piano osculatore.

2. Se a(t) = (z(t),y(t), 2(t)), allora il piano osculatore nel punto a(to) = (x(to), y(to), z(to)) ha equazio-

ne cartesiana:
r—z(to) y—ylto) z— z(to)

' (to) y'(to) 7' (to)
a’(to)  y'(to)  2"(to)
Esercizio 48. Si consideri la curva parametrizzata
at)=*—=2,t, 3 —t*) teR.
1. Determinarne la retta tangente ed il piano osculatore nel punto Py = (—1,1,0).

2. Stabilire se la curva é piana.

Soluzione
1. Il punto Py appartiene ad « e lo si ottiene per il valore del parametro ¢t = 1, cioé Py = «(1). Si ha
a'(1) =(2,1,1), a’(1) = (2,0,4)

quindi la retta tangente in Py & la retta passante per tale punto e parallela al vettore /(1) = (1,1,1) ed ha
equazioni parametriche
r=—-14+2t,y=1+t, z=t.

Il piano osculatore in Py ¢ il piano per tale punto e perpendicolare a
o' (1) Aa”(1) = (4,-6,1).
Si trova pertanto che ha equazione 2z — 3y — z + 5 = 0.

2. Si verifica facilmente che la curva non € contenuta nel piano osculatore. Quindi non ¢ piana.
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3.3.2 Riferimento di Frenet, curvatura e torsione

In ogni punto «(t) di una curva biregolare nello spazio possiamo definire una base ortonormale positiva (t(¢),
n(t), b(t)) nel seguente modo.

t(t) é il versore tangente nel punto «(t), ciog

t(t) — ﬂ
le’ @)
n(t) é il versore normale n(¢) nel punto «(t), dato da
dt(t)
_ _dt
n(t) = "dt t)‘ : (3.13)

dt

dt(t)

Poiché t(t) - t(t) = 1, si ha necessariamente che il vettore =~ ¢ ortogonale a t(¢). b(t) = t(t) A n(t) éil
versore binormale nel punto «(t).

Per costruzione (t(t), n(t),b(t)) & una base ortonormale positiva in ogni punto «(¢) della curva ed & detto
riferimento di Frenet o triedro principale lungo «. Pertanto, in particolare si ha:

n(t) = b(t) A t(t).

Osservazione. Si osservi che il verso di n(¢) ha un carattere geometrico, indipendente dalla parametrizzazione,
invece il verso di t(¢) e quello di b(¢) dipendono invece dalla parametrizzazione. Poiché

o _d( 1 N1,
dt _dt<||o/(t)> O e @

dt(t
si ha che d(t ) appartiene al piano osculatore in «(t). Infine, usando che
dt(t t(t+h) —t(¢
() _ bt h) — 60
t h—0
per h > 0 e per h < 0, si pud provare che % ¢ diretto dalla parte della concavita della curva.

Il calcolo di n(¢) mediante (3.13) & in generale laborioso. Per calcolare n(t) é utile osservare, come
conseguenza di (3.13), che il versore b(t) é parallelo e concorde con «/(t) A o’ (t). Si ha quindi

B o (t) N ()
= @ rar @]

=2

e si pud determinare n(t) = b(t) A t(t), ovvero

_ (@) A" ({B) Aa'(t)
(e’ () Aa(t)) A e/ @)

Le rette per «(t) individuate dai tre versori t(¢),n(¢), b(¢) sono rispettivamente la retta tangente, la retta
normale e la retta binormale nel punto. Le facce del triedro sono:
il piano osculatore, individuato da t e n;
il piano normale, individuato da n e b;
il piano rettificante, individuatoda t e b.

N«
n(t
(t) o
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Definizione 68. La curvatura di una curva parametrizzata o(t) nello spazio ¢ la funzione k[a)(t) a valori reali
definita da

o]
HAO = o
Se kla](t) # 0, il suo inverso k[al] @ si dice il raggio di curvatura in a(t).
Osservazione. 1. Notiamo che ora, a differenza del caso di una curva piana, la curvatura & positiva per defi-

nizione (non si puo assegnargli un segno come nel caso delle curve piane: questo ¢ dovuto al fatto che nel
piano abbiamo I’operatore J che mi permette di scegliere tra i due versi della normale).

2. Se « ¢ parametrizzata con I’arco s abbiamo
kla(s) == [a”(s)]| -
Scrivereremo spesso k(s) invece che k[a](s).

Proposizione 38. Per una curva biregolare «(s) nello spazio parametrizzata con I’arco valgono le formule di
Frenet

dt

o k(s)n(s) (3.14)

I h(s) 1) () bs). (3.15)
db

o= 7(s)n(s), (3.16)

che esprimono i derivati dei tre versori t(s),n(s), b(s) rispetto all’ascissa curvilinea s.
La (3.T6) definisce la torsione 7(s) della curva «(s).

Dimostrazione. La (3.14) segue semplicemente dalla definizione di curvatura.

db db
Per dimostrare la (3.16), osserviamo innanzitutto che da b - b = 1 segue che e b = 0, quindi T e
s s
ortogonale a b. Inoltre
d db dt db
0=—(b-t)=" t+b.- = =2 ¢
ds (b-t) @ TP T a Y
indi 4P ¢ leat. P 4b & parallel i defini la funzi i 9o _
quindi 2 & ortogonale a t. Pertanto §2 & parallelo a n e si definisce 7(s) come la funzione per cui il

7(s)n(s).

Dimostriamo ora la (3.13)). Poiché (t,n, b) é ortonormale si ha:

() (Y ()
ds  \ds dsnn ds

Orada n -t = 0, derivando rispetto a s e usando la regola di Leibniz abbiamo

d dn dt dn
0= — t)= — -t — = — .t k
ds (n-t) ds o ds ds +E(s),
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quindi
dn
ot = —k(s).
75 (s)
Da n(s) - b(s) = 0, derivando rispetto a s e usando la regola di Leibniz abbiamo
d dn db dn
quindi
d
dfrsl ‘b =—-7(s).

O

Le funzioni k(s) e 7(s) sono anche dette prima e seconda curvatura ed individuano la forma della curva.
Complessivamente le tre formule di Frenet si possono riassumere nella notazione matriciale

4 [t 0 k 0 t
df = —k 0 —T n
S\ b 0 7 0 b

Per un parametro generico ¢ si ha

o/ (t) = o'(s) &,

o (t) = a”(s) ()" +a'(s) 5.
e quindi:
a/(t) = () @),
a”(t) = k(t) n(t) o (£)]1* + t(¢) 5.
Dal loro prodotto vettoriale si ha
() A" (t) = k(t)]|o ()]® b(t), (3.17)

da cui si riottiene che b(t) € il versore di o (t) A o’ (t). Inoltre considerando le norme di entrambi i membri

della (3.17) si ottiene
_ e/ (&) A" ()]

S OTE G19
Inoltre, derivando
o(t) = k() n(t)]|o/ (1) + t(t)%
rispetto a ¢ si pud verificare che
o/ ()N (t) - () (3.19)

"0 = T A e

Proprieta 1. La curvatura e la torsione di una curva parametrizzata nello spazio non dipendono dalla scelta del
parametro.

La torsione controlla il movimento della curva man mano che ci si sposta nel piano osculatore. Questo ¢
esemplificato dalla seguente proprieta.
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Proprieta 2. Una curva parametrizzata regolare « nello spazio e piana se e solo se la sua torsione ¢ identica-
mente nulla (cioe 7(t) = 0) e la sua curvatura non si annulla (cioé k(t) > 0 per ogni t).

Dimostrazione. Possiamo supporre che la curva o sia parametrizzata con ’arco s.
—) Supponiamo che « sia una curva piana, contenuta nel piano passante per un punto P, e perpendicolare ad
un vettore fisso v. Cio significa che, per ogni s,

(a(s) — Py) v =0.
Derivando questa uguaglianza si trova
a'(s) - v=0, a’(s)-v=0.
Quindi t - v = 0, kn - v = 0. Pertanto v ¢ perpendicolare sia a t sia a n ed ¢ dunque parallelo a b, cioe

v = Ab, con \ costante. Percid b & costante e

db

— =mm=0

ds ’

quindi 7 = 0.

<=) Viceversa, supponiamo che la torsione sia identicamente nulla e proviamo che la curva ¢ contenuta in un
i db . . o

piano. Se 7 =0, — = 7n = 0, b(s) = by & un campo vettoriale costante. Fissato un punto qualsiasi «(sg)

della curva, consideriamo la funzione

Derivando rispetto a s, si trova:
dg  da

=— b=t -byg=0.
ds ds " 0
Quindi ¢(s) & una funzione costante, che in s = s assume il valore 0. Percio g(s) = 0 e dunque
(a(s) —a(sg)) - bg =0,
che significa che la curva & contenuta nel piano passante per a(sg) e ortogonale a by. O

Scriviamo il polinomio di Taylor in s = 0 di una curva a(s) = (z(s), y(s), 2(s)) parametrizzata con I’arco.
Usando il fatto che t'(0) = £(0)n(0) e che

VO) = g ko) =m0k () =

ds|s=0

= O 1_n(0) + H(O0) (<k(O)n(0) + T(O)b(0))
abbiamo
a(s) = a(0)+a/(0)s + a”(O)% + a”'(o>§ 4=
— a(0) + st(0) + k(O)%n(O) n Z—T Z—’zlszon(m 1+ k(0) (—k(0)n(0) + 7(0)b(0))| + ... .

Il termine lineare «(0) + st(0) rappresenta la retta tangente alla curva.
2

Il termine di secondo grado «(0) + st(0) + &(0) %n(O) rappresenta la parabola osculatrice.
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Proprieta 3. Se la curvatura di una curva parametrizzata nello spazio « ¢ identicamente nulla (cioé k(t) =0)
allora la curva é contenuta in una retta.

Dimostrazione. Supponiamo che la curva « sia parametrizzata con I’arco s. Se x(s) = 0 allora
k(s) =[It'(s)]| = |a"(s)| = 0
per ogni s, dunque o'(s) = o e integrando

a(s) = A() + boS .

Curvatura e torsione sono invarianti per isometrie (movimenti rigidi) di R3.
Teorema 18. Sia « : (a,b) — R3 una curva parametrizzata biregolare. Sia f un movimento rigido di R® e
B(t) := f(a(t)). Allora
perogni t € (a,b).

Dimostrazione. Sia f(x) = g(x) + u con g : R* — R® un’isometria lineare di R? che & una rotazione (cioé
con det g = 1). Allora 8(t) = g(a(t)) +u. f'(t) = g(¢/(t)). Dato che g & un’isometria

18" @1 = Nl O] = llg(a’ @)

Dunque
g'(t)
ta(t) = = g(ta(1)).
Derivando rispetto a ¢
dtg(t) [ dta(t)
at I\ at
e avendosi dtst(t) H = Hdtgt(t) , si ha k[5](t) = k[a](t). Inoltre ng(t) = g(n,(t)). Siccome g & una
rotazione

(9(ta(t)), 9(na(t)), g(ba(t))

¢ una base ortonormale positiva e

db(#) dba (1)
7 g( dt

> = g (7[e](t) na(®)[la’ (D) = 7[e](@) 8" (D)l g(na(t)) = 7[]@) [18'()[Inp(2) -

Allora 7[5](t) = T]c(t), per ogni t € (a,b). O
Teorema 19 (fondamentale per le curve nello spazio). Date le funzioni differenziabili C*°

k:(a,b) = R, s+— k(s),

7:(a,b) > R, s— 7(s)

tali che k(s) > 0, per ogni s € (a,b) allora esiste un’unica curva parametrizzata C*° « : (a,b) — R3,
s+ a(s) tale che
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1. s e lascissa curvilinea;
2. kla](s) = k(s),T[al(s) = 7(s);

3. a(so) = (20,90, 20), tal(so) = w1, na(so) = Uz, ba(so) = uz con (uy,us,us) base ortonormale
positiva di R>.

Dimostrazione. Consideriamo il sistema di equazioni differenziali dato dalle formule di Frenet

dX

Tr = kY (),
%gz_ugxwy~ﬂﬁﬂ$7
dZ

i T(s)Y (s),

con le condizioni iniziali X (sg) = w1), Y(sg) = uz2, Z(sg) = us. Il sistema & lineare (nelle incognite
vettoriali X (s) = (X1(s), Xa(s), X3(s)), Y(s) = (Yi(s),Y2(s),Y3(s)), Z(s) = (Z1(s), Z2(s), Z3(s))) e
per il teorema di Cauchy di esistenza e unicita delle soluzioni, esiste un’unica soluzione che soddisfa le con-
dizioni iniziali X (sg) = uy, Y(sg) = ua, Z(s9) = us, definita per ogni valore del parametro s. Si pué
dimostrare che (X(s),Y (s),Z(s)) & una base ortonormale positiva, per ogni s € (a,b). Infatti, se X(s) =
(X1(8), X2(s), X3(s)), Y(s) = (Y1(s), Ya(s),Y3(s)), Z(s) = (Z1(s), Z2(s), Z3(s)), consideriamo la matrice

X1(s) Xa(s) Xs(s)
A(s) = [ Yi(s) Ya(s) Ya(s)
Zl(S) ZQ(S) Z3(S)

Il sistema sistema dato dalle formule di Frenet si scrive equivalentemente

A
dAG) _ () A(s), (3.20)
ds
dove
0 k(s) 0
K(s)=| —k(s) 0 —7(s)
0 7(s) 0
u;
(X(s),Y(s), Z3(s)) sono quindi soluzioni di (3:20) con la condizione iniziale A(sg) := | uz |. Vogliamo
u;

dimostrare che A(s) € una matrice ortogonale speciale (cio¢ con determinante 1). Sia
B(s) := "A(s)A(s).
Derivando si ha
dB(s) _ d("A(s))
ds ds
= tA(s) 1K (s)A(s) + tA(s) K (s)A(s)

= —tA(s)K(s)A(s) + *A(s)K(s)A(s) = O.
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Quindi B(s) & una matrice costante, ovvero
B(s) = B(so) = "A(s0)A(s) = 1.

Dunque A(s) € una matrice ortogonale. Il suo determinante pud allora essere +1, ma, siccome (a, b) & connesso
e det A(sg) = 1, la funzione det(A(s)) & constante uguale a 1. Pertanto (X (s),Y (s), Z(s)) ¢ una base
ortonormale positiva, per ogni s € (a,b). Poniamo

S
a(s) = / X (s)ds + (zo, Yo, 20) -
so
L’integrale si ottiene integrando le componenti, cioe

a(s) = (z(s),y(s), 2(s)), = * X1(s)ds + xo,
y(s) = f; Xo(s)ds +yo, 2(s):= [ X3(s)ds+ zp.

V)
S~—
Il
-
o

La curva a(s) soddisfa alle condizioni del teorema. Infatti o’(s) = X (s) e quindi dato che || X(s)| = 1,
o/ (s)]] =1, ciog s & I’ascissa curvilinea. Inoltre

dto(s)| _|[dX|
‘ ds ‘_‘ds = k(s),
quindi k(s) & la curvatura k[c](s) di «. Inoltre, 7[c](s) = 7(s). O

3.3.3 Cerchio osculatore

Si consideri la circonferenza 7, tangente alla curva « nello spazio nel punto «(s) e passante per un altro punto
a(s + h). La posizione limite v di 7, al tendere del punto a(s + h) al punto «(s) lungo la curva (quindi
al tendere di h a 0) si dice il cerchio osculatore della curva nel punto «(s). Per definizione 7 é pertanto la
circonferenza che meglio approssima la curva nell’intorno del punto «(s).

E evidente che il cerchio osculatore ~ appartiene al piano osculatore della curva nel punto a(s) e si prova
che il centro C' di 7y (detto il centro di curvatura della curva nel punto «a(s)) é dato da

da cui si ha in particolare che il raggio del cerchio osculatore « coincide con il raggio di curvatura.

Si osservi che rispetto ad un parametro generico ¢ si ha che il centro di curvatura nel punto «(t) é ancora
dato da:

C=a(t)+—

Esercizio 49. Se la curvatura di una curva parametrizzata nello spazio é costante (cioé k(t) = k > 0) e la

torsione é nulla, allora la curva é contenuta in una circonferenza di raggio T

Esercizio 50. Considerata la curva a(t) = (1,t —1,t — 1),
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1. siverifichi che la curva é piana e si determini I’equazione del piano che la contiene;
2. determinare il cerchio osculatore della curva nel punto Py = (1,0,0).
Soluzione
1. Il punto P, corrisponde a t = 1. Si ha:
a'(1)=(-1,1,2), a"(1)=(2,0,-2).

Pertanto il piano osculatore in Py ha equazione 7 : x —y+ 2z —1 =0.

Intersecando la curva con il piano 7 si ha I’identita:

1(t1)+(t1)10,

per ogni t. Quindi la curva € tutta contenuta nel piano osculatore di P .

2. Per determinare il cerchio osculatore occorre determinare il centro di curvatura e quindi sia la curvatura sia
il versore normale principale n in F,. Si ha nel punto F,

_o@m 1 o (1) Ao (1) = (=29 —
duet WAa”(1) 1 l'@ A" ()] 1
o' (1) A o o' (1) A o
PO = o rarm) ~ 3 Y MU= ImE T T s
) i j k ,
n(l)=b)At(l)=| 5 5 —75 25(1,1,0).
Pertanto

1 1
=P +-n=(1 2— (1,1 =(4 .
C O+kn ( 7070)4—3\[\/5( ) 50) ( ,3,0)

11 cerchio osculatore in P, é I’intersezione del piano osculatore in Py con la sfera di centro C' = (4, 3,0)
eraggio R = ﬁ = 3/2 ed ha equazioni:

(r—4)2+ (y — 3)% + 22 =18,
r—y+2—1=0.

Per visualizzare la curva parametrizzata «(t) = (%,t —-1,t— %) con Maple si possono ad esempio usare i
comandi

> with(plots):

> spacecurve([1/t,t — 1,t — 1/t],t = .2..10);
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Per maggiori dettagli sull’'uso di maple per il calcolo del riferimento di Frenet, la curvatura, ecc. si veda ad
esempio:
http://www.adeptscience.co.uk/products/mathsim/maple/powertools/calcIV/html/L5-DiffGeom.html

3.4 Eliche
L’elica circolare é la curva parametrizzata in R3:
hab(t)(t) = (acost,asint, bt), 3.21)

dove a € il raggio e b é il passo dell’elica.
In particolare, 1’elica circolare é 1’elica tracciata su un cilindro circolare retto e I’asse del cilindro é anche
detto I’asse dell’elica circolare.

La curvatura e la torsione dell’elica circolare (3.21]) sono dati rispettivamente da:

a b
k'(S) = m, T(S) = —m

Si osservi quindi che le eliche circolari hanno curvatura e torsione costanti. Si pud dimostrare la seguente
proprieta.

Proposizione 39. Le sole curve sghembe (non piane) aventi curvatura e torsione costante sono le eliche circolari.

Prima di dimostrare questa proprieta si pud introdurre la seguente definizione.
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Definizione 69. Un’elica cilindrica ¢ una curva sghemba «o(s) le cui tangenti formano un angolo costante 0
con una direzione prefissata di versore k, ovvero tali che

a/(s) -k = cost = ¢ = cos 0.

La retta passante per il punto o(s) e parallela al versore k é detta generatrice dell’elica cilindrica «(s).
L’angolo 5 — 0 ¢ 'inclinazione dell’elica.

Per un’elica cilindrica valgono le seguenti proprieta.

Proposizione 40. Sia o(s) un’elica cilindrica parametrizzata dalla lunghezza d’arco s e con o/ (s) -k = cos 0,
dove k ¢ un vettore fissato di norma 1. Allora

1. n, éortogonale a k;
l’angolo tra b, e k ¢ costante;

il rapporto tra la curvatura k[« e la torsione T[] € costante;

N owd

gli archi di o sono proporzionali ai corrispondenti archi della curva o ottenuta proiettando ortogonal-
mente « su un piano ortogonale al versore k, ovvero s = ms, dove s € la lunghezza d’arco di o, e m é
una costante.

Dimostrazione. 1. Poiché ¢/(s) -k = ¢ siha t, - k = ¢ e quindi derivando rispetto a s:

dts

— k=0,
cioé n, - k = 0, in quanto %= = k[a](s)n,.
2. Poiché n,, -k =0 e 7,(s) # 0, si ottiene
Ta(s)ng -k =0,
da cui ‘%‘" -k =0, ovvero
d(b, - k

3. Poiché k ¢ ortogonale a n,, k é complanare con t,, e b,. In particolare
k = cosbt, + cosbb,, (3.22)

dove 6 é I’angolo tra t, e k. Derivando rispetto a s (3.22) si ottiene:

~dk o dt, . db,
= s —CObHdS + sin @ Is

0
cioé
cos Ok[a](s)n, — sin07[a](s)n, = 0.
4. Per dimostrare la proprietd si vuole ottenere una parametrizzazione di «(s) utilizzando la proiezione ortogo-
nale a;. Siosservi che da o/(s) -k = ¢ si ha

d(a(s) —0) -k

=0
ds ’
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dove O ¢ un punto fisso arbitrario. Pertanto
(a(s) — O) -k =cs+d,

dove d é una costante arbitraria. Si consideri ora il riferimento cartesiano R = (O, i, j, k) e si indichi con a(s)
la curva piana descritta dalla proiezione ortogonale «(s) del punto «(s) sul piano xy, cioé sul piano passante
per O e ortogonale a k. Sia 5 la lunghezza dell’arco di estremi il punto Py (intersezione dell’elica con il piano
xy) ed il punto a4 (s). Se si considerano gli archi misurati a partire dal punto Py si pué supporre d = 0 e quindi
che la curva «(s) abbia la parametrizzazione

Pertanto

iy (o du 4 (de dy
ds’ ds’ ds ds’ds’ )’
2 2
(&) (8) -+
ds s
do\* (ds\* | (dy\T(ds\' L
ds ) \ds a5 ) \ds c ="
dx

Poiché il vettore (— %) é il versore tangente a 1 (35), si ha

ds\*
=) =1-c%
() -1

da cui

poiché |a/(s)| = 1. Quindi

Posto
si ottiene, da 5(0) = 0, la relazione

ovvero per ’elica « le equazioni parametriche
rT=x
y=y
z

O

Osservazione. Si osservi che nel caso particolare di un’elica circolare si ha che «;(5) é una circonferenza di
equazioni parametriche (7 cost,rsint) con § = rt.

Dalla Proprietd 3. della Proposizione 40| se o é un’elica cilindrica, allora il rapporto tra la sua curvatura e
torsione € costante. Viceversa, si pud provare la seguente proprieta.

Proposizione 41. Se per una curva sghemba o (non piana) il rapporto tra la curvatura e torsione é costante,
allora o é un’elica cilindrica.
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Dimostrazione. Si supponga

o

o]

[a

= cost = tan 6.

B

Allora se si definisce il versore
u=-cosft,+sinfb,,
si ha
du .
— = (k[a] cos 0 — T[a]sinf)n, = o
ds
e quindi che u é un vettore costante. Dall’uguaglianza

to - u = cosf = cost,

segue allora che « € un’elica cilindrica.
0

Dimostrazione della Proposizione 39 Si deve provare che se una curva sghemba « non piana ha torsione e
curvatura costanti allora é un’elica circolare. Poiché in particolare il rapporto tra k[a] e T[] é costante, per
quanto provato in precedenza si ha che « € un’elica cilindrica di equazioni parametriche

as) = a1(3(s)) + scos b k,

con k versore fissato. E pertanto sufficiente provare che la proiezione ortogonale a1 (3(s)) dell’elica a sul piano
ortogonale a k € una circonferenza. Da

dao doq ds
Dot Bl k
35 = 45 ds T8tk

si ha

(sin9)?, (3.23)

ds ~ ds

Pa oy (d5\°  dPoy
ds)  ds

poiché s = sin #s. Utilizzando le relazioni:

d’a d’a
T Hol(s)mals),

e (3.23) si ottiene ’'uguaglianza
E[a](s)na(s) = k[a1](3)(sin )*ng, (3).

Da n,(s) = ny, (5) si ha pertanto
kla](s) = kloa](3)(sin0)?,

ovvero che la curva piana «1 (3) ha curvatura costante (non nulla) e quindi é una circonferenza. O
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3.5 Parametrizzazione di curve algebriche piane

Data una curva algebrica piana reale C di equazione f(z,y) = 0, dove f € R[z,y| € un polinomio di grado
d > 0 a coefficienti reali, ¢ naturale chiedere se é possibile parametrizzare la curva algebrica. Si pud provare
come applicazione del teorema della funzione implicita che le curve algebriche possono essere parametrizzate
nell’intorno di punti non singolari. In generale, le curve algebriche, o parti di esse, possono essere parametrizzate
rispetto a x o a y o rispetto ad entrambi.

Una parameterizazione locale di una curva algebrica nell’intorno di un punto Py = (xg,y0) € C, é una
parameterizzazione J — R? di un pezzo della curva che includa il punto Py, con J intervallo aperto di R.
Si pu6 di solito supporre che il punto Py sia un punto corrispondente ad un valore del parametro appartenente
all’intervallo aperto della parametrizzazione.

Teorema 20 (Teorema della Parametrizzazione Locale). Sia f(x,y) un polinomio di grado d > 0 a coefficienti
reali tale che f(xo,y0) = 0 e f,(z0,y0) # 0. Allora esistono un intervallo aperto J = (xo — €,x0 + €) con
€ > 0 ed un’unica funzione differenziabile C* ¢ : J — R tale che ¢(xg) = yo e f(x,d(x)) = 0, per
ogni x € J. Questa soluzione determina un’unica parametrizzazione locale differenziabile regolare della curva
nell’intorno del punto (x¢,yo) rispetto alla coordinata x, cioé a(x) = (x, ¢(x), per ogni x € (xog —€,x0+€).
Localmente la curva f(z,y) = 0 € il grafo della funzione y = ¢(x) e

o f

_J= J.
a5, "€

Analogamente, se f.(xo,yo) # 0, allora esiste un’unica parametrizzazione locale differenziabile regolare
Bly) = (¥(y),y) tale che P(yo) = o, f((y),y) =0 e

d_ _fy

dy fa’
per ogni y vicino a yo. Nell’intorno di (xo,yo) la curva algebrica piana f(x,y) = 0 ¢ il grafo della funzione

x=1(y).

Queste parametrizzazioni differenziabili locali di curve algebriche piane rispetto a = 0 a y sono regolari. Per
esempio o' (z) = (1,¢'(z)) # (0,0).

In generale le curve algebriche piane non possono essere parametrizzate in modo semplice, cioé, usando una
sola parametrizzazione. Per la curvatura di una curva algebrica piana in un punto non singolare si ha il seguente
teorema.

Teorema 21. La curvatura (con segno) della curva algebrica piana reale C : f(x,y) = 0 in un punto non
singolare (x,y) e

f
(fyv_fx)H< _Jytx ) :ifyzfzz_QfIfyfmy"’_f%fyy

dove con H siindica la matrice simmetrica (Hessiana di f):

fey  fyy
e Il segno - ¢ scelto nel caso in cui il movimento lungo la curva é nella direzione del vettore ( f,, — f.), mentre il
segno + ¢ scelto nel caso in cui il movimento lungo la curva ¢ nella direzione del vettore (— f, f»).

ko ==+

)
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Dimostrazione. La curva algebrica piana vicino ad un punto non singolare pud essere data da una parametrizza-
zione locale regolare del tipo a(t) = (x(t), y(¢). Differenziando I’equazione f(z(t),y(t)) = O si ottiene

o/ (t) - (fer fy) = 0. (3.24)

Quindi o/(t) & ortogonale al gradiente (f,, f,) ed abbiamo

o (t) = (2 (1), y' (1) = A(fy, = fz),

dove X\ # 0 & una funzione di ¢. Differenziando ulteriormente (3.24)) si ottiene:
/
Q1) (for fy) + &'y ) ( y ) 0
Quindi

x/y// _ y/x// _ O//(t) . (_y/7x/) — )\ - (fz7fy) _ —)\(ml,yl)H ( z: > _ _)\3(fy7_fz)H ( _f;}fa ) )

Poiché ||/ || = |A[||(fy, —fz)|l e J&/(t) = (—y',«") siha per la curvatura (con segno)
= @I _ 2 e Fifen = 2afulen + S
lo’]? lo/]? (f2+f2)3

Come conseguenza si ha il seguente corollario.

Corollario 3. Un punto non singolare Py = (xq,yo) di una curva algebrica piana affine di equazione f(x,y) =
0 e un punto di flesso se e solo se

si annulla in (xo,yo) e cambia di segno allo spostarsi del punto (x,y) attraverso (xq,yo) lungo la curva.

Per trovare i punti di flesso di una curva algebrica piana affine di equazione f(x,y) = 0 si determinano prima
i punti in cui la curvatura si annulla risolvendo il sistema di equazioni

{ f(z,y) =0,

e poi si considerano solo le soluzioni che corrispondono a punti non singolari.

Esercizio 51. Calcolare la curvatura (con segno) ko dell’iperbole di equazione x> — 3y?> = 1 nel punto Py =
(2,1).

Soluzione Posto f(z,y) = 2% — 3y* — 1, abbiamo

folmoy) =22, fy(z,y) = =6y, fex(z,y) =2, foy(z,y)=0, fyy(z,y)=—6.
Quindi

fny:m - 2fa:.fyf:ry + f;c2fyy — 4 (9y2 — 3:82)

ko = £ 3 3
(f2+17)2 (2% +9y%)2

In particolare

ka(2,1) = ﬁ:(\/ﬁ)g.
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Esercizio 52. Trovare i punti di flesso della cubica piana reale di equazione f(x,y) = y? + 2% — 2® = 0.

Soluzione Abbiamo

fr(fvy):2$_3x27 fy(xay)Zan fxx(xay)ZQ_G‘T’ .fﬁ?y(l‘vy):(L fyy(zay)ZQ

Dal sistema
fla,y) =2 =3y> -1 =0,
J2 fow = 2fafyfoy + [2fyy = 8y* — 24ay® + 822 — 242° + 182" = 0,

eliminando la y si ottiene ’equazione
4
82% — 62 = 6z (3 —x) =0.

Lorigine O = (0,0) & un punto singolare. Ci sono quindi solo i due punti di flesso:

(s

in quanto in questi punti il gradiente (22 — 322,2y) di f non & parallelo all’asse y e quindi la cubica si pué
parametrizzare rispetto a x e 6x (% — x) cambia di segno se ci si muove lungo la curva passando attraverso i
due punti.

3.6 Esercizi

[56] Data la curva parametrizzata «(t) = (t? — 2,¢, 13 — t?)
(i) Dire se « ¢ regolare.
(ii) Determinarne la retta tangente alla curva « nel punto Py = (—1,1,0).
(iii) Verificare che o non & piana (cio che non giace su nessun piano affine di R?).
(iv) Determinare i punti della curva in cui la tangente & perpendicolare al vettore (1,71,71).
(iv) Determinarne la curvatura.

[57] Data la funzione y = x>, rappresentarla come curva parametrizzata.
(1) Determinarne la retta tangente nel suo punto generico.
(ii) Trovare la lunghezza dell’arco traipunti O = (0,0) e P = (1,1).
(iii) Calcolarne curvatura e cerchio osculatore.

[S8] Si consideri la curva piana ~ descritta da

{ = fof cos(cu?)du,

Y= fot sin(cu?)du , teR,

dove c ¢ una costante positiva. Verificare che ¢ ¢ un’ascissa curvilinea.
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[59] Per ciascuna delle seguenti curve si trovi I’ascissa curvilinea:

rz=t, .
y = cosht teR (catenaria)
- Y )
x =cos’t,
y =sin®t, teR,

[60] Determinare il triedro di Frenet, la curvatura e la torsione in un generico punto dalle curve:

alt)=(t, L+t3 1),  B(t) = (2, t*, logt).
[61] Trovare il punto della curva a(t) = (t2 — 2t, 2, t) in cui la curvatura & massima.
[62] Provare che « & una retta se solo se ' (t) e o’ (¢) sono linearmente dipendenti in ogni punto.
[63] Si consideri la curva parametrizzata

@) 4cost 2sint 3cos?t —
a(t) = .
2+3cos?t’ 2+ 3cos2t’ 2+ 3cos?t )’

1. Verificare che la curva «(t) giace interamente su una sfera.
2. Determinare i versori tangenti ad «/(t) nei punti corrispondenti ai valori ¢ =0 e t = 7/2.

3. Dimostrare che la curva «(t) non & piana. (Suggerimento: usare il punto precedente)

[64] Assegnato )\ € R si consideri la curva parametrizzata
ax(t) = (t*+2,2t = M?* 2t — 1), tER.

1. Dimostrare che la curva «(t) € una curva piana regolare per ogni valore di A e si scriva I’equazione del
piano my che la contiene.

2. Dire quale curva descrive il punto «(1) al variare di A € R.

3. Calcolare la curvatura di ay(t) nel punto ¢t = 1 e determinarne il limite per A — oco.

[65] Si consideri la curva parametrizzata

14+t —1
alt) = <t,+,), t>0.

4 t
1. Esistono valori del parametro ¢ per cui la curvatura ¢ nulla?
2. E vero che la curva ¢ piana? In caso affermativo scrivere I’equazione del piano che la contiene.

3. Determinare il triedro di Frenet nel punto corrispondente al valore ¢t = 1 del parametro.
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[66] Si consideri la curva parametrizzata
a(t) = (32,3t — 2,3t + %), teR.
1. Decidere se la curva ¢ piana o no.
2. Determinare gli intervalli in cui la parametrizzazione ¢ regolare.

3. Calcolare per ogni valore di ¢ in cui la parametrizzazione & regolare il triedro fondamentale nel punto « ().

[67] Si consideri la curva parametrizzata
a(t) = (t —sint,cost — sint, 2t) , teR.
1. Verificare che la parametrizzazione & regolare per ogni ¢ € R.

2. Trovare i valori ¢ € [0, 27| per cui la torsione di «(¢) & minima e massima.

[68] Data la curva
a(t) = (acost,asint,bt), a>0,beR,

determinare il cerchio osculatore alla curva nel punto Py = (07 a, bg) .
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Capitolo 4

Le superfici differenziabili e cenni sulle
varieta differenzabili

In questo capitolo si vogliono introdurre le nozioni base di geometria differenziale sulle superfici. La geometria
differenziale nasce agli inizi dell’Ottocento per opera principalmente del matematico tedesco K. F. Gauss, il qua-
le introdusse per primo uno strumento per lo studio di curve e superfici, ambientate in R?, basato sull’analisi
matematica come strumento di indagine. L’opera di Gauss appare subito generalizzabile a contesti molto piu
astratti: infatti il punto centrale dei primi studi di geometria differenziale fu I’introduzione del concetto di coor-
dinate curvilinee. Lo studio delle superfici in R? & stato sviluppato da Gauss introducendo vari concetti di natura
intrinseca. Il principale matematico autore della generalizzazione a contesti piu astratti fu un altro tedesco, B.
Riemann. A Riemann dobbiamo, sostanzialmente, riconoscere la creazione della geometria riemanniana che si
pone I’obiettivo di studiare le varieta differenziabili (termine introdotto da Gauss ed ereditato da Riemann) sulle
quali esiste un modo per misurare le distanze tra i punti. La nuova geometria di Riemann ebbe grandi sviluppi tra
la fine dell’Ottocento e i primi del Novecento, ad opera soprattutto di G.Ricci Curbastro e del suo allievo T. Levi
Civita, i quali introdussero il calcolo tensoriale.

4.1 Definizione di superficie differenziabile ed esempi

Definizione 70. Una superficie differenziabile (parametrizzata) é un’applicazione:
DCR? = R3  (u,v) — P(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)),

dove D ¢ un aperto di R? e x(u,v),y(u,v),z(u,v) sono funzioni differenziabili di classe almeno C' che
soddisfano le seguenti proprieta:

1) la matrice Jacobiana

J(z(u,v),y(u,v), z(u,v)) = ( (U, 0) YU, v) 2 (u,v) ) 4.1

Top(u,v)  yp(u,v)  2y(u,v)
ha rango massimo in ogni punto (u,v) € D;

2) Papplicazione P(u,v) & iniettiva.

141



142 CAPITOLO 4. LE SUPERFICI DIFFERENZIABILI E CENNI SULLE VARIETA DIFFERENZABILI

Per abuso di linguaggio chiameremo superficie (differenziabile regolare) I’insieme S C R? immagine del-
I’applicazione P(u,v). Inoltre ammetteremo applicazioni P(u,v) per cui la matrice Jacobiana (@.I)) ha rango
massimo tranne eventualmente in un numero finito di punti di D in tal caso i punti dove il rango non ¢ massimo
saranno detti singolari, quelli in cui ¢ massimo regolari, e sara sottointeso che ci interesseremo solo ai punti
regolari.

Per semplicita scriveremo in breve le equazioni di una superficie differenziabile S':

x = z(u,v)
y=y(u,v) (4.2)
z = z(u,v)

o anche, in forma vettoriale:
P = P(u,v) = z(u,v)i + y(u,v)j + z(u, v)k,

dove (i,j, k) & la base canonica (ortonormale e positiva rispetto al prodotto scalare standard di R?) di R3.

Osservazione. La condizione che la matrice Jacobiana (4.1) abbia rango massimo in ogni punto (u,v) € D
equivale alla proprieta che i vettori:

P, = Py(u,v) = 2y (u, 0)i + yu(u,v)j + zu(u,v)k e P, = Py(u,v) = x4y (u, v)i + oy (u, v)j + 2, (u, v)k
siano linearmente indipendenti per ogni (u,v) € D.

Le equazioni o equivalentemente 1’applicazione P(u,v) si dicono una parametrizzazione della super-
ficie, ed u, v vengono detti parametri.

La rappresentazione parametrica di una superficie non ¢ ovviamente unica. Infatti, si consideri una funzione
¢: D CR?— D C R? diclasse C! rappresentata da

u=u(a,v), v=v(a0), (40v)€D, 4.3)
e tale che lo Jacobiano
ou ou
ou 0v
#0
o
ou 0v

Sostituendo le nelle equazioni
x=2xz(u,v), y=yluv), z=z(u,v),

si ottiene un’altra rappresentazione della superficie (o di una sua parte) in funzione dei parametri (%, 7).

In generale un cambiamento ammissibile di parametrizzazione consiste quindi in un’applicazione differen-
ziabile: R

p:D— D,
dove D &un dominio di R? tale che la composizione P o soddisfi ancora le proprieta 1) e 2) della Definizione
[70)
Esempi. 1. 1l piano per un punto Py = (xo,yo0,20) parallelo a due vettori linearmente indipendenti di
componenti (I,m,n) e (I’,m’,n’) ha equazioni parametriche:

r=x9+lu+lv
Yy =yo+mu+mv
z=2z9+nu-+nv, (u,v) € R?,
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I m n
l/ m/ n/ )

che ha ha rango massimo perche i vettori riga sono linearmente indipendenti.

e la matrice Jacobiana ¢:

2. Sia S una sfera di centro 1’origine O = (0,0,0) e raggio r. Sia P(x,y,z) un punto della sfera S, e
denotiamo con () la sua proiezione ortogonale sul piano z,¥y. Sia v 1’angolo orientato che 1’asse delle z
forma con la retta OQ ed u 1’angolo orientato che la retta O forma con la retta O P. Quindi:

d(0,Q) =d(O, P)cosu =rcosu, z=4d(0,P)sinu=rsinu.
Inoltre = d(O, Q) cosv, y = d(0, Q) sinv. Le equazioni parametriche della sfera .S sono pertanto:

T = T COSUCOS,
Yy = rcosusinv, 4.4
z = rsinu.

Si lascia al lettore di determinare la corrispondente matrice Jacobiana, in base alla quale si verifica che la
precedente parametrizzazione € regolare in tutti punti tranne che per u = £7; cioe il polo nord N; =
(0,0,1) ed il polo sud Ny = (0,0,—1) sono punti singolari per la precedente parametrizzazione. Si
osservi pero che rispetto ad altre parametrizzazioni (ad esempio scambiando il ruolo dei tre assi) i punti Ny
e N, diventano regolari.

3. Analogamente I’ellissoide di equazione cartesiana:

172 y2 2,2

-tz +5=1
a2 b 2
ha equazioni parametriche:
T = aCcOoSUCOS Y,
y = bcosusinwv,
z = csinu.

Ellissoide

Per visualizzare con Maple ad esempio
Iellissoide di equazione 2+ igﬁ +

122 = 1 si possono usare i comandi:

9
> with(plots);
> implicitplot3d(x2+4(1/4)*y*+(1/9)x -
22=1,x=-3.. 3,y=-3..3,z=-3.3,
scaling = constrained, title = Ellissoide,
numpoints = 4000, axes = boxed, style =
patchcontour, shading = z)
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Iperboloide ad una falda di equazione x"2 +y”2 -2z"2 =1

Per un’iperboloide a una falda di di equazione

cartesiana:

{E2 y2 22

a2 b 2
si hanno le equazioni parametriche:
x = acoshucosv

y = bcoshusinv
z = csinhu

Un iperboloide a due falde di equazione cartesiana:

Iperboloide a due falde di equazione x"2 - y"2 -z"2 = 1

ha equazioni parametriche:

x = acoshucoshv
y = bcoshusinhv :
z = csinhu

(questa parametrizzazione descrive solo una delle due
componenti dell’iperboloide; quella contenuta nel semi-
spazio x > 0; si ricordi infatti che coshv > 1 per ogni
V).

Infine il paraboloide ellittico

Paraboloide ellittico di equazione z = x"2 + 1/2 y"2

2?2
ety
ed il paraboloide a sella
a2 2
z = E - b72 z

hanno rispettivamente equazioni parametriche:

r=1Uu r=u
y=v y=v

2 2 2 2
—u v —u v
z=t 2=z T
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Paraboloide a sella di equazione z=x"2 - 2 z"2

4. Gli ultimi due esempi sono un caso particolare di grafici di funzioni di due variabili; infatti il grafico di una
funzione z = f(z,y) ha equazioni parametriche

r=u
Y= 4.5)
z = f(u,v)

E facile calcolare la matrice Jacobiana e verificare che tutti i punti sono regolari.

5. Le superfici di rotazione sono le superfici descritte da una curva regolare « (detta curva profilo) posta sul
piano y, z; al ruotare di quest’ultimo intorno all’asse z. Se

sono le equazioni parametriche della curva piana «(u), un punto P della superficie di rotazione S si
ottiene da uno e un solo punto P, di « al ruotare del piano y, z. Indicato con v 1’angolo di rotazione, si
avra:

z(P) = y(Py)cosv, y(P)=y(Po)sinv, =z(P)=2z(F).
Quindi le equazioni parametriche della superficie di rotazione S sono:
x = aq(u) cosv

y = ai(u)sinv (4.6)
z = ag(u).
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Cilindro circolare retto

N

In particolare se « ¢ una retta parallela all’asse z
y=r,

di equazioni . si ottengono le equazioni del

cilindro circolare retto:

T =TCoSV
y =rsinv
z=u

Per visualizzare con Maple ad esempio il cono circolare retto di equazioni parametriche

T = 2cosv
Yy = 2sinv
z=u
si possono usare i comandi:
> with(plots);
> plot3d([2 * cos(v), 2 x sin(v),u],u = 0..10,v = —Pi..Pi, scaling = constrained, title = Cono circolare

retto, numpoints = 4000, axes = boxed, style = patchcontour, shading = z);

Cono circolare retto

e « ¢ una retta per 1’origine nel piano v, z, non
S tt. r 1 ,
parallela n¢ all’asse y ne all’asse z, di equazioni

Yy = au,
z=bu
si ottiene un cono circolare retto di vertice 1’origine:
T = aucosv
Yy = ausinv

z=bu

Ad esempio per a = 2 e b = 3 si ha il cono circolare
retto:
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Torocon a=3er=1

Infine, se o € un cerchio di raggio r conte-
nuto nel semipiano y > 0 del piano (y, z);
di centro il punto (a,0), si ha:

o1(u) =a+rcosu, az(u)=rsinu

e la superficie di rotazione si chiama toro,
che ha dunque equazioni parametriche:

x = (a+ rcosu)cosv
y = (a+rcosu)sinv
z = rsinu.

Si osservi che anche le equazioni (4.4) di una sfera si possono ottenere per rotazione di un semicerchio del
piano (y, z), di centro il punto (0,0) e contenuto nel semipiano y > 0.

La matrice Jacobiana della parametrizzazione (@.6) &:

S ( o (u)cosv o (u)sinv  ad(w) ).

—ay(u)sinv  aq(u)cosv 0

Pertanto, poiché « & una curva regolare, cioé o' (u) = (o (u),ab(u)) # (0,0) si vede facilmente che
(u,v) individua un punto regolare tranne che nel caso a1 (u) = 0; vale a dire che i punti singolari sono i
punti d’intersezione della curva o con I’asse delle z. In particolare tutti i punti del cilindro e del toro sono
regolari, mentre nel caso del cono 1’unico punto singolare ¢ il vertice.

6. Si consideri una superficie definita da un’equazione cartesiana:
S ={(z,y,2) R | g(z,y,2) = 0}, 47

dove g & una funzione differenziabile di 3 variabili. E noto che se una delle tre derivate parziali di g, per
esempio g, ¢ diversa da zero in un punto (zg, yo, 20) € S, allora per il teorema della funzione impli-
cita esiste una funzione differenziabile f(x,y) definita nelle vicinanze del punto (zo, o), tale che (nelle
vicinanze del punto (2, yo, 20)) 1’equazione g(z,y,z) = 0 & verificata se e solo se z = f(z,y). Per-
tanto nell’intorno del punto (xg, Yo, 20), 'insieme S & una superficie differenziabile regolare, di equazioni
parametriche (.3)). Inoltre si ha I’'uguaglianza

g(x,y, f(z,y)) =0,

che, derivata rispetto a x e a y, da rispettivamente:

9z +9:f2 =0, gy+ngy:07

da cui:

fo=-2 f=-% 4.8)
9z gz
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4.2 Vettori tangenti ad una superficie differenziabile

Sia S una superficie differenziabile definita dalle equazioni (4.2)).

Definizione 71. Una curva tracciata sulla superficie S é una curva C nello spazio R® ottenuta come immagine
tramite
P:D — R3 (u,v) — P(u,v),

di una curva differenziabile piana o nel dominio D C R?.

Precisamente se:

(1

sono le equazioni della curva «(t) nel piano (u,v), allora le equazioni della curva C tracciata su S sono:

oppure, in forma vettoriale:

P = P(u(t), o(t)) = a(u(t), o(t))i + y(u(t), o()j + =(u(t), o(t))k.

E evidente che la curva C & contenuta nella superficie S.

Si fissi ora un punto (regolare) Py = P(ug,vg) € S. La curva C tracciata sulla superficie S passa quindi per
Py se ug = u(tg),vo = v(to) per un opportuno t.

Definizione 72. Un vettore w dello spazio R3 si dice tangente a S in P, se esiste una curva C tracciata su S,
e passante per Py, tale che w ¢ tangente a C in .

Proposizione 42. L’insieme dei vettori tangenti a una superficie S in un suo punto Py é uno spazio vettoriale di
dimensione 2, di cui i vettori P,(uo,vo) e P,(ug,vo) formano una base. Tale spazio sara indicato con Tp,S e
verra detto spazio tangente alla superficie S in Py.

Dimostrazione. E sufficiente provare che i vettori P, (uo,v0) € P,(ug,vo) sono linearmente indipendenti, e che
un vettore & tangente a S in P, se e solo se & una loro combinazione lineare. Le componenti di P, (ug,vg) €
P, (ug,vp) sono le righe della matrice Jacobiana valutata nel punto (ug,vg), che ha rango massimo per
definizione. Pertanto i due vettori P, (ug,vo) € P,(ug,vo) sono linearmente indipendenti.

Sia w un vettore tangente a S in Fy. Per definizione esiste una curva C tracciata sulla superficie S, di
equazioni (@.9) che passa per P (cioe ug = u(to),vo = v(to) per un opportuno ty), tale che w sia tangente a
C in Py. Pertanto:

w = L P(O), o)ty = Paluor 10) 5 (t0) + Pofiio, 00) 5 (o),

ovvero w € una combinazione lineare di P, (ug,vg) € P, (ug,vp).
Viceversa, si supponga che un vettore w sia combinazione lineare dei vettori P, (ug,vg) e Py, (uo, vo):

w = w1 Py, (ug,vo) + wa Py (g, vo).
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si deve determinare una curva C tracciata su S e passante per P, tale che w sia tangente a S in Fy. Si devono
quindi trovare due funzioni differenziabili « = u(t),v = v(¢) tali che per un certo ty:

du dv
u(to) = ug, v(to) = vo, E(to) = wy, E(to) = W3.

Si puo porre ad esempio u = w1t + ug, v = wat + vg, tg = 0. O

Le curve definite da u = costante e v = costante; prendono il nome di linee coordinate (corrispondenti alla
parametrizzazione utilizzata). Il vettore P, (u,v) € tangente alla linea coordinata v = costante = v, ; mentre il
vettore P,(ug,v) & tangente alla linea coordinata w = costante = ug.

Esempio. Nel caso di una superficie di rotazione (4.6), le linee coordinate sono rispettivamente i paralleli ed i
meridiani.

Il piano tangente T'p,S a S in Py ¢ il piano per Py parallelo a tutti i vettori tangenti a .S in FPy. Dunque ¢ il
piano per Py parallelo ai vettori P, (ug,vo) € Py, (uo,vo), pertanto se Py = (2, Yo, 20), le sue equazioni sono:

T — Xo Y—"Y Z— 20
Ty (U0,v0)  Yulto,v0) 2zu(uo,vo) | =0.
xv(uo,vo) yv(anUO) Zv(uo,vo)

Esempio. Si consideri il grafico di una funzione f(z,y), di equazioni parametriche (4.3), si ottiene per il piano
tangente in un punto (xo, Yo, 20), 20 = f(xo,yo) I’equazione cartesiana:

T—To Y—Yo Z—20
1 0 fx(llio,’yo) = 0)
0 1 Jy(xo,v0)

da cui sviluppando:
z =20 = fa(w0,y0)(x — 20) + fy(0,50)(y — Yo)-

Se S ¢ definita implicitamente dall’equazione (4.7), usando (4.8) si ottiene per il piano tangente in un punto
(20, Y0, 20) € S I’equazione ben nota (almeno nel caso delle quadriche):

9= (0, Yo, 20) (@ — o) + gy(x(hyoa 20)(y — yo) + 92(x0, Yo, 20)(z — 20) = 0.

Diremo versore normale a S in Py = P(ug,vp), e lo indicheremo con N = N(ug, vg) il versore del
vettore P, (ug,vo) A Py(ug,vg). Pertanto N & un versore ortogonale al piano tangente 75,5 a S inFy e la
sua direzione ¢ intrinsecamente determinata dalla superficie, mentre il suo verso dipende dalla parametrizzazione
scelta per descrivere la superficie S (ad esempio scambiando le variabili « e v il versore N cambia di segno).
Per definizione:

P, (ug,v0) A Py (ug,vg)
N — .
(0 %0) = 75 (o 10) A Pt w0

Esercizio 53. Considerata la superficie S di equazioni parametriche

T = ucosv,
Yy = usino,
z = u?, u € (0,400), v € [0, 27).

1. verificare che S ¢ contenuta in una quadrica;
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2. studiare la natura delle linee coordinate di S ;

3. determinare I’equazione del piano tangente ad S nel punto A = (1,0, 1).

Soluzione

1. Eliminando i parametri v e v si ha che la superficie S & contenuta nel paraboloide rotondo di equazione
2z =22 4+ y?. Si osservi che i vettori:

P,=cosvi+sinvj+2uk, P,=—usinvi+ucosv]

sono linearmente indipendenti solo per u # 0 (di qui I’ipotesi v > 0!) per cui con le equazioni
parametriche di S non & rappresentata I’origine O = (0,0, 0), pur appartenendo al parabolide.

2. La linea coordinata u = cost & una circonferenza di raggio u con centro nel punto (0,0, u?) ed apparte-
nente al piano z = u2. Le linee coordinate v = cost sono delle semi-parabole.

3. Il punto A corrisponde a ©w = 1 e v = 0. Quindi i vettori tangenti alle linee coordinate ed uscenti da A

SOno:
P,(1,0) = (1,0,2), P,(1,0) =(0,1,0).

Il piano tangente ad S in A ha equazione cartesiana:

r—1 y z-—1
1 0 2 =-2r+2+1=0.
1 0

4.3 Metrica Riemanniana su una superficie: Prima forma quadratica
fondamentale

Si consideri una curva C tracciata sulla superficie .S, di equazioni (4.9) e se ne determini I’ascissa curvilinea:

ds\? dP dp du dv du dv

— = —_ = Pi Pi . Pi Pi

(dt) dt dt (”dt+ “dt) <"dt+ vdt)
du\? du dv dv\ 2

= er) () v PG P ()

Si ponga:
E=FEww)=P,-P,, F=F(uv)=P,-P, G=G(u,v)=P"P,-P,. (4.10)

E chiaro che E, F, G sono funzioni che dipendono solo dalla superficie e non dalla curva C tracciata su di essa.

ds\ 2 du\? du dv dv\ 2
() =2 (&) v (%) () e (@) @i

Formalmente si definisce prima forma quadratica fondamentale la forma quadratica:

Ne segue:

Edu® + 2Fdudv + Gdv?,

per cui (.1T)) pud scriversi:
ds* = BEdu® + 2Fdudv + Gdv?.
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la quale deve intendersi come una scrittura formale la quale, “divisa” per dt?, da la @TI1).

Come conseguenza della @.I1), la prima forma quadratica fondamentale & definita positiva, poiche evi-

dentemente (@) ¢ sempre strettamente positivo. La matrice della prima forma quadratica fondamentale ¢

dt
la matrice:
E F
F G )’

EG-F?>0.

il cui determinante ¢ pertanto positivo:

Osservazione. Si osservi che se w = w1 Py, (ug, v9) + waPy(ug, wg) € z = 21 Py (ug, vo) + 22Py (ug, wo) sono
due vettori tangenti alla superficie S in un punto Py = P(up, vp), si ha:

w-z = (wiPy(uo,vo) + waPy(ug,wo)) - (21 Puluo,vo) + 22 Py (g, wo))
= E(ug,vo)wiz1 + F(ug,vo) (w122 + waz1) + G(uo, vo)wa 22,

cio¢ il prodotto scalare definito sullo spazio tangente T'p, S dalla prima forma quadratica fondamentale coincide
col prodotto scalare euclideo (standard) di R?.

La prima forma quadratica fondamentale € un concetto puramente intrinseco, cio¢ non dipende dal modo in
cui la superficie & immersa in R3.

Utilizzando I’espressione (4.10) dei coefficienti F, F, G della prima forma quadratica fondamentale si puo
provare la seguente proprieta.

Proposizione 43. Si ha F(u,v) = 0 se e solo se le linee coordinate sono ortogonali nel punto P(u,v).
Esempio. Per una superficie di rotazione definita dalle equazioni (&.6) si ha
Py (u,v) = (o) (u) cosv, o) (u) sinv, ag(u)), Py(u,v) = (—ay(u)sinv, ag (u) cos v, 0),
da cui:
E(u,v) = P, - P, = (a;(u))* + (ah(u))?, F(u,v) =P, -P, =0, G(u,v)=P,-P, = (a(u))

Si osservi quindi che paralleli e meridiani sono ortogonali.

4.4 Area di una superficie differenziabile

Si consideri una superficie differenziabile di equazioni parametriche {.2)) definita in un dominio D del piano (u, v)
e consideriamo una regione di D compresa fra le rette u = ugp,u = u1,v = vg,v = v1, con uy < Uy, Vg < V1.
Si vuole determinare, “in forma intuitiva” ma non rigorosa, una formula che esprima 1’area della porzione di
superficie descritta dalle diseguaglianze wy < u < uq,v9 < v < vy.

A tale scopo identifichiamo un elemento infinitesimo do dell’area di S con 1’area del parallelogramma
infinitesimo del piano tangente, di lati i vettori tangenti infinitesimi P,du e P,dv. Tale area coincide con la
norma del prodotto vettoriale dei due vettori, quindi:

do = ||Pydu A Pydv|| = || Py A Pyl|dudv.

Ul V1
A:/ / 1Pu A P dudv.
uo Vo

Pertanto 1’area cercata ¢ dunque:
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Poiche:
(P.AP,)-(P,AP)=(P,-P)(P,-P,) — (P,-P,)? = EG — F?
si ottiene:

A:// VEG — F2 dudv. (4.12)

Esempio. Per esempio, nel caso particolare di un grafico di equazioni(4.6)), si ha la formula:

r1 ryY1
A= [ [T (2 (5,2 dady.

Zo Y Yo

Esercizio 54. Determinare I'area della sfera, utilizzando le equazioni parametriche (@4) e la formula @12).

4.5 L’operatore di Weingarten

Sia w un vettore tangente a S in P . Per definizione esiste quindi una curva C tracciata su S, di equazioni:
u = u(t)
v =(t)

che passi per Py (cioe ug = u(to), vo = v(tg) per un opportuno t), tale che w sia tangente alla curva C in

Py . La derivata:
d du dv
—N(u(t),v(t))|t=t, = Ny (ug,vo)— —
N W), 0(1)) o=ty = N, 0) dt
determina un vettore nello spazio R? che misura la rapidita di variazione del versore normale N a S lungo la

curva C (in prossimita di F).

(to) + Nv (UO, UQ) (to) (413)

Se w = wy P, + wy Pv, siha:

du dv
E(to) = wi, a(to) = wa,
da cui: J
aN(u(t)7 v(t))|t=t, = w1 Ny (uo, vo) + w2N, (ug, vg). (4.14)

Si ha pertanto la seguente proprieta.
Proposizione 44. Se w = w1 P, + w2 P, € Tp, 5, si ha:

4
dt
e quindi il vettore .13)) dipende solo da w.

N(u(t), v(t))]t=t, = w1 Ny (uo, vo) + w2Ny (uo, vo)-

Si puo allora definire I’applicazione Ap, che al vettore tangente w € Tp,.S associa il vettore di R3:

Apy(w) = ~ S NG(E),0(0) it

L’applicazione Ap, ¢ detta operatore di Weingarten della superficie differenziabile S in F.

Proposizione 45. 1. Il vettore Ap,(w) € Tp,S, per ogni w € Tp,S, cioé I’operatore di Weingarten &
un’applicazione:
APO : TPOS — TPOS-
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2. L’applicazione Ap, é lineare, cioé Ap, é un endomorfismo dello spazio tangente Tp,S.

Dimostrazione. 1. Poiche (P, (ug,vo), Py(uo,vo) € unabase di Tp, S, ¢ sufficiente provare che i due vettori
Ap, (Py(ug,v0)) e Ap, (P, (ug,v9)) sono tangenti a S in Fy.
Per la formula (. 14) si ha che:
Apy(Py(ug,v9)) = =Ny (uo,v0),  Ap,(Py(to,v0)) = =Ny (uo, vo)- (4.15)

Dobbiamo quindi provare che N, (ug, vg) € N, (ug, vg) sono vettori tangenti a S

Derivando rispetto ad u e v I’identita:
N(u,v) - N(u,v) =1,

si ottengono le due condizioni:
2N, (u,v) - N(u,v) =0,
2N, (u,v) - N(u,v) =0,

Si ha quindi che i due vettori IN,, ¢ N, sono ortogonali a N, cio¢ sono tangenti a .S.

2. Lalinearita di Ap, segue dalla formula (4.14).

Una proprieta importante di Ap, ¢ la seguente
Proposizione 46. L’operatore di Weingarten é simmetrico (cioé autoaggiunto).
Dimostrazione. Dobbiamo provare che:
APo (W) "Z=We APO(Z)7

per ogni w,z € T’p,S. Poiche:
Ap,(Py(ug,v0)) = =Ny (ug, o),
Ap, (P, (uo,v0)) = —Ny(uo, vo),

si deve quindi provare che:
—Ny(uo, vo) - Py (to, v0) = —Pu(uo, vo) - Ny (uo, vo).

A tale scopo si considerino le identita:
(4.16)

derivando la prima identita rispetto a v e la seconda rispetto a u si ottiene:

Py(u,v) - N(u,v) + Py (u,v) - Ny (u,v) =0
Puy(u,v) - N(u,v) + Py(u,v) - Ny (u,v) =0,

da cui:
— P, (u,v) - Ny(u,v) = Pyy(u,v) - N(u,v) = —P,(u,v) - Ny (u,v). (4.17)
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Osservazione. Si osservi che derivando la prima identita delle (@.16) rispetto a u e la seconda rispetto a v si
ottengono anche le condizioni:

(4.18)

{ Puu(uv ’U) : N(uv v) = _Pu(u7 7}) ) Nu(ua 'U)
P,y (u,v) - N(u,v) = —P,(u,v) - Ny (u,v).

Come conseguenza del teorema spettrale reale, si ha la seguente proprieta.

Proposizione 47. Esiste una base ortonormale (v1,v2) di Tp,S formata da autovettori di Ap,. In particolare,
Ap, ¢ diagonalizzabile e possiede due autovalori reali A1 e Ao (definiti da Ap,(vi) = Mvi, Ap,(ve) =
)\2V2).

Osservazione. Se si cambia la parametrizzazione della superficie S, ’operatore di Weingarten corrispondente
alla nuova parametrizzazione coincide col precedente a meno del segno. Precisamente esso cambia di segno se
cambia di segno il versore normale IN. Quindi I’operatore di Weingarten ¢ intrinsecamente definito, ma solo a
meno del segno.

4.6 Curvatura normale di una curva tracciata sulla superficie e Seconda
Forma Fondamentale

Vediamo ora un concetto nuovo, che ¢ per definizione puramente estrinseco (cioe dipende da come la superficie
¢ immersa): la curvatura normale di .S in un suo punto (in una data direzione). L’idea ¢ di definire qualcosa di
analogo a curvatura e torsione per una curva.

Sia Py unpuntodi .S e C una curva tracciata su S e passante per Py, di equazioni (parametrizzate dall’ ascissa

curvilinea)
u=u(s)
{ v =(s)

d’P

52 (50) = k(s0)n(s0)
il vettore curvatura di C, dove n(sg) ¢ il versore normale della curva C in Py = P(sp) e k(sq) € la curvatura
della curva C in F,.

e sia:

Definizione 73. Si dice curvatura normale della curva C in Py = P(ug,vy), (con ug = u(sp),vo = v(sp))
2

e la si denota con k,(C,Py), la proiezione (con segno) del vettore curvatura ﬁ(so) sul versore normale
N(ug,vo), cioe:
d?pP
k:n(C, Po) = E(SO) . N(’LL07’U()) = k(SO)Il(So) . N(’LLO, ’UQ).
Da: dP d d
U v

=PI +PT

ds ds + ds
si ha:

2 2

L (s0) - Nluo,v0) = (Pu (82)" + Pudi + 2P (%) (42) + Poy () + P52 ) - N
2
= (PuN) ()" 4+ 2(Pus - N) G242 + (P - N) (22)°,
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dove nel secondo membro si sottintende, come anche nel seguito, che le varie quantita siano calcolate nel punto
B.
Se si pone:
e=c¢e(u,v) =Py, -N
f=fu,v) =P, -N (4.19)
g:g(u,v) = Py, -N.

Si osservi che e, f, g sono funzioni che dipendono solo dalla superficie e non dalla curva C tracciata su di essa.

Come conseguenza:
du du dv dv\?
kn(ca-PO)_e<ds) + fdds+g<ds> )

dove e, f, g sono calcolate in Py e %7 % sono calcolate in sg.

Osservazione. Se nella descrizione della curva C si utilizza al posto di s un qualsiasi parametro ¢, da:

ds\ > du du dv dv\?
) = F— "
<dt) E<dt> 2 dt dt+G(dt) ’

si ottiene: 5
du du dv dv
e(57) +2 I
kn(C,P()) _ ((;it) fjt let (d ) (420)
(%) + 2P % 4+ G (%)
dove e, f, g sono calcolate in Py = P(tg) e %, %’ sono calcolate in tg.

Definizione 74. Si definisce formalmente la seconda forma fondamentale come la forma quadratica:
e(du)? + 2fdudv + g(dv)?.

Si osservi quindi che la curvatura normale &, (C, Py) & rappresentata dal rapporto tra la seconda e la prima
forma fondamentale.

Come conseguenza della formula (4.20) si ha la seguente proprieta.

Proposizione 48. La curvatura normale k,,(C, Py) di una curva C dipende solo dal vettore tangente alla curva

in Py. In particolare due curve tracciate su S e tangenti fra di loro in Py hanno stessa curvatura normale in
Py.

Infatti, la formula (#:20) mette in evidenza che k,(C, P,) dipende solo dai valori di % (to) e 9%(to), che
sono appunto le component1 del vettore tangente a C in Fy (corrispondente alla parametrlzzazmne scelta) nella
base (P, (ug,vo), Py(uo,v0)).

Di conseguenza si puo definire la curvatura normale nella direzione di un vettore tangente non nullo w &€
Tp,S con la formula:

ew% + 2fwiwg + gw%
Ew? + 2Fwiws + Gu3’

kn(w) = 4.21)

dove (wy,ws) sono le componenti di w rispetto alla base (P, (ug, vo), Py(uo,v0)) di Tp,S. Si osservi che se
A € un numero reale non nullo, allora:
kn(AW) =k, (w).

Il seguente teorema mette in relazione la curvatura normale e I’operatore di Weingarten.
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Teorema 22. 1. Per ogni vettore tangente non nullo w € Tp S vale I'uguaglianza:

_ Ap, (W) W

Ey (w) —— (4.22)

2. Gli autovalori \1 e Ao di Ap, sono un minimo e un massimo della curvatura normale, ed inoltre:
M =kn(v1), A2 =kn(va),
dove (v1,va) é una base ortonormale di autovettori di Ap, .
Dimostrazione. 1. Sia w = wq P, (ug, vo) + wa Py (ug, vg) . Poiche:
w-w = Bw} + 2Fwiw, + Gw3,
dove E, F, G sono calcolati in (ug,vg), & sufficiente provare I"'uguaglianza:
Ap, (W) - w = ew? + 2fwiwy + gws,

con e, f, g calcolati in (ug, vg).
Per la (.15) e per la linearita di Ap, si ha:

APU (W) = —w N, — w2N1)7

da cui:
Ap,(w) - (w) = —(P, - N, )w} — (P, -N, + P, - N, )wiwy — (P, - N, )w3.

Dalle formule #.17),.18) e (@.19) si ottiene la tesi.
2. Dalla formula (4.22) segue facilmente che

kn(vl) = Apo(Vl) V] = )\1V1 V] = )\1

e analogamente k,,(va) = Ao. Sisupponga per esempio A; < Ag. Dobbiamo provare che \; & un minimo
e A2 ¢ un massimo della curvatura normale, cioe che, per ogni w € T'p, .S si ha:

A < kp(w) < Ao
Poiche k,(Aw) = k,(w), per ogni numero reale A non nullo, si pud supporre ||w|| = 1, ciog:
W = a1Vi + a2Va,
con a? + a3 = 1. Dalla formula (#22) si ottiene
kn(W) = A1a] + Aaa3,

da cui appunto A\; < k,(w) < Aso.
O

Definizione 75. 1l minimo e il massimo della curvatura normale in Py (gli autovalori di Ap, ) si dicono curva-
ture principali di S in Py e si indicano con ki e ko. Le direzioni corrispondenti (parallele agli autovettori di
Ap, ) si dicono direzioni principali di S in Py. Una curva su S é detta una linea di curvatura se il suo vettore
tangente in ogni punto ¢ una direzione principale.
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Osservazione. Se si cambia la parametrizzazione di S, k; e ko restano invariati oppure cambiano di segno; in
quest’ultimo caso il massimo ed il minimo si scambiano tra loro.

Un vettore tangente w € Tp,.S non nullo individua una direzione principale se e solo se
Ap,(W) Aw = o.

Infatti, 1a precedente relazione significa esattamente che A p, (w) & parallelo a w e quindi che w & un autovettore
di Ap,.

Definizione 76. Si dice curvatura di Gauss (o gaussiana) di S in Py e si indica con K = K(Py) il determi-
nante di Ap,. Si dice curvatura media di S in Py e si indica con H = H(Py) la meta della traccia di Ap,.
Quindi:
1 1
K = K(Po) = del(Apo) =kiky, H= H(P()) = §tr(Ap0) = 5(/€1 + kg)

Si osservi che la curvatura di Gauss ¢ definita in modo invariante, e il suo segno ¢ indipendente dalla parame-
trizzazione scelta per .S'; un cambiamento di parametrizzazione pud cambiare il segno di k; e k2, ma il prodotto
non cambia. Invece la curvatura media & definita a meno del segno.

Esempio. Si consideri un cilindro circolare retto. Ta-
gliando il cilindro con piani ortogonali al cilindro si tro-
vano come curve intersezione ellissi che degenerano in
rette, se il piano passa per le generatrici e in circonferen-
ze se il piano ¢ ortogonale alle generatrici. In questi casi
si ottiene rispettivamente il minimo (che & zero) e il mas-
simo (che ¢ il reciproco del raggio delle circonferenze)
delle curvature normali. II cilindro ha quindi curvatura
gaussiana nulla (prodotto di 0 per I’inverso del raggio).

v

4.7 Formule di Weingarten

Sia Ap, : Tp,S — T'p, S I'operatore di Weingarten di S in P, e calcoliamone la matrice associata nella base
(Py, P,), ovvero posto:
{ Ap, (Pu) = a11Py + a1 Py,
Apy(Py) = a12Py + axnPy,

vogliamo determinarne la matrice associata A = (a;;). Poiche
APO(Pu)'Pu:67 APO(Pu)’Pv:fv APQ(PU)'Pv:ga

si ottiene:
e=ank +axnkF,
f=anF +axG = apE + axnF,
g = a12F + a2G.
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- aip  a21 E F

a2 ax F G )’
(o e)=(5 D(Fe)
a12 Qa2 N f g F G '

et (5 )5 ])
T EG-F2\ -F FE I g9)

Sviluppando i prodotti nella precedente eguaglianza matriciale si ottengono le cosiddette formule di Weingarten,
che sono lasciate al Lettore per esercizio.

Si ha pertanto 1’'uguaglianza:
da cui si ha:

Pertanto:

Inoltre, si trovano le seguenti formule per la curvatura di Gauss e la curvatura media:

gL 1eG-2fFigE

 EG-F?’ 2 2  EG-— F2 (4.23)

Esempio. Sia S? la sfera unitaria di centro 1’origine in R3. Una sua parametrizzazione (che ricopre tutta la sfera
tranne i poli nord e sud) ¢ data da:

T . .
P (—5, 5) x R — R3, (u,v) — (cosucos v, cos usin v, sinu).

Abbiamo
P, = (—sinucosv, —sinusinv,cosu), P, = (—cosusinwv,cosucosv,0),
quindi
E=P,-P,=1, F=P,-P,=0, G=P,-P,=cos’u
e

_ P,AP,
[P A Py

Si puo verificare che 1’operatore di Weingarten ¢ 1’identita, cioe:

N(u,v) —(cosucos v, cosusinv,sinu) = —P(u,v).
APO(Pu):Pua APQ(P'U):PU'

Esercizio 55. Determinare la curvatura media e la curvatura gaussiana in un punto generico della superficie
(elicoide) di equazioni parametriche:

r=wucosv, y=usinv, z=hv,

con h costante. Trovare quindi le curve sulla superficie nei cui punti la curvatura Gaussiana assume lo stesso
valore.

Soluzione Si ha:
P,(u,v) = (cosv,sinw,0), P,(u,v) = (—u sinv,u cosv,h)

i ik
(Pu A Py)(u,v) =] cosv sinv 0 | = (hsinv,—h cosv,u).
h

—usinv U cosv
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Pertanto:

E(u,v) =1, F(u,v) =0, G(u,v)=u?+ h?

N(u,v) = \/u21+7h?(h sinv, —h cosv,u),

e(u,v) = Py N =0, f(u,v) =Py -N=—

\/ﬁ’ g(u7v):Pv'u'N:0.
Utilizzando le formule (#:23) si ha quindi H = 0 (ovvero che Ielicoide & un esempio di superficie minimale) e
che

hz

Si osservi che la curvatura Gaussiana ¢ ovunque non positiva. Poiche K dipende solo da u, essa assume lo stesso
valore sulle linee coordinate u = cost, che sono eliche circolari. Inoltre, I’operatore di Weingarten Ap,, . nel
generico punto P(u,v) dell’elicoide ha come matrice associata, rispetto alla base (P,, P,), la matrice:

K(u,v) = —

h ___h
1 <u2+h2 0)( Oh _\/W>< Oh \/W)
2 2 ____h .
U +h/ 0 ]. _W 0 (u2+h2)% O
Elicoide

Definizione 77. Un punto Py = P(ug,vo) si dice:

1. ellittico se K(Py) > 0, equivalentemente se k1 e ko sono non nulli e hanno lo stesso segno, cioé (eg —
f2)(UQ,U0) >0 5

2. iperbolico se K(Py) < 0, equivalentemente se ki e ko sono non nulli e hanno segno opposto, cioé
(eg — f)(uo,v0) = 0;
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3. parabolico se K (Py) = 0, equivalentemente se almeno uno fra ky e ko & nullo:, cioé (eg— f?)(ug,vo) <
0,

4. ombelicale se ky = ko, equivalentemente se tutte le curve per P(ug,vg) hanno la stessa curvatura

normale, ossia se & = % = & in P(uo,vo).

Un punto ombelicale ¢ ovviamente ellittico o parabolico.

Esercizio 56. Si provi che un punto Py é ombelicale se e solo se I’operatore di Weingarten Ap, in Py ¢ la
moltiplicazione per uno scalare.

Osservazione. Tutte le curve passanti per un punto ellittico hanno la concavita rivolta dalla stessa parte. I punti
di un ellissoide sono tutti punti ellittici. I punti di una sfera sono tutti punti ellittici e sono anche ombeilicali. Fra
le curve passanti per un punto iperbolico ce ne sono almeno due con la concavita rivolta dalla parte opposta. I
punti di una sella o di un iperboloide ad una falda sono tutti punti iperbolici. I punti di un piano in R? sono tutti
planari. I punti di un cilindro circolare retto sono tutti parabolici.

Proposizione 49. Le curvature principali k1 e ko sono le soluzioni dell’equazione di secondo grado
22 —2Hz + K =0.

Dimostrazione. La proposizione segue immediatamente dal fatto che 2H ¢ la semisomma e K ¢ il prodotto
delle radici k1, ko dell’equazione cercata. O

In effetti si pud supporre che w € Tp, .S abbia modulo 1, quindi poiché (v1,v2) € una base ortonormale di
Tp,S siha:
w = cosf vy +sinf vy,

da cui per la (@.22)
kn(w) = Ap, (W) - w = (cos 0 kyvy +sin 6 kyvy) - (cos @vy + sin Ovy) = ky cos? 0 + ko sin? 6,

dove k; e ko sono le curvature principali in Fy.
Inoltre, le formule esplicite per calcolare le funzioni e, f, g sono:

_ _ PuyPunP,
€= Pu - N = T8z,

_ _ Pyy,-P AP,
f_Pqu_ u/ivEGLsza

_ N — Puu-PuAP,
g=P,,-N ey

Inoltre dalla Proposizione [49]si ha:

ki=H+VH2 - K, ke=H-+H?—K.

Osservazione. Siosservi che w = wy P, (ug, vo + w2 P, (ug, vo) € Tp,S € una direzione principale di curvatura
in Py € S seesolose Ap,(w) = k;(Po)w, dove k; & una curvatura principale in P,. Pertanto w & una
direzione principale in Py se e solo se w & un autovettore dell’operatore di Weingarten A p, con matrice associata
rispetto alla base (P, P,) la matrice: e

! eG— fF fG—gF
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dove i coefficienti della prima e seconda forma fondamentale sono calcolati in F. Si ottiene quindi che w & una
direzione principale in Py se e solo se Ap,(w) A w = o, cio¢ se e solo se

(fE — eF)wi + (9E — eG)wiws + (gF — fG)w3 = 0.

Equivalentemente, per definizione di curvatura normale (cfr. la formula (4.21)), si ha che in un punto fissato
Py = P(uo,vo) € S la curvatura normale k,(w) dipende solo dal rapporto m = 2 e

2 2
o (1) = e+2fm+gm

T E+2Fm+ Gm?’ (4.25)

Ricordando che le curvature principali sono i valori di minimo e massimo della curvatura normale, si ha quindi
che i valori di m per cui la funzione k,,(m) assume massimo o minimo corrispondono ai valori di m per cui si
annulla la derivata prima di k,,(m) rispetto a m, ovvero w = w; P, +ws P, & una direzione principale se e solo
se m = % soddisfa I’equazione

(gF — fG)Ym?* + (9E — eGYm + (fE — eF) = 0.
Esercizio 57. Data la superficie S di equazioni parametriche:
2 2

z=u?+v% y=u®—0? z=4duw,

1. determinare le curvature principali e le direzioni principali di S nel punto Py corrispondente a u =1 e
v=1;
2. determinare la curvatura della sezione normale di S in Py tangente alla curva v = u?.
Soluzione Nel punto Py = (2,0,4) si ha:

Pu(]-v]-) = (27274)7 Pv(lal) - (27*2a4)7 N(]-a]- (
Puu(la 1) = (2’270)7 Puv(L 1) = (0’074)7 va(la 1) = (2’ _270)3

da cui:

E(1,1)=G(1,1) =24, F(1,1) =16, e(1,1)=g(1,1) = %,

1. Le direzioni principali w = w3 P, (1,1) + w2 P,(1,1) in Py sono gli autovettori della matrice

4 4 1 1

Ap — 1 24 16 Vi T o =5 s
Po 2 2\ — _4 4 1 1 )

24% — 16 16 24 V5 VB 2V5 25

ovvero i vettori w = w1 Py (1, 1) + w2 P, (1, 1) per cui 2 =

+1, cioe i vettori
vi = P,(1,1) + P,(1,1) = (4,0,8), vo=P,(1,1) — P,(1,1) = (0,4,0).

Le curvature principali in Py sono invece gli autovalori della matrice Ap, , cioe

ki =kn(vi) =0, kg =ky(v2)=

-
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2. Lacurva v = u? ¢lacurvadi S di equazioni parametriche:
z(u) =u? +ut, ylu)=u? —ut, 2(u) = 4d,
ed il suo vettore tangente in P (corrispondente a u = 1) ¢ dato da
(6,-2,12) = w1 Py (1,1) + w2 Py (1, 1),

con wy =1 e wy = 2. Poiche m = {2 = 2, utilizzando la formula (#.20) si ha quindi che la curvatura

normale richiesta & data da k,, = —~.

465

4.8 Simboli di Christoffel

Si consideri la superficie S, di equazioni (@.9) e si indichi con N(u,v) il versore normale alla superficie nel
punto P(u,v). Laterna (P,, P,,N) calcolata in ogni punto P(u,v) & quindi una base di R®. Esistono quindi
funzioni differenziabili I'}; (4,7, = 1,2) su D tali che I'}; = I'};, per ogni i, j, 7

Py, =T} P, +T% P, +eN,

Py, = F%QPU, + F%QPU + fNa (4.26)

Py, = F%zpu + F%zpv + gN,

dove e, f, g sono i coefficienti della seconda forma fondamentale.

Definizione 78. Le funzioni I';; sono dette simboli di Christoffel della parametrizzazione local e (4.9) della
superficie S.

Vogliamo ora calcolare i simboli di Christoffel. Se si moltiplica scalarmente P, per P, e P, siha

)

ETY, + FT2, = P, - P, = 10,(P, - P,) = 1F,,
FT2, + GT% = Py, - P, = 8,(Py - P,) — Py - Pyy = 8u(Py - P,) — $0,(P, - P,) = F,, — 1E,.

Analogamente si ottiene

EF%Q_‘_FF%Q %Ev(: P’LLUP’U,)’
FT}, + GT'}, = LGu(= Py - P)

EF%2+FF%2:FU_ %Gu(:vaPu)y
FF%Z +GP%2 = %G’U(: P, - Pv)

Si ottengono pertanto tre sistemi lineari nelle incognite I';; con determinante della matrice associata pari a EF —
G? > 0. Quindi ammettono un’unica soluzione. Precisamente:

Ty = T4 = sa— (BoG — FGu), T =T3) = spg— (EGu — ELF), (4.27)
Iy = sape (GF, — 3FG, — 3G.G), T3, = 5542 (3EG, + FG, — FF,)
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Esercizio 58. Posto
Uy =1u, Uz =", gi=FE, gi2=F, g0=0G,

si verifichi che
2
1
Ffj =3 ZQH (Ou, 9it + Ous 915 — OurGij) »
=1

dove con (g*) si indica la matrice inversa della matrice

w=( 7 &)

Osservazione. Siosservi in particolare che i simboli di Christoffel dipendono solo dalla prima forma fondamen-
tale di S, per cui sono intrinsechi, cio¢ dipendono solo dalla struttura metrica della superficie e non dal modo in
cui la superficie & immersa in R3.

Utilizzando le espressioni dei simboli di Christoffel si puo ottenere un’espressione della curvatura Gaussiana
dipendente solo dai coefficienti della prima forma fondamentale, provando cosi la natura intrinseca della curvatura
Gaussiana (cioe il Teorema Egregium di Gauss). Ricordando che

AP<PU):_N’M) AP(Pv>:_NU7
da (4.24)) si ha

N, = EG = (—eG + fF)P, + (= fE + eF)P)],
NU = s (- fG+ gF)P,+ (—gE + fF)P,].
Dalle relazioni (4.26] ), 'uguaglianza (P,
(0,T11) Pu + F11(1—‘:1121% + TP, + fN) + (0,1%) Py + T (T Py + T3, Py + gN) + e N+
ﬁ[(*fG +gF)P,+ (—gE + fF)P,] = (auFb)Pu + F%Q(F%lpu + F%lpv + eN) (4.29)
(0,13 Py + T2, (D1 Py + T2,P, + fN) + fuN + 2L [(—eG + fF)P, + (—fE + eF)P,).

Uguagliando le componenti di entrambi i membri di (#.29) rispetto a P, si ottiene

(4.28)

w)v = (Puv)u equivale a

E(f? —eg
9uT%, — 0,1 + Tl + I, — I I, — 5115, = ﬁ = —FK,

da cui I’espressione della curvatura gaussiana mediante i simboli di Christoffel, nota come formula di Gauss
1
K= E(&)F%l — 0Ty — Tl — Tl + 1145, + T T5,). (4.30)

Come conseguenza si ha il seguente teorema

Teorema 23. (Teorema Egregium) La curvatura Gaussiana dipende solo dai coefficienti della prima forma
fondamentale (e dalle loro derivate prime e seconde).

Uguagliando le componenti di entrambi i membri di (.29) rispetto a N si ottiene I’equazione
— fu=Tlye+ (T -T1)f —T5 9. (4.31)
In modo analogo si ottiene I’equazione
fo=9u=Tae+ 3 —T1,)f —T1hg. (4.32)

Le due equazioni (4.31) e (4.32)) sono note come le equazioni di Codazzi-Mainardi.
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Esercizio 59. Determinare i simboli di Christoffel e la curvatura Gaussiana della superficie S generata dalla
rotazione intorno all’asse z della curva « (la trattrice) di equazioni parametriche

. U T
r=sinu, y=0, z=log (tani) +cosu, ué€ (O, 5)

Soluzione La superficie S (nota come la pseudosfera di Beltrami) ha equazioni parametriche:
x =sinucosv, y=sinusinv, z=Ilog (tan 5) + cos u,

da cui

P, = (cosucosv, cosusinv, —sinu), P, = (—sinusinv,sinucoswv,0).

Pertanto

Per i simboli di Cristoffel si ha:

i3
1 p2 _ Cosu g sintu
2= o la2=
sinu

F%l :F%z :]-—%2 =0, Fh = -

sinu cosu’ cosu

Calcolando anche i coefficienti della seconda forma fondamentale oppure utilizzando (#.30) si ha che la pseudo-
sfera .S ha curvatura Gaussiana costante negativa (uguale a —1.)

Pseudosfera
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4.9 Teorema fondamentale delle superfici

L’importanza della curvatura Gaussiana, della seconda forma fondamentale, della formula di Gauss e delle equa-
zioni di Codazzi-Mainardi ¢ analoga a quella rivestita dalla curvatura e dalla torsione e dalle formule di Frenet
per le curve di R3: determinano univocamente, a meno di isometrie dello spazio ambiente, I’immersione della
superficie in R3.

Teorema 24. (Unicita) Siano S ed S’ due superfici parametrizzate rispettivamente da P(u,v) : U — R? e
Q(u,v) : U — R3 e supponiamo che abbiano la stessa prima e seconda forma fondamentale. Allora esiste un
movimento rigido che porta S su S’.

Teorema 25. (Esistenza) Sia D un aperto connesso di R? con (ug,vy) € D e siano E,F,G e, f, g funzioni
da D in R. Definiamo le funzioni I‘fj, i,7,k = 1,2, mediante le formule @.27). Supponiamo che

1. E>0,G>0,EG-F?>>0

2. valga l'uguaglianza

ef —g?

EEG — F?

1
= E(avF% — 0ty =Tl — Tl + T + THT5)
(conseguenza della formula di Gauss @30)) e valgano le equazioni di Codazzi-Mainardi (#32),

Allora esiste un intorno U di (ug,vo) ed una parametrizzazione da U in R® avente E,F,G,e, f, g come
coefficienti della prima e della seconda forma fondamentale.

Teorema 26. Siano S una superficie in R® parametrizzata da P(u,v) : D — R3 ed F : S — R? un’applica-
zione tale che F o P sia una superficie differenziabile parametrizzata su D. Supponiamo che F' conservi le due
forme fondamentali allora F & la restrizione ad S di un movimento rigido di R3.

Osservazione. 1. F' conserva la prima e seconda forma fondamentale nel senso che i coefficienti di tali forme
rispetto alla parametrizzazione (u,v) nei punti P(u,v) ed F(P(u,v)) sono uguali.

2. Luguaglianza della curvatura Gaussiana e della curvatura media non ¢ sufficiente perche due superfici coin-
cidano (sempre a meno di movimenti rigidi). Un esempio di due superfici con la stessa curvatura Gaussiana
e media che non sono una immagine dell’altra per movimenti rigidi, sono il catenoide, parametrizzato da

(cosu cosh v, sinu cosh v, v)

e I’elicoide parametrizzato da
(sinh v cos u, sinh v sin u, u).

4.10 Cenni sulle varieta differenziabili

Cosi come una curva differenziabile ¢ un oggetto che “localmente assomiglia” ad una retta, o una superficie che
localmente assomiglia ad un piano, una varieta n-dimensionale somigliera localmente ad uno spazio euclideo
n-dimensionale. L’ aggettivo “differenziabile” indica il fatto che questa “somiglianza” locale ¢ definita mediante
parametrizzazioni dotate di una struttura differenziabile che verra descritta in seguito e che garantisce la possibi-
lita di associare univocamente in ogni punto uno “spazio tangente” della stessa dimensione della varieta (come
ad esempio una retta tangente a una curva o un piano tangente a una superficie).
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Definizione 79. Una varieta topologica di dimensione n é uno spazio topologico di Hausdorff M in cui ogni
punto ha un intorno aperto omeomorfo ad un aperto dello spazio euclideo n-dimensionale R™. Il numero n ¢
la dimensione della varieta.

Un omeomorfismo fra un aperto di M e un aperto di R™ detto una carta. Quindi M ¢ una varieta topologica
se esiste un insieme di carte che ricoprono tutto. Un insieme di carte di questo tipo ¢ un atlante. I cambiamenti
di carte sono dette le funzioni di transizione.

I nomi “carta” e “atlante” sono scelti in analogia con gli atlanti planetari: infatti la superficie della Terra non &
descrivibile interamente su un foglio (cio&, non & omeomorfa ad un aperto di R?) perd & possibile descriverla “a
pezzi”, tramite un certo numero di carte geografiche, ciascuna delle quali descrive solo una zona della superficie:
ad esempio, con due carte che descrivono gli emisferi Nord e Sud.

Una varieta topologica di dimensione n spesso ¢ chiamata brevemente n-varieta. Poiche una n-variea ¢
un oggetto che ¢ localmente simile ad uno spazio euclideo, la nozione di orientazione esiste quindi localmente:
questa non ¢ per sempre estendibile dal locale al globale. Quando questo possibile, la varieta ¢ detta orientabile:
in questo caso le “basi’centrate in tutti i punti della varieta sono effettivamente suddivise in due classi, e si pu
scegliere una orientazione, cio¢ assegnare il termine “positivo”’ad una di queste, e “negativo”’all’altra.

La possibilita di estendere globalmente questa proprieta locale ¢ collegata al fatto seguente: esiste la possibi-
lita che un oggetto che effettua un viaggio lungo un percorso all’interno della varieta si ritrovi con un’orientazione
invertita al suo ritorno al punto di partenza? Se esiste questa possibilita, & impossibile assegnare una orientazione
globale, e quindi la varieta ¢ detta non orientabile. Viceversa, se questa possibilitd non esiste & possibile asse-
gnare un’orientazione alla varieta, e quindi distinguere globalmente fra “basi” positive e negative. Sull’insieme
delle basi di uno spazio vettoriale si pud definire infatti la seguente relazione di equivalenza: B ~ C se e solo se
det(MPB€) > 0. Questa relazione di equivalenza divide I’insieme delle basi in due classi. L orientazione dello
spazio vettoriale consiste proprio nella scelta arbitraria di una classe positiva.

Per una curva, I’orientazione & semplicemente la scelta di una direzione di percorrenza della curva. Una scelta
di questo tipo & sempre possibile, in altre parole una curva ¢ sempre orientabile. Esistono inoltre praticamente
solo due varieta topologiche di dimensione 1, la circonferenza e la retta: ogni altra varieta di dimensione 1 ¢
infatti omeomorfa a una di queste due.

Le varieta topologiche di dimensione 2, chiamate superfici topologiche, sono invece infinite e pill variegate.
Tra queste troviamo ad esempio gia molti esempi notevoli dal punto di vista topologico: la sfera, il toro, il piano
proiettivo reale, il nastro di Mdbius e la bottiglia di Klein. Superfici come la sfera ed il toro sono orientabili,
mentre il piano proiettivo reale, il nastro di Mobius e la bottiglia di Klein sono superfici non orientabili.

Esempio. 11 nastro di Mobius ¢ 1’esempio pitt noto di superficie “non orientabile”e si pud rappresentare come
sottoinsieme di R? usando la parametrizzazione:

1u,v :(1+ 50U COS & )cosu,
v :(1+ SV COoS & )sinu,

z(u,v):%vblng, uel0,%),ve[-1,1]

Il parametro u gira intorno al nastro mentre v si muove da un lato all’altro.
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Topologicamente, il nastro di Mobius puo es-
sere definito come il quadrato [0, 1] x [0, 1]
con i lati in alto ed in basso identificati
mediante la relazione

(LC,O) ~ (1 -, ]-)

per 0 <z <1.

La non orientabilita del nastro di Mdbius si puo vedere disegnando una mano destra sul nastro, e facendo
fare un giro completo al disegno, si ottiene come risultato una mano sinistra! Per questo motivo ¢ materialmente
impossibile distinguere mani destre da mani sinistre, ovvero suddividere le basi in positive e negative. Questa
proprieta del nastro di Mobius collegata al fatto seguente: un osservatore che cammini lungo il nastro, dopo un
giro completo si ritrovera a testa in giu, dalla parte opposta.

La bottiglia di Klein ¢ un esempio importan-
te: benche sia “localmente” un oggetto bidi-
mensionale, non ¢ realizzabile ”globalmen-
te” come sottoinsieme ne del piano ne dello
spazio (ma & realizzabile dentro lo spazio R*
quadri-dimensionale!).
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Anche il piano proiettivo reale non puo esse-
re realizzabile “globalmente” come sottoin-
sieme di R3.

Esiste perd un’immersione (con auto-
intersezioni) del piano proiettivo reale in R3
trovata da Werner Boy nel 1901.

Una varieta differenziabile & una varieta topologica su cui ¢ possibile usare gli strumenti del calcolo infinitesi-
male. Grazie a questi strumenti ¢ possibile parlare di spazio tangente, campo vettoriale, funzione differenziabile,
di forma differenziale, ecc.

Definizione 80. Una varieta differenziabile ¢ una varieta topologica, tale che gli “incollamenti” fra gli aperti
euclidei sono funzioni differenziabili. In altre parole, é una varieta topologica munita di un atlante massimale le
cui funzioni di transizione sono differenziabili (e non solamente continue come nel caso topologico).

Esempio. (La sfera unitaria S™ come varieta differenziabile di dimensione n.) Ricordiamo che la sfera

unitaria di R™*1! & il sottoinsieme

n+1
S"={P=(21,...,2n41) ER" [d(P,0) =1} ={P = (z1,...,2041) R | Y =1},
k=1

e che la topologia euclidea di R”*! induce sulla sfera S™ una topologia T2 (Haussdorff). Considerati i due
punti di S™: N = (0,...,0,1) (polonord) e S = (0,...,0,—1) (polo sud), i sottoinsiemi U = S™ \ {N}
e V= 5"\ {S} sono aperti di S™, essendo ciascuno il complementare di un punto. Identificato ’iperpiano
coordinato H : x,4+1 = 0 con R™ mediante il diffeomorfismo

fi(xr...,20,0) € H— (21...,2,) € R,

indichiamo con ¢ : U — R"™ e 1 : U — R" le proiezioni stereografiche della sfera sull’iperpiano H : 41 =0
dal polo nord e dal polo sud, rispettivamente, cio le applicazioni definite ponendo:

©(P) = (rettaper Ne P)N H, (P) = (rettaperSeP)N H.

Si pud provare che la proiezione stereografica ¢ € un omeomorfismo. Si consideri il generico punto P =

(y1,Y2,---,Ynt1) € U, laretta per P e N ha equazioni parametriche
Tl = tZ/h
T = tYn,

Tpy1 =1+ (yn—H - 1)t7 teR.
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Le coordinate del punto P’ = ¢(P) sono pertanto

( Y1 Yn )
1- Yn+1 ’ 1- Yn+1 ’

cio¢ la proiezione stereografica dal polo nord & data da

Ty Tn
O(T1, . Ty Tpy1) =

9
1- Tn41 1- Tn+41

con inversa

o e, ) = < 2? ey 2?” ’22_1'21%_1))

L+ 3700 2%) L+ 3Tk 20) 1+ 20 2
Da tali espressioni segue che ¢ ¢ un omeomorfismo e quindi la coppia (U, ¢) & una carta locale di S™. In modo
del tutto analogo si prova che anche (V) & una carta della sfera. Essendo inoltre S™ = U UV la coppia di
carte {(U, ¢), (V, 1)} & un atlante della sfera. Si ha infine o(UNV) = (UNV)=R"\ {0} e il cambiamento
di coordinate

Yot R\ {0} — R"™\ {0}
¢ dato da

—_ 21 Z.
¢0<P 1(21,...,2n):( m PRI nn 2>a

k=1 7% k=1%i
e quindi & un diffeomorfismo. Ne segue che I'atlante {(U, ¢),(V,4)} ¢ differenziabile e quindi la coppia
((S™, {(U, ), (V,4)}) & una varieta differenziabile di dimensione n.

Esempio. (Lo spazio proiettivo reale P"(R) come variet differenziabile n -dimensionale.) Ricordiamo che lo
spazio proiettivo reale P"*(R) puo essere definito come spazio topologico quoziente di R"*1\ {(0,,0)}, dotato
della topologia indotta dalla topologia euclidea di R™*!, rispetto alla relazione di equivalenza ~ cnsiderata nel-
IOsservazione[1.2]data dalla proporzionalita tra vettori. P"(R) & quindi I'insieme quoziente R"**\ {(0,,0)}/ ~
ed ha la topologia quoziente indotta dalla topologia naturale di R™*1\ {(0,,0)} mediante la proiezione canonica
7. Si verifica facilmente che lo spazio proiettivo P™(R) & uno spazio topologico T5. Per ogni ¢ = 0...,n
I’iperpiano proiettivo H; di equazione z; = 0 & un sottoinsieme chiuso (in quanto 7~ !(H;) & chiuso in
R™+1\ {(0,,0)}. Pertanto il sottoinsieme U; = P"(R) \ H; & un aperto dello spazio proiettivo e 1’applicazione

Zo Ti—1 Tij4+1 Z,
i 7(x) =[x] € U; — (,...,L,H_,...”> e R

¢ continua ed ammette come inversa I’applicazione continua
-1
0; (715, 2n) ER" — w((21, 2021, 1, 24, .. ., 2)) € U; C P*(R).
La coppia ordinata (U, ;) & quindi una carta di P™(R), inoltre la famiglia

Z/{ = {(U07 QOO)’ (U17 4,01)a ) (Un) (}Q'IL)

¢ un atlante, essendo ovviamente {Uy,...,U,} un ricoprimento dello spazio proiettivo. Considerate infine due
carte (U, p;) e (Ui, i) (i # j) e supposto ad esempio ¢ < j, si ha

1 21 zi—1 1 Zj_1 Zjy1 Zn
wjop; (21,...,2n) = @i(m(21, .y 2im1, L iy ooy 20)) = (,..., Sy, L —
Zj Zj 24 Zj Zj Zj
e quindi il cambiamento di coordinate ¢; o @, ! & differenziabile per ogni i, j, con i < j. In modo del tutto
analogo si procede nel caso j < % e quindi cambiamenti di coordinate sono diffeomorfismi e I’atlante ¢/ definisce
una struttura di varieta differenziabile di dimensione n su P*(R).
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La “differenziabilita” viene trasportata sulla varieta interamente dallo spazio euclideo R™; in modo analogo
tutte le proprieta e definizioni in geometria differenziale che riguardano la differenziabilita si effettuano trasfe-
rendo le analoghe proprieta dallo spazio euclideo alla varieta tramite le carte. Ogni punto ha un intorno aperto
omeomorfo ad un aperto dello spazio euclideo R™, tutti i teoremi locali del calcolo differenziale ordinario si
possono estendere direttamente alle varieta differenziabili.

Pitl astrattamente si pud considerare una superficie come varieta Riemanniana (M, g) di dimensione 2, cio& come
una varieta differenziabile M , tale che su ogni spazio tangente 7}, M ¢ definito un prodotto scalare g, (cio¢ una
forma bilineare simmetrica definita positiva) che varia in modo differenziabile al variare di p in M . Ora diamo
perd la seguente definizione pitl precisa che prescinde dal fatto che la superficie M & immersa in R3: & quindi
una definizione intrinseca.

Definizione 81. Una metrica Riemanniana g su M é una funzione che ad ogni punto p di M associa un prodotto
scalare g, definito sullo spazio tangente T,M, che dipende differenziabilmente da p. Piu precisamente, per
ogni coppia X,Y € X(M) di campi vettoriali C* su M, I’applicazione

p— gp(X,,Yy), XY € X(M)
e differenziabile di classe C*.

Possiamo scrivere questa definizione in una forma equivalente, con il vantaggio che introduciamo anche un nuovo
concetto: quello di campo tensoriale. Questo concetto generalizza la nozione di campo vettoriale: come un campo
vettoriale ¢ un vettore dipendente da un punto che varia in modo differenziabile al variare del punto, un campo
tensoriale € un tensore che varia in modo differenziabile. Un campo tensoriale ¢ due volte covariante (anche
detto di tipo (0,2)) & un’applicazione ¢ : X(M) x X(M) — C*°(M) che & C>°(M)-bilineare. In tal modo
possiamo dire che una metrica Riemanniana g su M ¢ un campo tensoriale due volte covariante, simmetrico,
definito positivo.

Notiamo che la definizione precedente si generalizza facilmente ad una varieta di dimensione qualunque.
Osservazioni e spunti per approfondimenti.

. Se U & un aperto di M, la restrizione ad U della funzione g(X,Y’) dipende solo dalle restrizioni dei
campi vettoriali X e Y a U. Pertanto ogni metrica Riemanniana su M induce una metrica Riemanniana
su ogni aperto U di M .

e  Viceversa, dato un ricoprimento aperto R di M, se per ogni U € R ¢ assegnata una metrica Riemanniana
gu tale che perogni V di R,con UNV # (, si abbia gy = gy su U NV, allora esiste un’unica metrica
Riemanniana ¢ definita globalmente su M tale che g |y= gy (cf. [?]).

° Dalle osservazioni precedenti segue che per assegnare una metrica Riemanniana g su M ¢ sufficiente
considerare un insieme di carte locali di M e definire g su ogni carta locale, rispettando certe condizioni
di compatibilita che ora saranno precisate.

Sia (U, x!, 22) una carta locale; considerati due campi vettoriali locali

N i_9
X =30 X5
= J 9
Y_ijly da7 )

X1 YJ ec(U)
si ha la seguente espressione

2
g(X,Y) =Y X'Ygy,

ij=1
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dove g;; = g ( FaT B J) Le funzioni g;; prendono il nome di componenti locali di g rispetto alle coor-

dinate (2!, 22). Per una superficie & classico indicare le coordinate (x!,22) con (u,v) e le componenti

della metrica con

E:gllzg(%i,u/%)a
F:glzig(%am);
G_g22:g(%7%)7

(notazione di Gauss).

Sia (V,y',y?) un’altra carta locale tale che U NV # (). Tenuto conto che

Z Oy~ ax“

1o} 1o}
aya ) ayﬁ

le componenti locali g, = g( ) nei punti di U NV verificano le seguenti condizioni di

compatibilita
5:07
(%) Z 3P o 39ij -
1,j= 1
e  Daquanto si ¢ visto, in generale, dare una metrica Riemanniana su una varieta di dimensione n equivale ad
assegnare, per ogni aperto di un ricoprimento di M , w funzioni (quindi 3 su una superficie) g;; tali

che la matrice (g;;) sia in ogni punto simmetrica, definita positiva e valgano le condizioni di compatibilita
(x). II tensore metrico assume, quindi, la seguente espressione locale

2
= Z gijdr’ @ da’.

i,j=1

La forma quadratica associata a tale forma bilineare si indica solitamente con

2
(o) ds® = gijdatdal

ij=1

dove dx’dx’ & il prodotto simmetrico di due tensori, dato da
T T , . ,
dz'dx’ = §(dxl ® da? + d2? @ dat).

ds? prende il nome di elemento d’arco; tale denominazione & collegata alla nozione di distanza tra due
punti. Piu classicamente, rispetto alle coordinate (u,v) si scrive

ds® = Edu® + 2Fdudv + Gdv? .

) E possibile provare che ogni varieta differenziabile (di qualunque dimensione) ammette sempre una me-
trica Riemanniana. Si noti che questa proprieta non vale nel caso delle metriche Riemanniane indefinite;
infatti non ¢ sempre possibile costruire metriche di assegnata segnatura su una varieta differenziabile qual-
siasi. Per esempio, sulle varieta compatte non esistono metriche di segnatura (1,n — 1) (le cosiddette
metriche di Lorentz). Infatti, ad esempio se M & compatto, si hanno delle ostruzioni topologiche: i vettori
di tipo tempo danno luogo a dei campi vettoriali mai nulli su M, ma allora, la caratteristica di Eulero di
M deve essere nulla (vedere ad esempio [2]).
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e  Dataunacartalocale (U, 2!, x?) (e pili in generale, su una varieta data una carta locale (U, ', 22, ..., z,,)),
applicando il procedimento di ortogonalizzazione di -Schmidt ai campi %, % (e, in generale, su una
varieta di dimensione qualsiasi, ai campi % ), si possono costruire 2 campi vettoriali locali F, E5 tali
che

9(Ei, Ej) = dij,

dove d;; & il delta di Kronecker. In altri termini, su ogni aperto di M esistono sempre dei riferimenti
ortonormali locali che, in generale, non si estendono a dei riferimenti globali.

° Assegnata una metrica g si definisce il modulo di un vettore v € T}, M come
vl :== Vg(v,v).

) Sia (M, g) una superficie Riemanniana connessa. A partire dalla metrica g & possibile introdurre la
nozione di distanza di due punti di M . Considerata una curva y su M

v:la,b] CR — M,

differenziabile a tratti, di classe almeno C!, la sua lunghezza ¢ definita da

b — b
£, = [ Vawb®aina= [ il

Si puo dimostrare che £, non dipende dalla parametrizzazione scelta. Consideriamo la funzione

()= £,0) = [ o000 ()t

che, da un punto di vista geometrico, rappresenta la lunghezza dell’arco di curva compreso tra i punti y(a) e
y(t). Se (U, x',2?) & una carta locale, le coordinate di (¢) sono (z!(t),2%(t)), dove z(t) = (xiov)(t).
Quindi

2

s =50 = [ | 3 anta) G| ar

ij=1

Questa espressione giustifica sia la denominazione di elemento d’arco per la forma quadratica (**) sia la
notazione ds?.

Dati due punti p,q € M, si definisce la distanza d(p, q) tra p e ¢ come I’estremo inferiore delle lunghezze
di ogni curva 7, differenziabile a tratti, di classe almeno C!, che unisce p a q. Si verifica che (M, d) & uno
spazio metrico e che la topologia di M coincide con la topologia di spazio metrico indotta dalla distanza.

. Nell’intorno coordinato (U, z!,2?), la 2-forma differenziale dU := det(g;;)dz' A dz? rappresenta
I’elemento infinitesimo di area. In altre parole se R & una regione limitata contenuta in U, [ rdU =
[ det(gsj)da' A dz? & Iarea di R. Sinoti che [, det(g;;)dz' A dz® non dipende dalla scelta delle
coordinate (Esercizio).

Esempio. (a) Sia M il piano xy di R3 che pud essere ricoperto da un’unica carta locale P : R?> —
R3,  (u,v) — (u,v,0). Le componenti della prima forma fondamentale sono

E(u,v) = G(u,v) =1, F(u,v)=0.
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(b)

©)

Un’altra carta locale, definita sul piano privato dell’origine puo essere costruita usando coordinate polari
(p,0), La carta ha allora la forma

Q: (0,400) x (0,27) = R, (p,0) — (pcosh, psind,0).
le componenti della metrica in questa carta locale sono date da
E(p,0) =1, F(p,0)=0, G(p,0)=p*.
Si consideri la superficie astratta
R** = {(z,y) € R*/y > O}.
Su di essa si definisce la metrica
dx? + dy?
d32 = LQ:U .
Y
R2* dotata di tale metrica & detto semipiano di Poincare.
Sia C' il cilindro circolare retto e P la carta locale
P:(0,21) xR = R3,  (6,v) — (cosf,sinf,v).
In tale carta locale le componenti della metrica sono
E@,v)=G0,v)=1, F(,v)=0.

Percio la prima forma fondamentale ha la stessa espressione locale di quella del piano (nel riferimento
naturale). Per rendersi conto intuivamente di perche questo avviene si costruisca un cilindro con un foglio
di carta identificando due lati opposti. Non devo deformare in nessun modo il foglio per farlo tornare piano.
In termini classici si dice che il cilindro e il piano sono localmente applicabili (isometrici, in termini pili
moderni).

Figura 4.1: il cilindro e il piano sono localmente applicabili
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Siano (M, g) e (M’,g") due varieta Riemanniane. Un diffeomorfismo
f:M— M

si dice isometria se
g}(p) (f*pxa f*py) = gp(X7 y)a
perogni p € M e x,y € T, M. In altri termini, per ogni p € M , il differenziale
f*p : TpM — Tf(p)M/

¢ un’isometria lineare tra gli spazi vettoriali euclidei (T, M, g,) € (Typ)M', g’ (p)).

Piul in generale, se (M, g) e (N, h) sono due varietd Riemanniane, un’applicazione differenziabile f : M — N
conserva le metriche se perogni p € M, v,w € T,M

h(f*pva f*pw) = g(v, W)

In tale ottica, un’immersione isometrica i : (M, g) — R™ & un’immersione 7 che conserva le metriche.

Definizione 82. Siano (M, g) e (M’,g") due varieta Riemanniane. Una funzione differenziabile
f:M— M
si dice isometria locale se, per ogni p € M,
Jap 1 TyM — Ty,y M
e un’isometria lineare di spazi vettoriali euclidei.

Come diretta conseguenza del Teorema della funzione inversa, si ha che se f € un’isometria locale, per ogni
punto p di M, esistono un intorno U di p e un intorno U’ di f(p) tali che

f|USU*>U/

sia un diffeomorfismo. Ad esempio, il cilindro circolare retto C' e il piano R? sono localmente (ma non
globalmente) isometrici.

L’insieme Z(M) di tutte le isometrie di una varieta Riemanniana in s€ & un gruppo rispetto alla composizione
di isometrie.

Un problema fondamentale in geometria Riemanniana € quello di capire quando due varieta Riemanniane
sono isometriche, almeno localmente (si dice anche “applicabili). In molti casi, una risposta soddisfaciente si
ottiene mediante il confronto di particolari campi tensoriali che sono invarianti per isometrie, detti invarianti
Riemanniani.

Notiamo che la prima forma quadratica fondamentale di una superficie ¢ invariante per isometrie.

Esempio. (a) M = R™ con la metrica euclidea gg & un esempio di varieta Riemanniana. Se (z!,z2,...,2")
¢ il sistema di coordinate globali standard su R", si ha

gp = dz' @ dat + d2® @ dz® + - - + da" ® da™.

Si osservi che, in questo caso, ( 821 , %, e 62”) ¢ un riferimento ortonormale globale.
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Si puo verificare facilmente che il gruppo delle isometrie di R™, rispetto alla metrica euclidea, ¢ dato da
IR") ={f:R" —R"| f(z) = Az +a, A€ O(n), a € R"},

dove O(n) = {A € GL(n,R) |* AA = I} &il gruppo ortogonale, con il prodotto (si identifica f € Z(R")
con la coppia (a, A))

(a,A)(d',A") = (Ad' 4+ a,AA"), A, A" € O(n), a,a’ € R".

Si noti che un’isometria di R™ & dunque una composizione di una traslazione (individuata da a) e di una
rotazione (individuatada A € O(n)).

(b) Siano M ed M’ due varieta differenziabili e f : M — M’ un’immersione. Data una metrica Riemanniana
g’ su M’ lametrica g = f*¢’ definita da

f*g;/)(v7 ’LU) = g}(p)(f*pv7 f*pw)

¢ una metrica Riemanniana su M , detta metrica indotta.

Un esempio di questa situazione generale & dato da una superficie M C R3.
Esercizio 60. Provare che le applicazioni del tipo

f:R* —R"| f(x)=Ax +a, A€ O(n), aceR"

sono isometrie.

Esercizio 61. Sia M una superficie, U una carta locale con coordinate (x',22) e R una regione limitata

contenuta in U. Provare che [, det(g;)dz' A daz? non dipende dalla scelta delle coordinate.

4.11 Grafico di superfici in R* usando Maple

Se una superficie ¢ definita come funzione z = f(z,y), allora si puo usare il comando
> plot3d(function, x-domain, y-domain, options);
Per esempio, per tracciare il grafico del paraboloide ellittico z = x2 + 32,
> plot3d( x2 + y2 , X=-2..2, y=-2..2 ,axes=normal);
Se la superficie ¢ data in forma implicita, allora si puo usare il comando
> implicitplot3d(equation, x-domain, ydomain, z-domain, options)
Per esempio, nel caso dell’iperboloide ad una falda, 22 4 y? — 22 = 1 si pud usare il comando
> with(plots): implicitplot3d( x? + y? — z? = 1,x=-2..2,y=-2..2,z=-2..2,axes=normal);
Per tracciare curve di livello, si usano le opzioni
> style=contour
e
> orientation=[-90,0]
Ad esempio, per tracciare le curve livello per il paraboloide iperbolico z = 22 — y2, si pud usare il

comando
> plot3d(x? — y2, x=-2..2, y=-2..2, style=contour, orientation=[-90,0]);
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oppure utilizzare il comando

> contourplot(function, x-doamin, y-domain, options)

ovvero

> contourplot(x? — y?, x=-2..2, y=-2..2);

Per superfici che sono definite parametricamente, si usa il comando
> plot3d([ x(t,s), y(t,s), z(t,s)], sdomain, t-domain, options)

Per esempio, per disegnare la “ciambella”data da

x = cos(t)(3 + cos(s)),
Y= S%ngt))(Q + cos(s)),

> plot3d([cos(t)*(3+cos(s)),sin(t)*(3+cos(s)),sin(s)], s=-Pi..Pi, t=-Pi..Pi, scaling=constrained);

e Curve su superfici Per tracciare una curva su una superficie si possono le opzioni color=blue e thickness=2.
Ad esempio se si vuole disegnare la superficie z = 2 + y? con la curva (sulla superficie )

a(t) = (2cost,2sint + 1,4sint + 5),

si usa il comando

> surface:=plot3d(x? + y2,x=-3..3,y=-3..3): curve:=spacecurve([2*cos(t), 2*sin(t)+1, 4*sin(t)+5], t=0..2%Pi,
color=blue, thickness=2): display(surface,curve);

In alternativa, si pu0 utilizzare 1’opzione style=wireframe per la superficie. Questo ¢ molto utile se si vuole
disegnare piu’ di una superficie.

e Curve in coordinate polari Per tracciare curve in coordinate polari si usa il comando polarplot dal
pacchetto polts. Ad esempio, per disegnare la curva p = sin 36, si ha

> with(plots): polarplot(sin(3*theta), theta =0 .. 2*Pi);

e Superfici in coordinate cilindriche Per superfici in coordinate cilindriche, si usa il comando cylin-

derplot dal pacchetto plots, in cui la funzione & datat » = r(6,z). Ad esempio, si ottiene il grafico del
paraboloide z = 22 + 2, che in coordinate cilindriche & dato da z = r? o r = y/z mediante il comando

> with(plots): cylinderplot(sqrt(z), theta=0 .. 2*Pi, z=0 .. 2);
o Superfici in coordinate sferiche Per superfici in coordinate sferiche, usiamo il comando sphereplot dal

pacchetto plots, dove la funzione & data da r = (6, ¢). Ad esempio, la sfera x2+ y2 + 22 =1, che in coordinate
sferiche € datatda r = 1, ¢ datada

> with(plots): sphereplot(1, theta =0 .. 2*Pi, phi =0 .. Pi);

Se la funzione non & nella forma r = r(6, ¢), allora si usa la forma parametrica [r, 6, ¢]. Ad esempio, per
disegnare il cono 2=x24 y2, che , in coordinate sferiche, ha equazione ¢ = %, si usa il comando

> sphereplot([r,theta,Pi/4],r = 0 .. 3,theta = 0 .. 2*Pi);
4.12 Geometria delle superfici con Maple

Vediamo ora come si scrivono con Maple le procedure base per calcolare la curvatura Gaussiana e media e le
curvature principali. Tale procedure sono tratte e adattate da J. Oprea in [3]. La seguente procedura calcola il
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campo normale alla superficie parametrizzata X. Ovviamente bisogna prima dare i comandi, visti nel paragrafo
dedicato alle geodetiche con Maple per calcolare prodotto scalare, vettoriale e componenti F, F, G della prima
forma fondamentale.

>

vV V. V V V V VV

UN := proc(X)

local Xu,Xv,Z,s;

Xu :=

[diff(X[1],u),diff(X[2],u),diff(X[3],u)];

Xv := [diff (X[1],v),diff(X[2],Vv),diff(X[3],v)];
Z = xp(Xu,Xv);

s := nrm(z);

simplify ([2([1]/s,2[2]1/s,2[3]/s],sqrt, symbolic);
end:

La procedura Inm calcola i coefficienti e, f e g della seconda forma fondamentale.

vV V.V V V V V VV VV VYV VYV VYV

lmn := proc(X)
local Xu, Xv,Xuu, Xuv,Xvv,U,1,m,n;
Xu :=

[diff(X[1],u),diff(X[2],u),diff(X[3],u)];
Xv =

X[1],v),diff(X[2],v),dif£(X[3],v)];

[diff(Xul[l],v),diff(Xul2],v),diff(Xul3],v)];

[(11,v),diff (Xv[2],v),diff(Xv[3],Vv)];

5 3 = G
([
o o
T o =

simplify ([1,m,n]);
end:

GK serve a calcolare allora la curvatura gaussiana

vV V. V. V V V V V V V V

GK := proc (X)

local E,F,G,1,m,n,S,T;
S := EFG(X);

T := 1Imn (X);

E := S[1];

F o:= 8S[2];

G := S[3];

1 :=T[1];

m := T[2];

n := T[3];

simplify ((1l*xn-m"2)/ (ExG-F"2));
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> end:

MK la curvatura media

> MK := proc(X)

> local E,F,G,1,m,n,S,T;
> S := EFG(X);

> T := 1lmn(X);

> E := 3[1];

> F := S[2];

> G := S[3];

> 1 :=T[1];

> m := T[2];

> n := T[3];

> simplify ((Gx1+E*n—-2+F+*m)/ (2+xExG-2%F"2));
> end:

e PK le curvature principali

> PK := proc (X)

> local H,K, k1, k2;

> H := MK (X);

> K := GK(X);

> kl:=H-sqrt (H"2-K);k2:=H+sqrt (H"2-K);
>  simplify ([kl, k2]); end:

Vediamo ora I’esempio del toro, calcolandone le curvature principali, media e gaussiana.
> torus:=[(l.3+cos(u))*cos(v), (1.3+cos(u)) *xsin(
> v),sin(u)];

> GK(torus); MK (torus);
torus := [(1.3 + cos(u)) cos(v), (1.3 + cos(u)) sin(v), sin(u)]

cos(u)
10. cos(u) + 13.

20. cos(u) + 13.

.5000000000
v/169. + 260. cos(u) + 100. cos(u)?

e disegnando il toro colorato in base alla curvatura gaussiana.

> plot3d(torus,u=0..2xPi,v=0.7%«Pi..1.9xP1,
color

> =GK(torus),orientation=[21,64],style=patch,grid=[30,601]);

4.13 Esercizi
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Figura 4.2: toro colorato in base alla sua curvatura gaussiana

[69] Sia S la superficie in R? di equazione cartesiana z — 2%y = 0,
1. Si determini una parametrizzazione regolare di S'.
2. Si calcolino la prima e la seconda forma fondamentale su S

3. Sidimostri che la curvatura gaussiana soddisfa sempre la relazione K < 0 e si determini il luogo dei punti
di Sincui K =0.

[70] Si consideri la superficie S di parametrizzazione

u? v3

d(u,v) = (v—3,u—3,uv>, (u,v) € R2.

1. Determinare i dominii di regolarita di ¢.
2. Calcolare le direzioni principali di curvatura nel punto P = ¢(0,0).

3. Dimostrare che la curvatura gaussiana di S si annulla in almeno due punti lungo la curva definitada u = v.

[71] Sia f(z) una funzione di classe C*° definita per 2 > 0 e sia I il suo grafico nel piano zz. Si consideri la
superficie S ottenuta ruotando I' intorno all’asse z.
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1. Riconoscere che .S puo essere completamente ricoperta da due aperti parametrizzati e che su tali aperti la
parametrizzazione ¢ regolare.
2. Ottenere una formula per le curvature di Gauss e media di S in termini delle derivate di f.

3. In particolare, dare una descrizione geometrica dei luoghi dei punti di S dovesiha K =00 H =0.

[72] Sia S la superficie in R? di equazione z = 23 + y® e sia Py = (1,1,2) € S.
1. Calcolare il piano tangente ad .S in F.
2. Calcolare le direzioni principali di curvatura in Fj.

3. Determinare punti ellittici, parabolici ed iperbolici di S

[73] Si consideri la superficie S di parametrizzazione

u? v3

d(u,v) = (v—g,u—?),uv), (u,v) € R?.

1. Determinare i dominii di regolarita di ¢.
2. Calcolare le direzioni principali di curvatura nel punto Py = ¢(0,0).

3. Dimostrare che la curvatura Gaussiana di S si annulla in almeno due punti lungo la curva definita da
uU="uv.

[74] Sia T2 il toro parametrizzato da P(u,v) = ((2 + cosu) cos v, (2 + cosu) sin v, sin ).
1. Calcolare la curvatura di Gauss K di T'.

2. Determinare i punti ellittici e iperbolici del toro, cio¢ le regioni del toro dove la curvatura gaussiana K ¢
rispettivamente positiva e negativa.

3. Calcolare I’area di T2.

4. Calcolare i simboli di Christoffel.

[75] Determinare i coefficienti della seconda forma fondamentale, le direzioni principali e le curvature principali
della superficie di Enneper di equazioni parametriche:

u? 2 v 2 2 2
:E:u—?—i—uv, y:v—g—i—u v, zZz=u"—v".
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