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Questo quaderno ¢é il risultato di una riorganizzazione fatta da
Silvana Abeasis di appunti di corsi da me tenuti in varie
universita.

Il suo contenuto e i prerequisiti necessari sono esposti nella
introduzione.

Il quaderno puo essere usato, in parte o completamente, per
vari scopi: un corso di Algebra II, ovvero di Matematiche
complementari, ovvero come spunto di studio per tesi nel-

Uindirizzo didattico del corso di laurea in matematica.
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INTRODUZIONE

La teoria di Galois ¢ una parte matematica che ha sempre esercitato un grande fascino per svariati
validi motivi a cui vogliamo accennare.

Innanzi tutto essa € una teoria di grande eleganza e semplicita, ma allo stesso tempo contiene tutti
gli ingredienti tipici del pensiero algebrico astratto.

D’altra parte essa mostra come, con l’introduzione di opportuni invarianti (grado di una
estensione, gruppo di Galois di una equazione, ecc.) si possano discutere problemi classici quali
la possibilita o meno di costruire un poligono regolare con riga e compasso e la risolubilita 0 meno
di una equazione algebrica tramite estrazione di radicali; problemi questi che sembrerebbero
altrimenti inattaccabili con metodi geometrici. Per una discussione approfondita delle costruzioni
con riga e compasso si confronti il volume raccolto da F. Enriques, Questioni riguardanti le
matematiche elementari, volume II, Zanichelli, 1914. In esso sono contenute molte informazioni,
anche di carattere storico, sui metodi geometrici usati per 1’analisi di tali problemi dai greci ai
nostri giorni (costruzioni esplicite con riga e compasso, ovvero con altre curve meccaniche,
costruzioni approssimate, ecc.).

La teoria di Galois fornisce una prima idea del metodo, tipico dell’algebra, di associare a problemi
di varia natura invarianti numerici e algebrici che traducano totalmente o almeno parzialmente le
proprieta degli oggetti che si vogliono studiare.

Infine la teoria di Galois ¢ stata il punto di partenza di numerose ricerche in teoria dei numeri ed in
geometria algebrica, alle quali purtroppo non potremo neppure accennare in queste note. Per una
logica continuazione degli argomenti qui svolti si consiglia il lettore di consultare per esempio, per
la teoria dei numeri, S. Lang, Algebraic number theory, Addison-Wesley, 1970, dove potra
trovare anche ulteriori riferimenti bibliografici; per quanto riguarda gli aspetti geometrici e in
particolare la teoria dei rivestimenti delle superficie di Riemann si veda per esempio Ahlfors-Sario,
Riemann surfaces, Princeton University Press, 1960, che contiene un’ampia bibliografia della
letteratura classica.

La teoria di Galois ha ormai circa 150 anni di eta ed in questo periodo & stata sottoposta a svariati
cambiamenti sia di contenuto che di presentazione, a seconda dei quesiti e delle idee dominanti. E
difficile ora presentarla sotto una veste realmente nuova e non ¢ certo questo lo scopo di questi
appunti. Una ottima presentazione, nello stile della matematica del secolo scorso, si puo trovare
nel libro di C. Bianchi, Lezioni sulla teoria dei gruppi di sostituzioni e delle equazioni algebriche
secondo Galois, Enrico Spoerri, Pisa 1899. In questo testo sono contenuti anche teoremi relativi
ai gruppi dei poliedri regolari, i quali sono molto utili per passare allo studio geometrico della
teoria stessa, cio¢ la monodromia, ecc. Per una esposizione piu dettagliata si veda anche F. Klein,
The icosahedron, Dover Publications, S 314.
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Noi qui ci siamo limitati a fornire degli appunti in italiano il pit possibile autosufficienti e brevi,
indirizzati a studenti di un secondo o terzo anno di matematica. In essi si sviluppa la teoria di
Galois per i campi numerici, Parte I, in modo da arrivare rapidamente al cuore dei problemi e dei
metodi, senza appesantire fin dall’inizio la trattazione, né con complicazioni di carattere logico-
insiemistico relative alla costruzione della chiusura algebrica di un campo dato, né con i fenomeni
dell’inseparabilita specifici alla caratteristica p>0.

Nella Parte II si sviluppa la teoria astratta in caratteristica qualunque: questo comporta necessaria-
mente alcune ripetizioni del materiale sviluppato nella Parte I, insieme ad uno sforzo richiesto al
lettore di convincersi nel caso generale della validita, senza alcuna modifica, di alcune dimostra-
zioni fornite precedentemente.

A parte questa scelta dell’organizzatore del materiale, I’approccio seguito € sostanzialmente quello
di E. Artin basato sulla nozione di isomorfismo. Si ¢ cercato d’altra parte di mettere di volta in
volta in luce anche il punto di vista classico, basato sulla considerazione diretta delle equazioni e
delle loro radici. In particolare si veda 1’esposizione fatta dei metodi effettivi che riassume
concisamente 1’approccio classico della teoria stessa.

I requisiti per la lettura di queste note sono ridotti alla conoscenza di un minimo di definizioni di
algebra e di algebra lineare fornita dai corsi del primo anno. Solo nel §1, Parte 11, si fa riferimento
all’assioma della scelta e al metodo delle costruzioni transfinite per il quale si pud confrontare per
esempio N. Bourbaki: Theorie des ensembles. Per il lettore interessato ad ampliare gli argomenti
esposti in queste note si consiglia di consultare ad esempio i testi seguenti:

E. Artin, Galois Theory, 11 edition, Notre Dame Mathematical Lectures, Number 2.

L. Bianchi, Lezioni sulla teoria dei gruppi di sostituzioni e delle equazioni algebriche secondo
Galois, E. Spoerri, Pisa 1899.

N. Bourbaki, Algébre, §4 € 5.

A. Capelli, Istituzioni di analisi algebrica, B. Pellerano, Napoli 1902.

L.N. Herstein, Topics in algebra, Blaisdell Publishing Co.

N. Jacobson, Lectures in abstract algebra, Van Nostrand, 1964.

C. Jordan, Traité des substitutions ed des équations algébriques, 1870.

Tschebotarow, Grundziige der Galois’ schen theorie, Groningen 1950.

Weber, Lehrbuch der Algebra, 1896.

Terminiamo con un’ultima osservazione: in tempi recenti la teoria di Galois & stata sviluppata in
forma piu astratta per anelli commutativi e schemi. Si confronti A. Grothendieck, Seminaire de
Geometrie algebrique, LH.E.S., 1960-61.

PARTE I LA TEORIA DI GALOIS DEI CAMPI NUMERICIT

§ 1 IL CAMPO DEI NUMERI COMPLESSI: TEOREMA FONDAMENTALE DELL'ALGEBRA

Sia € 1l'insieme dei numeri complessi. In esso sono definite le operazioni di
somma, prodotto, differenza e divisione per un numero non nullo; queste operazioni ve
rificano alcune proprietd formali che non elencheremo e che permettono di affermare
che ¢ & un campo. Tutto cid appartiene all'algebra elementare e lo supporremo pertan-

to noto.

Ricordiamo che la proprieta algebrica fondamentale del campo € dei complessi & la pos
sibilita, senza eccezioni, di risolvere una equazione algebrica. Abbiamo infatti il
seguente:

n .
TEOREMA FONDAMENTALE DELL'ALGEBRA 1.1 Se f(x) =) a{xi € un polinomio-a coefficien

; . X . =
il a.€ C e di grado effeitivo n>0, allora esists &n a €l tale che f(ao) =0.

Dal teorema precedente discende poi 11 seguente:
n
COROLLARIO 1.2  Esistono n numeri a,...,o tali che f(x)=a, TT (z - o).
. 1=1
11 teorema fondamentale dell'algebra si pud dimostrare in varie maniere; una dimostra

zione rapida, ma poggiata sulla teoria delle funzioni olomorfe, & la seguente:

Dimostrazione 1) f(x) & una funzione olomorfa della variabile «. Se fosse Fo)#£0
per ogni o€ (', la funzione }%;3 sarebbe una funzione olomorfa sull'intero piano della

variabile complessa, ( cioé una funzione intera); ora & facile verificare che

- ; < - . 1 =
llmi?%;j: 0. Ne segue allora, per il teorema di Liouville, Che'?fgj e costante; questa
& una contraddizione perché abbiamo supposto che il grado n di f(x) & positivo W@ .

Se vogliamo evitare 1l'uso del teorema di Liouville (ma essenzialmente ridimostrarlo in

questo caso particolare) possiamo procedere in modo elementare come segue:

. . n . s
Dimostrazione 11) Sia f(x) =agta @t ... +a.x 3 supporremo f(0)=ag # 0, poiché se

fosse ap = 0 il teorema sarebbe provato con @ =0. Per ogni valore non nullo di ¥ pos-
siamo scrivere:

Q-1 1 1 1
e T e s
an 4 of a oL

f(x):anmn(1+

e quindi passando ai moduli si ha:

a a
. n n-1 1 et
| ()] —Ianl|x| | 1 +—?g;—zg+ ...+—an xn—ll'

Da questa formula segue che l'glf(x)iz +® e quindi € possibile determinare un numero

positivo » per 1l quale valga: lf(x)|> |a0|> 0 per ogni %, con |aﬂ 2P. Questa relazio



ne intanto ci dice che le eventuali radici del polinomio f(x) devono essere all'inter-
no del disco [x\ <r. Tale disco & d'altra parte un insieme compatto (chiuso e limita-
to) e quindi, per il teorema di Weierstrass sulle funzioni continue, esiste un punto
29 in cui la funzione f(x) assume il valore minimo. Un tale punto xy & necessariamente
interno al disco ]aﬂ <r visto che f(0)=ag ed f(x)>aqg sulla frontiera lxI::r. Ci pro-
poniamo ora di provare che xy € una radice di f(x). Cambiando le coordinate possiamo
assumere che xp =0 e quindi che ]f(x)l assume il valore minimo in 0. Vogliamo quindi
provare che f(0) = 0.

Supponiamo per assurdo che f(0) =B # 0. Nelle nuove coordinate, e con le ipotesi fatte,
il polinomio f(x) si pud scrivere nella forma f(x) ZB-%xi (co<+clx-+... +ahxh), e, #0,
‘f(O)I: IB’ valore minimo in yx|.sr.>
D'altra parte se si prende un numero com
plesso vy, con lyl abbastanza piccolo e
l'argomento di y non compreso fra

arg B-m/2 e arg B+m/2, si ha certamente
|8 +v] <8l

Pertanto otterremo una contraddizione non

appena avremo fatto vedere che si pud tro

%
vare un numero & tale che g (CO + @HE + v .

h Pk
.i—chg ) ha le proprietda richieste per vy

(modulo sufficientemente piccolo ed argomento etc..). In tal caso infatti si avrebbe
]f(g)[: |§+'y|< |8| contro l'ipotesi che ‘6] sia il valore minimo. Ora il modulo del
numero El(co<+clg F s +chg ) pud rendersi piccolo quanto si vuole, basta prendere
numeri & con modulo convenientemente piccolo, e questa condizione non pone alcuna res-
trizione sull'argomento di & il quale pud essere fissato in modo arbitrario. Ora,
poiché eg £ 0, se !E[ € molto piccolo e quindi anche |01£<+... +ch£h‘ ¢ molto piccolo,

si avra che:

h
arg (co-fclgv+...-+chg ) = arg ey te

€
con ep piccolo a piacere (se IEI é piccolo). Questo risulta chiaro dalla figura qul
" a lato. Pertanto & facile determinare &
&7:015 + o +Ch€ in modo tale che [E! sia molto piccolo e

7 .
arg |& (co-rclg+‘...+chgh)| ¢ arg £+

+arg CO+€ non sia compreso fraarg B-n/2 e

g

—— arg B+m/2. Questo termina la dimostrazio

ne.

NOTA STORICA 1.3 La teoria dei numeri complessi ha iniziato il suo sviluppo nel Cin
quecento, motivata dallo studio delle equazioni di terzo grado. Le equazioni di sécoE
do grado certamente conducono allo studio di radici quadrate di numeri negativi, ma
tali equazioni corrispondono a problemi geometrici, meccanici etc. che non ammettono
soluzioni. Le équazioni cubiche forniscono invece un esempio di problemi a carattere
geometrico (e quindi possibili) per i quali la soluzione reale & data da numeri espres
si mediante radici quadrate di numeri negativi. Un tale esempio & fornito dall'equazio
ne x3-15x-4 =0 che fu studiata da R.Bombelli (secolo XVI); se si applica la formula

data nel §16 si ottiene:

?[+2+% u—125+§/7+2—2’ h-125=7 +2+7 —121+‘°i/+2—2¢—121:
3,/2+117:+3/2—11i:2+i+2—i:4

Lo sviluppo della teoria dei numeri complessi, iniziata e sviluppata dal Bombelli, fu

X

i

poi proseguita da G.Walliis (1616 - 1703) da A.De Moivre (1667 - 1754) che completd la
teoria delle operazioni elementari sui numeri complessi.

L'interpretazione geometrica dei numeri complessi fu sviluppata solo successivamente
da C.Wessel (1745-1818), G.R.Argand (1768-1822), Gauss (1777-1855) e Cauchy (1789~
1857). Per una panoramica pil completa dello sviluppo di tale teoria rinviamo per
esempio a "Questioni riguardanti le Matematiche elementari' F.Enriques volume I pagi
na 495 e seguenti.

Rinviamo allc stesso volume (pagina 547 e seguenti) chi voglia conoscere come si sia
pervenuti ad intuire, enunciare e dimostrare il teorema fondamentale dell'algebra.
Citiamo soltanto il fatto che dimosirazioni non completamente rigorose furono forni-
te da Fulero (1707-1783) e da D'Alambert (1717-1783), e che il teorema fu completamen

te dimostrato da Gauss nel 1799.

§ 2 CAMPI DI NUMERI

DEFINIZIONE 2.1 Un insieme K= € si dice un campo di numeri se:
1) X ha almeno un elemento diverso dallo 0

2) Se a,BEK si haa+B, a-B, aBEK, e se B¢Oammea/§K.

Osservazione 2.2. Queste condizioni non sono indipendenti, sono infatti sovrabbon-
danti, ma questo non ci interessa particolarmente. In parole povere si pud dire che

K & un campo di numeri quando operando sugli elementi di K con le quattro operazioni



(operazioni razionali) otteniamo ancora elementi di K.

Osservazione 2.3 Con la 2.1 abbiamo semplicemente definito un sottocampo del campo
¢ dei complessi. In tutto quanto segue si potrebbe sostituire ¢ con un campo qualun-

que di caratteristica 0 e soddisfacente il teorema fondamentale dell'algebra.

Esempi ¢, R (insieme dei numeri reali), § (insieme dei numeri razionali) sono cam-

pi di numeri.

PROPOSIZIONE 2.4 Se K & un campo di numeri allora K D@.

Dimostrazione  Sia a €K un elemento non nullo (certamente esistente per 1'ipotesi 1)).
Allora 1 =a/a€ K per 1l'ipotesi 2), e cosl anche 2=1+1, 3=1+2 ecc, cioé ogni nume-
ro naturale € in K., Facendo la differenza di due numeri naturali, e sempre usando la
ipotesi 2), vediamo che ogni numero intero relativo & in K. Operando poi con la divi-
sione sugii interi otteniamo tutti i numeri razionali, che sono ancora in K, sempre

per 1l'ipotesi 2). WO
DEFINIZIONE 2.5 Se EDF sono due campi, diremo che E & una estensione di F.

Usando questa definizione possiamo esprimere in modo diverso il contenuto della pro-

posizione 2.4; essa infatti dice esattamente che ogni campo di numeri & estensione

del campo razionale.

ESERCIZI 2.6

1) Sia g un numero razionale fissato ed o una radice quadrata di g, cicé tale che

02 =q. Verificare che 1l'insieme @§(a) = {a + ab la,beEQ} ¢ un campo di numeri.

2) Sia B una radice cubica di un numero razionale fissato q(B3=¢q). Verificare che

1'insieme @(B) = {a + Bb + B2%c Ia,b,c €®) & un campo di numeri. (Tutte le verifiche so-

no banali tranne per ia divisione, cfr. prouposizione 4.8).

§ 3 NUMERI ALGEBRICI E TRASCENDENTI

DEFINIZIONE 3.1 a) Se K € un campo di Eumeri e 0 €C, diremo che a & algebrico su K

se esiste un polinomio non nullo f(x) = Z aixl, con coefficientil a €K, tale che
=0
fla)=0.

B e I

b) Se o non & algebrico su K diremo che & trascendente su K.

¢) Se il campo K & il campo dei razionali @, diremo semplicemente che o & algebrico
oppure trascendente (senza dire su @).

d) Se EDK & un'estensione di campi di numeri, diremo che E & algebrico su K (ovvero

che 1'estensione & algebrica) se ogni elemento o €E & algebrico su K.

Esempi 3.2 a) Se a €K allora a & algebrico su K. Verifica infatti il polinomio x -a
(i coefficienti 1, -a sono in K ). In particolare ogni numero a €C & algebrico sui com-
plessi. Osserviamo quindi che 1l'essere un numero a€( algebrico o trascendente dipen-
de dal campo numerico K in cui lo si studia.

b) Se a & una radice n - esima di un numero B €K allora o & algebrico su K. Verifica
infatti il polinomio xn-B.

c) Ogni numero complesso & algebrico sul campo R dei numeri reali. Infatti sia a=a+7b

un numero complesso,a,b€IR, esso soddisfa il polinomio
[z~ (a+ib)] [z - (a-1b)] =22 - 2ax + a? + b?

che & a coefficienti reali.

d) I1 numero o = /5+—%§ & algebrico. Infatti a-vV2= 95, da cui (a-v2)3:5, ciod

a3 -3/202+60-2/2=5, a®+6a-5=v2(302+2), (a?+6a-5)2=2(30?+2)?. Dall'ultima
espressione scritta, sviluppando, si deduce che o verifica il polinomio (a coefficien

ti ragionali) x® - 6x™ - 1023 + 1222 - 60x + 17.

Osservazione 3.3 L'esempio d) suggerisce un modo semplice per costruire numeri al-
gebrici. Sono certamente algebrici per esempio i numeri V7 -3, ?E+—2, %5+ ?§_+-§E
etc. E' altrettanto semplice costruire numeri trascendenti? O meglio ancora, esistono
numeri trascendenti, reali o complessi? La risposta & affermativa, come & ben noto,
ma le dimostrazioni non hanno il carattere elementare che ci siamo proposti in queste
note. Ci limiteremo pertanto ad una breve nota storica che riassuma le tappe principa

1i che hanno dato origine alla teoria dei numeri trascendenti.

NOTA STORICA 3.4 Un primo passo fondamentale per lo sviluppo della teoria dei nume-
ri trascendenti si ha nel 1844 con una memoria di Liouville, nella quale & descritto
essenzialmente un procedimento per costruire una vasta classe di numeri che non sodi-
sfa ad alcuna equazione algehrica a coefficienti razionali (e quindi interi).

Nel 1873 apparve la memoria di Hermite "Sur la function exponentielle", nella quale
egli dimostra la trascendenza del numero e, la base dei logaritmi naturali (1l'irrazio

nalitd del numero e era stata provata molto tempo prima nel 1744, da Eulero!). In que
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sto lavoro sono introdotti nuovi metodi, generalizzando i quali Lindemann riusci, cir
ca una diecina di anni dopo, a provare la trascendenza del numero T, ed a risolvere
il problema posto dai Greci della quadratura del cerchio. Questo problema classico con
sisteva nel costruire, facendo uso solo della riga e del compasso, un quadrato avente
area pari a quella del cerchio di raggio unitario. Bastava quindi saper costruire, in
un piano e con assegnata unitd di misura, due punti distanti tra loro /1. Poichd 1le co
struzioni lecite erano solo quelle ottenibili con 7riga e compasso, 1 punti dovevano
ottenersi come intersezioni di rette e circonferenze e quindi le loro coordinate, in
un riferimento cartesiano opportuno, erano soluzioni di equazioni algebriche (cfr.§7).
Ecco perché la trascendenza di 7 implica 1'impossibilitd della quadratura del cerchio.
Successivamente le idee di Hermite e Lindemann furono semplificate da Weierstrass, Hil
bert, Hurwitz e Gordan verso la fine del secolo. Una dimostrazione della trascendenza
di e e m secondo le idee degli ultimi autori citati pud trovarsi nel libro di Alan
Baker: "Trascendental Number theory'" Cambridge University Press, 1975.

Nel 1900, al congresso internazionale di Matematica a Parigi, Hilbert pose il seguen-
te problema (il settimo della famosa lista): il logaritmo (supposto irrazionale) di

un numero dlgebrico rispetto ad una base algebrica € algebrico o trascendente? O equi
valentemente: aB é trascendente per ogni numero irrazionale algebrico B e per ogni nu-
mero algebrico a #0,1°?

Questo problema fu risolto da Gelfond e Schneider nel 1934. Ulteriori generalizzazio

ni si sono pol ottenute in data piu recente (vedere A,Baker, testo citato).

ESERCIZIO 3.5 Determinare quali dei seguenti numeri sono algebrici (rispettivamen-

te trascendenti):

1. Vs BBy 5y s25841.
o V243

§ 4 CAMPO GENERATO DA UN INSIEME DI NUMERI: ESTENSIONI SEMPLICI

Sia SC€ un insieme di numeri, per semplicitd supponiamo che sia un insieme finito
Si={81,82,...,8k}, e sia K un campo di numeri. L'insieme KUS non sard in generale un

campo.
Esercrzio 0) Se S & finito allora KUS €& un campo se e solo se S CK.

Se S¢ K operando sugli elementi di X e di S con le quattro operazioni genereremo dei

nuovi numeri per i quali ci proponiamo di trovare una scrittura uniforme. Se sugli
elementi di K e di S operiamo con la somma ed il prodotto, i numeri ottenuti potranno
essere scritti nella forma
7[1 7’12 }’Zk
1) a s 1ts 2. g con a
( z n 2 k

R P
1 k .
Se ora operiamo con somma e prodotto su due o pil elementi del tipo (1), chiaramente

Nq o s N

otteniamo elementi dello stesso tipo. Passiamo quindi ad operare con l'altra operazio

ne: la divisione. I numeri che si ottengono si possono scrivere nella forma:

ot s
) a B, el
L2 s ; ik’ anl n,” Tmi...m e
1 0 e k ° e 0 k
) bml...mks1 o8y

; § e 3 s ‘i . .
Se eseguiamo somme, differenze, prodotti e divisioni su due o piu elementi del tipo
(2) otterremo sempre numeri rappresentabili sotto la forma (2) e quindi non generere-

mo nuovi numeri. L'insieme:

n n
e
B(8)= i . s a b EK
z Sml mpe rq . J’Zk mye e 'mk

bmi...mk 1%k

& quindi un campe di numeri che contiene sia K che S.

Tnoltre, se W & un campo di numeri tale che KCW, SCW, allora W deve contenere tutti
i numeri ottenibili da K ed S operando con le quattro operazioni, (W & chiuso rispet-
to a queste operazioni). Segue che WDK(S).

Possiamo riassumere quanto fino ad ora detto con la:

PROPOSIZIONE 4.1  K(S) & un campo contenente K ed S. Fra tutti i campil W contenentt
K ed S, K(S8) & 11 minimo, ctoé K(S) C W.

DEFINIZIONE 4.2 11 campo K(S) si chiama campo generato da 5 su K, ovvero K(S) &
L'estensione di K tramite gli elementi di S, (KCK(S)).

Un caso di particolare importanza si ha quando 1'insieme S 8 costituito da un solo ele

mento: S={s}. In questo caso l'estensione di K tramite l'elemento s si indica con K(s).

DEFINIZIONE 4.3 Un'estensione KCK(s) si chiama estensione semplice.

[y

T numeri di una estensione semplice K(s) si possono tutti scrivere nella forma (caso

particolare della 2)):

} ast

——— & .,b: EK .

2 b.s? vd
J

(3)



Ci proponiamo di studiare una estensione semplice K(s) a seconda che il numero s sia
algebrico o trascendente su K. Di fatto si hanno due situazioni distinte e di conseguen

za una caratterizzazione dei numeri algebrici e trascententi su X.

PROPOSIZIONE 4.4 s & trascendente su K se e solo se l'espressione (3) di ogni ele-

mento di K(s) & unica.

Dimostrazione  Prima di dare la dimostrazione chiariamo il significato dell'enuncia-
to.

: : Z . - < : R g
Dire che 1'espressione E a.s /z p.gd Per un elemento di K(s) & unica significa che se
J
- ; ; < c t . : .
1l medesimo elemento si pud anche scrivere come 2 ¢, /; . ohs @llora i polinomi (for
s h\, -

mali) (§ aixl)(X rhxﬁ) e () bjxa)(i ctxt) sono uguali.

La dimostrazione & praticamente immediata. Supponigmo infatti s algebrico su K e sia

X aixl il polinomio (non nullo) per il quale Z aisl = 0. Allora per l‘elemen?o 0€EK(s)
si possono dare due espressioni del tipo (3): 0 e Zaisl; e risulta 0% z aixl. Vicever
sa se vi & un numero di X(s) che non si esprime univocamente, pér il quale cioé si ab

bia simultaneamente
7 t
) a.s _z c,8

a h
) bjs‘7 ) vy

allora il polinomio

s (L am)([ e # (] bl ) (] ezh),

F@) = (] ag ([ g - (4 by ez

é non nullo e f(s)=0. Il numero s & quindi algebrico su K.W

D'ora in poi ci occuperemo delle estensioni semplici K(s), con s algebrico su XK. Una
tale estensione la chiameremo anche estensione algebrica semplice, il motivo apparira
chiaro dopo aver visto l'esempio 6.9 ed il corollario 6.13.

Abbiamo appena visto che gli elementi di K(S) non si possono scrivere in modo unico

Z . - :
nella forma ) a;s /z bagd * Vogliamo cercare di scoprire una qualche forma standard
J
per questi elementi. Per questo ci serve qualche informazione suppletiva e una digres

sione sui polinomi.

Ricordiamo che il szimbolo K[x] denota l'insieme dei polinomi in x a coefficienti in
K; tali polinomi si possono sommare e moltiplicare fra loro e quindi (facendo le oppor
tune verifiche) K[x] é un anello commutativo.
Ricordiamo inoltre che per un anellc commutativo 4 si introduce la nozione di zdeale

nella maniera seguente: I CA & un ideale di A se verifica le seguenti proprietd:

(i ) Se 24 .,2p€ I allora 24 +Z5 €I
(ii) Se 2 €I, a€d allora at€ I.

In particolare per gli ideali dell'anello dei polinomi K[x] sussiste la seguente ca-

ratterizzazione.

PROPOSIZIONE 4.5 Se I(ZK[x] ¢ un ideale, allora esiste un polinomio f(x) tale che:

IT={g(x)f(x) | glx)€K[z]} = (fx))

Dimostrazione Se I ={0} & 1'ideale nullo, allora I =(0)jaltrimenti vi & un polino-
mio non nullo in I e sia f(x) €I uno di essi e di grado minimo. Proviamo che Fe(fta )it
Dalla proprietd (ii) degli ideali segue subito che (f(x))CI. Viceversa se A(x)€E I,
eseguiamo la divisione con resto A(x) =g(x) « f(x) +r(x), ove r(x) & nullo oppure ha gra
do strettamente inferiore a quello del divisore f(a). Scrivendo r(x) = A(x) - q(x)f(x) e
sfruttando le (i) e (ii) segue che r(x)€ I. Poiché f(x) ha grado minimo per i polino

mi non nulli di I, deve necessariamente essere r(x) =0, cioé A(x) =q(x)f(x), h(x) €

€ (f(x)) @

La proposizione appena dimostrata pud essere precisata ulteriormente. Essenzialmente
la domanda che ci poniamo € la seguente: dato un ideale I # (0), € individuato univo-
camente il polinomio f(x)€ I tale che I = (f(x))? La risposta & certamente no, visto

che se a €K & un numero non nullo, (af(x)) = (f(x)) (la verifica & immediata!).

Esercizio 1) (f(x)) =(g(x)) se e solo se g(x) =af(x) con a€K.

Esercizio 2) Dato un ideale I # (0) esiste un unico polinomio monzco (cioé con coef-

ficiente direttivo uguale ad 1) tale che I = (f(x)).

Ad un numero s algebrico su K si pud associare un ideale, denotato con Is’ e defi-

nito da:
I =1{g(@)€K[x] | g(s) =0}

il quale contiene polinomi non nulli proprio perché s & algebrico. Le proprieta (i)

e (11) degli ideali sono di verifica immediata.

Facendo uso dell'esercizio 2) si ha che Is: (f(x)) per un ben determinato polinomio

monico f(x), il quale si chiama il polinomio minimo di s su K. Il suo grado si chia-

ma grado del numero algebrico s su K.

PROPOSIZIONE 4.6 Il polinomio minimo f(x) di un elemento s, algebrico su K, é irri-

ducibile. Viceversa se f(x) é monico e irriducibile su K allora esso é 1l polinomio
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minimo per ctascuna delle sue radict.

Dimostrazione Se f(x) & riducibile e quindi flx) = h(x)k(x), con h(x) e k(x) di grado

stpettamente minore di quello di f(x), allora 0= f(s) = h(s)k(s) e quindi o A(s) =0
oppure k(s) = 0. Questo & assurdo perché si & supposto che f(x) abbia grado minimo pi=
spetto ai polinomi che sono annullati da s.

Viceversa se f(x) & irriducibile ed s & una sua radice, ciod f(s) =0, si ha f(x)GEIS.
Proviamo che Is = (Flx)). Infattl Ié = (h(x)) per qualche polinomio A(x) non costante
(per la proposizione 4.5), e quindi f(x) & un multiplo di A(x), ma poiché é irridu-
cibile per ipotesi f(x) differisce da h(x) per una costante moltiplicativa non nulla

a€K. Per 1l'esercizio 1) si ha (A(x)) = (f(x)) =1, 0
Continuiamo con la "digressione sul polinomi'.

DEFINIZIONE 4.7 Dati due polinomi f(x), g(m)(EK[x] si dice che un polinomio Z(x) €
GK[x] 3 un loro massimo comune divisore se h(x) divide f(x) e g(x) e se h(x) & mul-
tiplo di ogni divisore comune di f(x) e gl(x).

In tal caso si scrive: A(x) = (fi(x),g(x)).

E' immediato verificare che due massimi comun divisori di f(x) e g(x) devono differi-

re solo per una costante moltiplicativa non nulla @ €Ky

PROPOSIZIONE 4.8 Dati due polinomi f(x), g(x) €K[z] esiste sempre un loro massimo

comun divisore h(z). Esistono inoltre polinmomi po(x) e to(x) per i quali si abbia:
h(x) =polx)flx) + to(x)g(x)

Dimostrazione  Si considera 1'insieme:
T={p(e)flx) + tx)g(x) | plz),t(x) €K[x]}.

Esso & un ideale di K{x], come si verifica immediatamente. Pertanto, per la proposi-

zione 4.5, I = (h(x)) per qualche polinomio h(x). I polinomi f(x) e g(x) appartengono

all'ideale I, infatti:
flz) =1+ flz)+0=glz) 3 gle) =0~ flz)+ 1« glx)

e quindi sono multipli di A(x), cioe A(x) 3 un divisore sia di f(z) che di g(x). D'al
tra parte ogni altro divisore k(x) sia di f(x) che di g(x) divide necessariamente
h(x), visto che, essendo h(x) €I, esso pud scriversi h(x) = po(x)flx) + to(x)g(x) per
opportuni polinomi pg(x) e to(x) W

La proposizione precedente prova l'esistenza di un massimo comun divisore. Per il

calcolo esplicito si ricorre al seguente:

11

METODO DELLE DIVISIONI SUCCESSIVE DI EUCLIDE 4.9 Si operino le seguenti divisioni:

) =qq (x)g(x) + 71 ()
g(x) =qy (x)ry (x) +ry(x)
rq (2) =q3(x)ry(x) +r3(x)

rk(x) - qk+2(x)rk+1(x) * Pk+2(x)

Pj_l(m) :qjﬂ(ac)r’j(x) +r’j+1(x), con rj(sc) 70, Pj+1(x) =0
Allora r.(x) & il massimo comun divisore di f(z) e g(x).

Dimostrazione  Osserviamo innanzitutto che le divisioni da effettuare successivamen-
te sono in numero finito; ci si ferma quando si arriva al primo resto Pj+1(x)= 0, e
questo deve necessariamente verificarsi visto che i gradi dei resti re(x), ro(x)y...
vanno strettamente decrescendo.

Per dimostrare la tesi basta provare che:

a) f(x) e g(x) sono multipli di Pj(x)

b) rj(x) :po(x)f(x)-rto(x)g(x) per opportuni polinomi po(x) e to(x).

a) Si pud dimostrare per induzione nel modo seguente: posto di aver dimostrato che
rk+2(x) ed rk+1(x) sono multipli di rj(x) anche rk(x) :qk+2(x)rk+1(x)-frk+2(x) & esso
stesso multiplo di Pj(x).

Se poniamo convenzionalmente:
g(z) =rg(z) e flx)=r(x)

1a stessa formula per k= 0,1 mostra, alla fine dell'induzione,che f(x) e g(x) sono
multipli di Pj(x).

I1 primo passo per 1'induzione & d'altra parte ovvio.

b) Si pud dimos%rare anch'esso per induzione ma andando in senso opposto. Infatti se

supponiamo rk(x) ed Pk+1(x) della forma desiderata, cioé:
rk(:c) = p(x)flx) + tlx)glx)s rk+1(x) =p'"(2)f(x) + t'(x)g(x)
allora anche rk+2(x) :rk(x)-qk+2(x)rk+1(x) & della stessa forma.

Anche qui il primo passo dell'induzione & evidente.W

Osservazione 4.10 11 lettore deve convincersi, anche facendo esercizi concreti, che

i1 metodo 4.9 fornisce un procedimento costruttivo per trovare, dati due polinomi f(x)
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e g(xz), prima di tutto il loro massimo comun divisore 4(x) ed in secondo luogo due

polinomi pg(x) e £g(x) per i quali si abbia Z(x) =pg(x)f(x) +L(x)g(x).

Esercizi sul massimo comun divisore Determinare il massimo comun divisore A(x) ed i

polinomi pg(x) e to(x) per le seguenti coppie di polinomi

flz) =33 +2c-5 glx)=x2 +3c-1
(x) =x" - 223 +22 - 2¢ glx)=x3-262 42 -2
I
fle)=ad +22 -2 -1 gle) =z + 203 + 202 + 2x + 1

NOTA STORICA 4.11 I1 metodo esposto per la ricerca del massimo comun divisore di
due polinomi ricalca 1l'analogo procedimento nel caso dei numeri interi.

L'esistenza del massimo comun divisore di due interi & provata all'inizio del Libro
VII degli Elementi di Euclide e va sotto il nome di "algoritmo euclideo"; esso fu il
punto di partenza per i contributi veramente notevoli che i Greci dettero nel campo
dell'Aritmetica (proprietd dei numeri primi, esistenza del minimo comune multiple,
esistenza di infiniti primi).

Non si trova traccia invece del metodo delle divisioni successive per i polinomi, pri
ma del XVI~ secolo; e questo principalmente, pare, per la difficoltd a sviluppare in
modo generale la teoria della divisibilitd fra polinomi prima di aver avuto per que-
sti ultimi delle notazioni coerenti. Sembra che il primo che utilizzi essenzialmente
la notazione degli esponenti per le potenze della variabile e che tenti quindi di e-
stendere 1l'algoritmo euclideo ai polinomi, sia S.Stevin, nel suo "Les Oeuvres mathé-
matiques..." Ed.A.Girard, Leyda, 1634, vol.I.

In ogni caso 1l'estensione della nozione di divisibilit3 (e problemi connessi) dall'a-

nello degli interi ad altri anelli si sviluppa a partire dalla seconda metd del

XVIII® secolo, con i lavori di Eulero (1770), Lagrange, Gauss, Kummer e finalmente

Dedekind e Kroneker i quali creano a questo scopo la teoria degli ideali.

Riprendiamo lo studio di una estensione semplice K €K(s). Consideriamo 1'insieme
K[S} :{2 aistl ai€<K} cioé 1'insieme di tutte le espressioni polinomiali in s a coef-
ficienti in X. K[S] ¢ chiuso rispetto alla somma, differenza e moltiplicazione ma non
necessariamente rispetto alla divisione. Gli elementi dell'estensione semplice K(s)
si ottengono operando con la divisione sugli elementi di K[s] e K[SJ ¢ chiuso rispet
to alla divisione se e solo se K[S]::K(S).

In ogni caso si ha K& K[s}s&K(s).

TEOREMA 4.12 1) K[s] =K(s) se e solo se s & algebrico su K.
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2) Se s & algebrico su K ogni elemento di K(s) si pud scrivere in modo unico come po=

linomio in s a coefficienti in K e di grado inferiore al grado del polinomio minimo di
s su K.
Dimostrazione  Se s =0 allora K :K[S] =K(s) ed il teorema & evidente. Possiamo quin-

di assumere s # 0.

1) Supponiamo che sia K[s] =k(s); 1/,€ K(s) quindi 1/_€ K[s] e si pud scrivere nella

m ;
2 : 7+1 _ . .
forma 1/ = E a.sl, per opportuni aiE,K; segue che X a,s -1=0. I1 polinomio
g 4= 150
m 7/—0 ~ . . .

z @ 1l -1 & non nullo ed & annullato da s. Il numero s & quindi algebrico su K.

; 1

1:0 - . . - ® -
Viceversa supponiamo s algebrico su K e sia f(x) il suo polinomio minimo. Dobbiamo mo

T+1

strare che un elemento qualunque di K(s), e quindi della forma z aisl/i bjsj :g(s)/h(s)’
& effettivamente gid in K[S].

Poiché A(s) # 0, (altrimenti g(s)/h(s) non ha senso), il polinomio A(x) non € un multi
plo di f(x). Sia Z(x) un massimo comun divisore di f(x) ed hA(x). Poiché Z(x) divide
f(x) e quest'ultimo & irriducibile (cfr. proposizione 4.6) segue che Z(x) (a meno di

un fattore costante) deve essere o f(x) oppure il polinomio costante 1.

Non pud aversi L(x) = f(x), perché I(x) divide A(x), ma f(x) non divide h(x). Pertanto
deve aversi h(x)=1. Dalla proposizione 4.8 segue quindi che esistono due polinomi

plx) e #(x) per i quali si ha:
1(x) = 1 =plx)fiz) + tlx)hlx).

Calcolando 1'espressione trovata in s si ha: 1= t(s)h(s) (essendo f(s) =0); quindi

1/h(s) =t(s) e sostituendo:
(8) ot . .
Lh(s) g(s) - t(s)ek[s]

2) Sia f(x) il polinomio minimo di s e supponiamo che il suo grado sia n. Con 1) si &
provato che ogni elemento di K(s) si pud scrivere come un polinomio in §; ci proponia
mo ora di far vedere che si pud scegliere di grado minore di 7 ed in modo unico. Sia
dunque u(x)EEK[x] un polinomio e u(s) EK[S] 1l'elemento corrispondente. Eseguiamo la
divisione u(xz) = q(x)f(x) +r(x), ove il grado del resto r(x) ¢é minore di n e calcolia-
mo 1l'espressione in s. Si ha u(s) =r(s). Si & quindi trovato un polinomio di grado mi
nore di #n che esprime 1l'elemento u(S). Questa espressione & unica perché se u(s) =v(s)
ed i gradi di u(x) e v(x) sono entrambi minore di 7 allora u(8)-?($)=0 e quindi il
polinomio u(x) -v(x) & un multiplo di f(x). Poiché il grado di u(x)-v(x) & minore di

n deve essere u(x) -v(x) =0, cioé u(x) =v(x) W
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ESERCIZI 4.13

1) Sia K un campo numerico ed a €C. Dimostrare che a & algebrico su K(b) per i seguen-—
ri valori di b:

b:a3—3a+2

=73 =l s
b=a’+3a-1; .

2) Sia K€ un campo, A(x) una funzione razionale non costante su X ed ¢ €€ un numero
su cui A(x) & definito. Provare che i numeri a ed %(a) sono o entrambi algebrici o

entrambi trascendenti su X.

3) Sia K:(Q(/Q—,/S—). Trovare un elemento a€ K tale che K =@(a).
Quali sono gli elementi b €K tali che bh2€@?

4) Razionalizzare le seguenti frazioni:

T B 1
V2+7/3  2+1 0l - o+ 1

I

dove o & radice del polinomio x" - 2x+2.

5) Razionalizzare la f i 3
) zzare la frazione 1/ﬂ3+MHel campo §(mw,¥Vm+ 3).

§ 5 IL CRITERIO DI IRRIDUCIBILITA' DI EISENSTEIN

Vogliamo dare ora un criterio che ci permetterd, almeno in qualche caso, di deci-
dere se un dato polinomio & irriducibile.
Premettiamo alcuni lemmi che enunceremo e dimostreremo solo nel caso in cui 1'anello
base & 1'anello degli interi Z. Il lettore che conosca la definizione di anello a fat
torizzazione unica si renderd facilmente conto che gli enunciati e le dimostrazioni

valgono senza alcuna modifica quando l'anello dei coefficienti sia tale.

SIMBOLI 5.1 Z[m] denota 1'anello dei polinomi a coefficienti interi;

Q[x] denota 1l'anello dei polinomi a coefficienti razionali.

DEFINIZIONE 5.2 Sia f(x) =) ax EZ[m] un polinomio non nullo. Si chiama contenuto
di f(x), e si scrive e(f), il massimo comun divisore dei coefficienti a.. Se e(f)=1

si dice che f(x) & primitivo.

PROPRIETA' 5.3 1) f(x)=c(f)f'(x), f'(x) polinomio primitivo
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2) elaf) =ac(f), a intero non nullo.

Dimostrazione 1) Sia f(x) :z aixi, dalla definizione 5.2 segue che a, =c(f)a73 ed
5 5 A

il massimo comun divisore degli a7': ¢ 1. Posto f'(x) :z a7':x si ha la 1).

2) Sia @ un intero non nullo; af(x) =) aaixl. I1 massimo comun divisore dei numeri

aa & ac(f), pertanto si ha la 2) W

LEMMA 5.4 (di Gauss) e(f+g)=c(fle(g), cioé Il contenuto del prodotto di due poli-

nomi f(x) e g(x) é uguale al prodotto dei contenutt.

Dimostrazione  Usando la 1) della proprietd 5.3 sia per f(x) che per g(x) si ha:
flx)g(x) = e(fe(g)f'(x)g'(x). Basta quindi provare che il prodotto dei due polinomi
primitivi f'(x) e g'(x) & primitivo, cioé, se p & un numero primo qualunque, basta
far vedere che p non divide tutti i coefficienti di f'(x)g'(x). Sia dunque

=1

1 SN BN (| '-'nﬂ:'rl Vol ¥
f(x)—aox + &l *oew Ly gD booc +b1x

+...+D"'
i n

Dato che i due polinomi scritti sono primitivi, il primo p non divide né tutti gli

a;‘\, né tutti i bJ. Sia quindi a%, rispettivamente bJ’-, il primo degli_ az'< (rispettivamen

1
B . ol . T+d
te biz) che non € diviso da p e guardiamo al coefficiente Ci+j di x nel prodotto
frix)g'(x); 07;+J.:'a%b3. + (2 L 'aébf';). Ciascun addendo che figura entro parentesi &
S+T=1+J
s#L,t#]

divisibile per p; infatti se s <7 p divide aS' e quindi il prodotto aéb%; se §>17 al-
lora t<j e p divide il prodotto aéb;t in quanto divide bi. I1 coefficiente ci+j non &
divisibile per p in gquanto somma di un termine divisibile per p e di uno, a%bJ‘-, non

divisibile per p W0

TEOREMA 5.5 Se il polinomio f(x)€Z[x] si pud fottorizzare in Q[x], allora questt due

polinomi possono essere scelti a coefficienti intert.

Dimostrazione  Supponiamo f(x) =u(x)v(x), ul(x), v(x) GQ[x] . Sia a (rispettivamente
b) un multiplo dei denominatori dei coefficienti di u(x) (rispettivamente di v(x));
si ha abf(x) = abd(x)v(x) = (au(x))(bv(x)) ed ipolinomi u'(x) =au(x) e v'(x) =bv(x) so-
nc¢ entrambi a coefficienti interi. Dalla abf(x) =u'(x)v'(x), passando al contenuti e
tenendo conto della 2) proposizione 5.3 e del lemma 5.4, si ha abe(f) =c(u")e(w').
Usando la 1) proposizione 5.3 si ha u'(x) =c(uu"(x), v'(x) =c(v')v"(x) con u"(x) e
V" (x) polinomi primitivi. Sostituendo si ottiene f(x) = ce(fHu"(x)v"(x). Ora u'"(x),

v"(x)EZ[x] e ¢(fYEZ, quindi il teorema & dimostrato. A

TEOREMA (CRITERIO DI IRRIDUCIBILITA' DI EISENSTEIN) 5.6 Sia f(x) :xﬁ-+a1x”_1+ a2xn_2
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ceeta, un polinomio a coefficienti interi. Se esiste un primo p tale che p | al,p] a, -

~

sar P a, ma p? Yan, allora f(x) é irriducibile come polinomio in @[z].

Dimostrazione Se f(x) fosse riducibile, per il teorema 5.5, i due polinomi che lo

fattorizzano potrebbero essere scelti a coefficienti interi e quindi della forma:

m m=1 k k-1
T +b1x +...+bm;x tex teeatops m,k <n.
Dobbiamo quindi provare che é assurda 1'uguaglianza (xm-fblxm_1-+... +bm)'
k k-1 n n=1 : ; :
(e teqx + ose +ck) =r tax teeota, nell'ipotesi che esista il primo p soddi-

sfacente alle condizioni date nell'enunciato. Per i coefficienti del polinomio f(x) si

hanno le relazioni

a = bmck; a, 4 bmck_1 +b bmck_2 + bm—lck—l -+ bm—zck; « fatia

Poiché p |an e p? *an si dovra avere per esempio che p lck ep *bm (oppure il caso

m-1°k> -0~

simmetrico: p |bm’ p *ck ). Supponiamo di essere in questo caso. Poiché p ]an—l’

p ]bm—l ¢ e plfbm segue che p Eck—l' Procedendo nello stesso modo si ottiene che

p |ck_2, 2 Ick_3,... etc., finche si arriva al coefficiente a, % di x
an—k::bmco_fbm—lcl-+"'<+bm—kck’ #g =2

Dato che k<n, e quindi n-k>1, p [an_k; si & gia provato che p Ick,...,p ¢, segue

quindi che p lco = 1. La contraddizione dimostra il teorema WA

ESERCIZI 5.7

1) Provare che il polinomio xn:tp, p primo, € irriducibile.

. ; . -1 ~2 ~3 : N el et
2) Provare che il polinocmio o +ap +ap t+...+tx+1, P primo, € irriducibile. (Non
possiamo applicare direttamente il criterio di Eisenstein a questo polinomio, convie-
ne fare il seguente cambiamento di variabile =y +1. Si verifichi che il nuovo poli-

nomio in y soddisfa le condizioni di 5.6 etc.).
3) Si considerino i seguenti polinomi monici:
£(g), g(x) €Q[z]; h(x)ez[z];

Provare che se A(x) = f(x) » g(x), allora f(x) e g(x) sono a coefficienti interi.
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§ 6 SPAZI VETTORIALI; DIMENSIONE; ESTENSIONI ALGEBRICHE

In questo paragrafo richiameremo alcune generalitd sugli spazi vettoriali, e ci mettere
mo in ipotesi molto restrittive, per semplificare la trattazione. Le nozioni di spazio vet
toriale, dimensione etc., possono darsi in modo astratto, noi ci limiteremo ai sottospazi

dei complessi.

DEFINIZIONE 6.1 Sia K un campo di numeri e VCC un insieme non vuoto; diremo che V & uno
spazio vettoriale su K se dati comunque v, wEV,h,k €K si ha w+kweV.

DEFINIZIONE 6.2 Siano 01,02,...,086 V, V spazio vettoriale su K, e hl,...,hSEEK; 1llele-

mento hlv S +hsvse V si chiama combinazione lineare degli elementi v, a coefficienti hi‘

i

DEFINIZIONE 6.3 1) Un sistema di elementi v sV €V si dice un ststema di generatori

100"
(ovvero si dice che i v, generano V) se ogni elemento di V & combinazione lineare dei v, 4
coefficienti in K.

2) Un sistema di elementi ViseeesVg € V si dice linearmente indipendente se due combinazio-
ni lineari dei v, con coefficienti diversi danno luogo ad elementi diversi di V. (Equiva-
lentemente: una combinazione lineare dei v, 8 0 se e solo se i coefficienti sono tutti 0).

3) Un sistema di elementi VyseeesV € V & una base di V se & un sistema di generatori linear

mente indipendenti.

Osservazione 6.4  Abbiamo dato per semplicitd le definizioni 6.2 e 6.3 solo per sistemi
finiti di elementi; ma naturalmente,con semplici modifiche, esse si possono estendere a si

stemi infiniti.
Enunciamo ora, senza darne la dimostrazione, il seguente fondamentale:

TEOREMA 6.5 Sia VCC uno spazio vettoriale su K.

a) Se Ul,...,vSEEV sono generatori da essi possiamo estrarre una base VigseessVy
. k-
b) Se VysesesVy @ Wyseen,liys SONO due bast per V allora s =K.

c) Se V. ,...,0_ 8SOno lLinearmente indipendenti Vs ewesl s ey D P

) 12 sV dipend e v, sV Vg sV 4 generano V, allora

8T possono estrarre elementl U+ seeesV . « TALL CHE V., yeeesV sV« 50005V . 8ONO una ba
I s+11’ = s+iy, 1? i s+11’ ’ S+, * =

se.

Abbiamo enunciato separatamente a) e c) ma il lettore osserverd facilmente che a) € un ca-
so particolare di c). Quindi se V possiede un numero finito di generatori allora possiede una

base finita. Inoltre due diverse basi hanno lo stesso numero di elementi, Si pone quindi
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la seguente:

DEFINIZIONE 6.6 Se V ammette una base (finita) si chiama dimensione di V su K, e si scri
ve dimKV, il numero di elementi di una qualunque sua base.

Se V non ha una base finita diremo che dimKV & infinita.

Esempio 6.7 Se KSE sono campi di numeri, allora F & uno spazio vettoriale su K.

DEFINIZIONE 6.8 Data l'estensione K< F si chiama grado dell'estensione, e si scrive

[E :K], la dimensione di F come spazio vettoriale su X.

Esempio 6.9 Sia K<K(a) una estensione algebrica semplice e sia n il grado del polinomio
minimo di a su K. Possiamo reinterpretare il teorema‘4.12, 2) nel modo seguente: il siste-
ma 1,a,a ,...,an_l é una base di K(a) su K e quindi in particolare [K(a) :kj =n. Ciodé il

grado di una estensione algebrica semplice & uguale al grado del polinomio minimo dell'ele

mento algebrico mediante il quale si fa 1l'estensione.

Consideriamo l'estensione KSE e sia V uno spazio vettoriale su E. Chiaramente V & anche

uno spazio vettoriale su K. Vogliamo vedere se ci sono relazioni tra dimKV, dimEV e [E: K}.

TEOREMA 6.10 dimEV e [E :K] sono finite se e solo se dimKV é finita. In questo caso si ha:

dimKV::[E :K] dimEV.

Dimostrazione  Supponiamo che dimKV::s sia finita e sia v ...,USEEV una base di V su K.

s
Dato che K€ F si ha certamente che i v; generano linearmenie V su E; segue dal teorema 6.5
a) che dinﬁ}’ss e quindi ¥ ha dimensione finita su E. Se v €V, v#0, 1l'insieme

Ev = {av [aéEE} & uno spazio vettoriale su X e risulta dimKEv: LE: K]; poiché inoltre Ev CV
si ha anche dimKEv:gdimKV; quindi [E :K] ¢ finita.

Viceversa sia vl,...,vs una base di V su E e sia Ajseee5a, una base di F su K. Proviamo che

il sistema:
alvl""’atvl’alvz"'"atUQ""’alvs""’atvs

¢ una base di ¥V su K. Sia w €V un elemento qualunque, esso si scrive w::Z Vs qie E, nel
i =
2 s = i i 5 € s w= . (a0 . ui
la base {Um}’ inoltre o ; liaJ’ kig K, nella base {ag}’ dunque w ; . kig(agvm) da cui
3
segue che gli elementi ajvi sono un sistema di generatori di V su K. Resta da provare che
sono linearmente indipendenti. Infatti se ; . hijajvi: @y hijGEK, posto Bi :§ hijaj’ si ha
3
che SiEEE e 2 Bivi::O. Poiché i v, sono linearmente indipendenti deve aversi Bi: 0 per ogni
)

7. Da questo deduciamo ) hijaj =0 e per l'indipendenza degli aj deduciamo che hij = 0 per
J

ogni 7 e per ogni J.

La relazione sulle dimensioni & ora ovvia, visto che abbiamo scritto una base esplicita di
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V su K ed il teorema & completamente dimostrato. WA

Osservazione 6.11  La relazione dimKV: [E: K] dimEV & valida piu in generale, senza assu-
mere che i numeri in questione siano finiti, ma interpretando la dimensione come numero car

dinale; la dimostrazione & esattamente la stessa.
COROLLARIO 6.12 Se Ks E< F sono campi allora [F:K]|= [F: E][E : K]

COROLLARIO 6.13 Se E2K & un'estensione di campi e se [E: K] é un numero finito allora:
1) ogni elemento a €E é algebrico su K.

2) Il grado del polinomio minimo di a su K divide [E : K].

+ . s 8 . 2 3 .
Dimostrazione 1) Sia a€k; gli elementi 1,a,a ,a ,...,anEEE non posSsSono essere linearmen
te indipendenti su X, per ogni n, perché dimKE: DE: K] ¢ finitaj; quindi per un qualche n

" .
deve sussistere una relazione del tipo 2 aialz 0, ove gli aiE'K non sono tutti nulli.

5 : =0
Questo prova che a € algebrico su K. N

2) Poich& E & un campo si ha: K< K(a)sE, da cui [E: K] = [K(a): K][E: K(a)] (corollario
6.12). Quindi [(a) : K] divide [E: K]; d'altra parte [K(a) :K] & propric il grado del poli

nomio minimo di g su K (esempio 6.9).

Siamo ora in grado di motivare il fatto di aver chiamato estensione algebrica semplice la

estensicne K< K(s) di K tramite l'elemento s algebrico su K. Infatti dall'esempio 6.8 segue
che [K(s): K] ¢ finito e quindi il corollario ora provato ci dice che ogni elemento di K(s)
& algebrico su K. Pertanto 1l'estensione K< K(s) & algebrica nel senso della definizione 3.1

d).

Osservazione 6. 1L Sia X< F un'estensione di campi e sia g un numero (non necessariamente
in EF) algebrico su K. Ovviamente a & anche algebrico su E, visto che ogni polinomio a coef
ficienti in XK & in particolare un polinomio a coefficienti in E. Il polinomio minimo dello
elemento g su K € irriducibile in Kﬂr] ma non € affatto detto che sia irriducibile come po
linomio in E[x]. In generale il polinomio minimo di g su E € un divisore del polinomio mi-
nimo di g su K. Quindi il grado di g su E & minore o uguale al grado di g su XK.

Un esempio banale di quanto affermato & il seguente: se g€FE, a¢K il polinomio minimo
f(x)€K[z] di a su K non & di grado 1 (altrimenti q€K!). Considerato come polinomio in
E[x] esso & divisibile per il polinomio x-g che é il polinomio minimo di g su E.

Un'altro esempio per illustrare la situazione & il seguente. Consideriamo il polinomio

x4 - 2, che & irriducibile sui razionali (criterio di Eisenstein 5.6), e pertanto & il poli

—iﬁ@; (cfr. proposizione

nomio minimo su ¢ di ciascuna delle sue radici: 55, = ?5; i&ﬁ;
' z . : 5 . 3 5 4,

4.6). Consideriamo 1'estensione Q(ZQ(?f); il polinomio x% -2 si fattorizza in @(/2) nel mo

do seguente: g —2‘:(x-ﬁﬁ)(x-faﬁd(xQ-fgaﬁ (verificare che x21-%§ é a coefficienti in Q(?ﬁ)

ed & ivi irriducibile!)
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Concludendo, se consideriamo 1'estensione @(IQ(3§) e 1'elemento a :iﬁak¢ @(?5)), esso & al
gebrico su § ed ha come polinomio minimo xt —QEEQ[x] il quale € irriducibile in @ ma si fat

torizza in @(95). I1 polinomio minimo di a su Q(?E) =) x2-+951

PROPOSIZIONE 6.15 Se K é un campo ed Ayseessdy SONO numert algebrici su K, allora l'esten
stone KE;K(al,...,aS) =E di K tramite gli elementi a; é di dimensione finita. Se indichia-

. ,/"‘ . o . . .
mo con n., 11 grado del-polinomio minimo di a; su K, st ha:

[E : K] SN peeeNe

Dimostrazione Consideriamo la catena di estensioni semplici:
Ke K(al)s K(al)(aQ)E EK(al)(aQ)(ag)...(as) :K(al,...,as).

Ciascuna delle estensioni sempliciK(aB(az)...(ai_l)(ai) € algebrica in quanto 1l'elemento

a. é algebrico su K(al)(a2)"'(ai—1) ed il grado del suo polinomio minimo Su questo campo

S . : _ ; S
€ minore o uguale al grado del polinomio minimo su K (cfr. osservazione 6.14). Quindi risulta:

[K(a)(a,) .. (a;_(a,) s Klag)(ay)...(a;_)] sn;

Applicando ripetutamente la formula del corollario 6.12 si ha

[K(al,...,as) : K] SR Ty W

La proposizione 6.15 pud essere invertita nel senso che:

PROPOSIZIONE 6.16 Se K€ E é un'estensione di campi di dimensione finita allora si posso-

notmwm@ekmwwiafn.p%EEta%<ﬁeE:Kwy.”,%).

Dimostrazione Basta prendere elementi che generino linearmente E come spazio vettoriale
su K, questi stessi a maggior ragione generano E come campo WA

Naturalmente la condizione per gli elementi a ,a_ di generare E come estensione (cfr.

'ERERRLN
4,2) & molto piu debole della condizione di generare F linearmente. Infatti nel primo caso
cid che si richiede & che ogni elemento di E si scriva come funzione razionale in Aqseeesly
(polinomio se X< E & algebrico), mentre nel secondo caso si richiede che ogni elemento di FE
si esprima come combinazione lineare di Ayseenslys cio@ con un polinomio di primo grado.
Vedremo in seguito (proposizione 9.4) che in effetti esiste un elemento a €F tale che
E=K(a).

COROLLARIO 6.17 i) Se K€ E e ES F sono estensioni algebriche allora K= F é un'estensione

algebrica.
ii) Se KSE & un'estensione e K = {a€E | a ¢ algebrico su K} allora K & un campo. In parti-

colare l'insieme di tutti ¢ numeri algebrici é un campo.
m .

Dimostrazione 1) Sia a€F; poiché a & algebrico su E si ha z a.at =0 per opportuni
=0

aiEEE e non tutti nulli. Sia E::K(ul,...,am); poiché gli a. Sono algebrici su K si ha che
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m ; , N
ding’é finita, (cfr. 6.15). I1 polinomio izo aixt 8 a coefficienti in E e quindi a & alge
brico su E; ne segue {sempre per 6.15) che dimvE(a) & finita. Per le dimensioni deile seguen
ti estensioni: KS;EE;Eta) si ha la relazione [E(a) :kﬂ = Eﬁ(a) :ﬁ][g :K] e quindi [E(a) :K]

& finita. Il corollario 6.13, 1) permette di concludere allora che a & algebrico su K.
ii) Siano a,pb€K, allora il campo K(a,b) & di dimensione finita su X (c¢fr.6.15). Segue, sem

pre dal corollario 6.13, che gli elementi a+b, a-b,ab,a/be€ K(a,b) sono algebrici su K e

quindi che appartengono a K 0

" . r BT . . ; S
DEFINIZIONE 6.18 gia K un campo di numeri, si chilama chiusura algebrica di K in € 1l'insie

me K={a€C|a & algebrico su K}.

ESERCIZI 6.19

1) Sia K un campo di numeri e X la sua chiusura algebrica su €. Dimostrare che:
1) Se a €C & algebrico su K allora a €K

2) Se f(x)EEﬁ[x] & un polinomio, allora f(x) si spezza su K in fattori lineari.

2) Sia a algebrico su K ed E un'estensione di K. Dimostrare che nei due casi seguenti il
polinomio minimo di a su X & anche polinomio minimo su E:

a) LE: K] & primo con il grado di a su K

g) E =K(s) con 8 trascendente.

3) Si consideri 1'estensione E::@(/E,/g). Determinare il grado dell'estensione su & e qua-

1i sono gli elementi di grado 2.

§ 7 COSTRUZIONI EUCLIDEE E NUMERI EUCLIDEIL

Vogliamo applicare la teoria fino ad ora sviluppata per risolvere alcuni problemi clas-
sici dell'antichitd, per dimostrare cioe 1'impossibilitd di effettuare alcune costruzioni
facendo uso solo-della riga e del compasso. Dobbiamo pertanto dare una definizione di '"co-
struzione con riga e compasso'" sufficientemente precisa da permetterci di operare con essa
e che nello stesso tempo sia la traduzione formale di cid che tutti intuitivamente intendia
mo.

I1 dato iniziale & un sistema di riferimento nel piano che per noi pud consistere sempli
cemente nell'assegnare un segmento unita, ciod due punti 0,U (come si vedra nell'esempio

7.2).

DEFINIZIONE 7.1 Una costruzione euclidea (con riga e compasso) & una successione

Kl’KQ’ ’Ki""’Kn’ dove Ki (£=21,2,...,m) € un punto o una retta o una circonferenza, ed
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in modo tale che siano verificate le seguenti proprietd:

1 . X . . . .
) Se K1 é una retta, allora Ki deve essere la retta per due punti distinti KS & Kt gia
costruiti (ciod s,t<17).

3 s . . :
) Se Kl € una circonferenza allora deve essere la circonferenza di centro KS e raggio il
segmento di i i gia iti iod J
g di estremi Ku’Kt’ dove KS’KM’Kt sono punti gid costruiti (cioé s.,u,t <17).
3) Se Ki € un punto Si possono presentare tre eventualitd: I) K. =0 oppure K.=U (i punti
2 1
dati inizi : i i i i
zialmente); II) Ki deve essere il punto di intersezione di due rette distinte K
e K, gia costruite (8, <¢)y II) K, deve essere uno dei due punti di intersezione di dué
circonferenze o di una ci i i3 i iog .
. una circonferenza e di una retta, KS’Kt’ gid costruite (cioeé s,t<17).
Cerchiamo di renderci conto su esempi che ladefinizione ha senso e che da una tradu-

: « am . .
zione formale di cio che intendiamo per costruzione euclidea.

Esempi 7.2 1) Un sistema di assi cartesiani di origine 0, unitd di misura OU & ottenibile
con una costruzione euclidea.

La successione per la prima costruzione é&: 0,U,r,C,D,C',C",E,1, dove r & la retta per i pun
ti O gd U; C & la circonferenza di centro 0 e raggio 0U; D & 1'ulteriore punto di interse~_
zione di ¢ ed r; C' é la circonferenza di centrc U e raggio DU; C" & la circonferenza di
centro D e raggio DU; E & uno dei due punti di intersezione di C' e C", 1 & la retta per

i punti E ed 0.

G

VA

c
CIH

\

o 4 2 @ = 5 N S .
2) La bisettrice di un quadrante € ottenibile con una costruzione euclidea. Per costruire
AN
la bisettrice di UOE si continu a uzi
ntinua 1 3 2 e :
t a costruzione precedente con ...,1,0,0"' ,G,s, dove F &
uno dei punti di intersezione di C ed 1 i
, quello appartenente al segmento OE,C'' & la cir-

conferenza di centro F e raggi - 3 i1 i
ggio DU; G € un punto di intersezione fra C'" e (C'; s la retta

per OG.
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Si vede bene in questo esempio come ogni passo della costruzione sia fatto tramite i pre-
cedenti, secondo la ricetta data nella definizione.
3) La parallela per un punto ad una retta data & costruibile con riga e compasso. (Si pud

ottenere con due perpendicolari!).

4) Dati due segmenti di lunghezza rispettivamente a e b si possono costruire con riga e com

passo segmenti di lunghezza at+b, a-b, a_1 etc. (si usi 3) ed il teorema di Talete!l).

DEFINIZIONE 7.3 1) Un punto P del piano si dice euclideo se compare in una costruzione

euclidea.

2) Un numero complesso a+ib si dice euclideo se il punto P=(a,b) di coordinate a e b (nel

sistema di assi associato ai punti 0,U inizialmente dati) & un punto euclideo.

TEOREMA 7.4  Un numero complesso o & euclideo se e solo se esiste una successione di cam=

pi @=FE. < Elg ...EEEm tale che
1) 0 €F
m
2 ‘.t E. g2 per g=0 o oslli=T
2) [bJ+1 TJ] g2 per g=0,1, si=1
Dimostrazione Supponiamo che il numero aza+1b sia euclideo ed indichiamo con Kl’KQ"'

K =P = (a,b) una costruzione euclidea per il punto P=(a,b) associato ad a.
gi tratta ora di costruire una successione di campi EO::@S Efz ... S En+1 soddisfacenti le
condizioni 1) e 2). Procederemo per induzione. Supponiamo di aver gia costruito il campo

EF. e facciamo vedere come da esso si costruisce il campo Ej+1' Consideriamo 1l'elemento Kj+1

della costruzione di P = (a,b): se Kj+l & una retta oppure una circonferenza poniamo Ej+l :Ej;

se Kj+1 & un punto di coordinate (e,d), poniamo Ej+1irﬁj(0,d) (1'estensione di-Ej con i nu

meri ¢ e d). Da ultimo poniamo E :Eﬁ(i) (estensione del campo E_ con 1l'unitd immaginaria

n+1

n
7). Poiché K, =p=(a,b), la costruzione data implica che a,b EE% :Eﬁ_l(a,b); inoltre 7T €E

n+l

quindi a=za+7hb€ekl e la condizione 1) € provata.

el

Per far vedere che D{fl :Uj] <?, per ogni J, procederemo ancora per induzione. Proviamo
+
innanzi tutto che se K. & una retta oppure una circonferenza allora la sua equazione carte

siana pud essere scelta con coefficienti in Ej' Sia per esempio Kj la retta per i due pun-
ti K, & K, s,t<j. Le coordinate di Ks e Kt sono nel campo Ej; per scrivere l'equazione
o

di K. si deve operare razionalmente sulle coordinate dei punti Ky e K, » secondo la ben no
e

ta formula della geometria analitica, e quindi tale equazione ha coefficienti in Ej' Analo
gamente se Kj & la circonferenza di centro il punto K/ e raggio il segmento di estremi K,»
Kt (s,u,t <J) una sua equazione si ottiene operando razionalmente sulle coordinate dei pun
gl Ks’Ku’K che sono in E .. Passiamo ora alle dimostrazioni di 2). Per 1l'estensione

T

= ) i . = 1 02 =
EnE;En+1-En(l) si ha [En+1 'En] 2 visto che 74+ 1=0.

Se K. & una retta oppure una circonferenza, allora Ej :Ej—l e quindi [Ej :Ej-l] =1x

e.
Se Kj & un punto allora si hanno tre casi. 1) Kj & il punto di intersezione di due rette

Ks’Kt (s,t<J). Da quanto visto precedentemente le equazioni di K_ e Kt sono a coefficienti
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in Ej pertanto le coordinate di Kj’ che si ottengono risolvendo un sistema di due equazio
ni di primo grado, si esprimono razionalmente tramite i coefficienti delle equazioni di

3 rdinate di K. sono d in F. indi £ .
KS e Kt’ le coo y unque in 3 e quindi FJ+1

:Ej’ da cuil ancora [EJ+1 Eﬁ] =
o) Kj ¢ uno dei punti di intersezione della retta Ks e della circonferenza K

£ Lst<J5 di
equazioni rispettivamente:

: :c2+y2+dx+eg/+f‘:o,

K. : axr+by+ec=0; Kt'

con asbscad,e,f'EE’i

per l'ossevazione che abbiamo preliminarmente fatto.

Le coordinate di Kj si ottengono dalla risoluzione del sistema delle due equazioni scritte;
se per esempio a #0 (analogamente si fa se b #0) sostituendo la x=-(b/a)y - ¢/a nella
equazione della circonferenza si perviene ad una equazione di secondo grado in y, del tipo
y2>+1ly+m=0, a coefficienti in Ej (le cui soluzioni forniscono le ordinate dei due punti
di intersezione di Ks e K

4> uno dei quali e Kj)' L'equazione y2+ 1y +m=0 & risolubile in

in questa eventualita

Altrimenti le radici Y, = (-1+V1%2-um)/2, Y, =(-1-V1%-um)/?2 sono nel

Ej se e solo se il corrispondente polinomio & riducibile su E.;

ancora F . =F ..
J+1 J

campo Ej(v 12 - um) i1 quale & un'estensione quadratica di Ej' E' subito visto d'altra parte

che Ej%l :EH(VZZ-—Mm); infatti, posto che il punto K. corrisponda all'ordinata Yq la sua
o
ascissa x :—(b/a)y - c¢/a appartiene, come y., al campo F.(V1%2-um), e chiaramente
il il il 7
,7+1 =F. (xl,y )—E (V12 - um) .

) KJ é uno dei puntl di intersezione delle circonferenze K ,K s,t<g

505K I1 ragionamento

é ora del tutto analogo al caso II), in quanto dal sistema:

a,b,e.,d,e ,fEEJ.

[x2+y2+ax+bg +e

22 +y?2+detey+f=0

si deduce subito il sistema equivalente
2+y?2+ar+by+ec=0
(a-d)e+ (b-2)y v e~ =0.

Per completare la dimostrazione del teorema, dobbiamo far vedere che se « Ebm—JFm 2

EE%):@ ed [Ej+1 :Eﬁ] £2 allora o & euclideo. Se a €@, & ben noto che la costruzione di
un punto sull'asse OU e con ascissa razionale si pud eseguire con riga e compasso. Procedia
mo allora per induzione; supponiamo di avere mostrato come si costruiscono i punti sull'as
se OU aventi per ascissa i numeri BEEEj e passiamo a costruire i punti che hanno ascissa

Y EFE Poiche [E. :E’J £ 2 segue che vy & algebrico su Ej di grado 1 o 2 (cfr. corollario

6.13%T18e il gradngi Y é 1, allora y'EEﬁ e si sa gid costruire. Se il grado di y & 2, es-
so verifica un'equazione del tipo x?+ax+b =0, a,bGEEj. Limitiamoci per brevita al caso

in cui y,a,b sono tutti reali, gli altri casi si riducono infatti facilmente a questo e 1i
lasciamo per esercizio. Si ha y=(-axva?-ub)/2, a?-ub>0 (se a?2-ub=0 allora aEEEj).

Costruiamo allora con riga e compasso un segmento di lunghezza a? -u4b (si sa fare visto che

.

T ———

—
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i i i iamo in figura, per
a2 -4bEE.), e successivamente usiamo la ben nota costruzione, che d g s P

ottenere il segmento OC di lunghezza Ya? - ub.

(0,7 a?-ub)=C

A=(-1,0) B=(a?-ub,0)

Da questo si costruisce facilmente il punto P sull'asse OU avente per ascissa y. Il teore-

ma & ora completamente dimostrato. VA

Un importante corollario del teorema 7.4 & il seguente:

- - k
COROLLARIO 7.5 Se a €€ é euclideo, allora a & un numero algebrico di grado 2, per un

opportuno naturale K.
Dimostrazione Tenendo conto della formula data in 6.12 si ha per la successlone di campi

B . 1
@ = E = .crE determinata da a (teorema 7.4), EE Q] 2° per un s opportuno. Per 1l corol

larlo 618 81 ha che a EE’ 8 algebrico ed il suo grado divide 7l , cioé & della forma 2 VA

Passiamo a dare alcune applicazioni del corollario 7.5.

1) Impossibilita di rettificare la circonferenza con riga e compasso. Il pro

gio 1 e quindi a costruire un segmen

APPLICAZIONI
blema si riduce a rettificare la circonferenza di rag

to di lunghezza 2m (ovvero m). Se una tale costruzione esistesse, per 7.6 seguirebbe che

& un numero algebrico (di grado Qk). La trascendenza di m (cfr. nota storica 3.&) implica
che tale costruzione & impossibile.

2) Impossibilita di duplicare il cubo con riga e compasso. Il problema & il seguente: dare

una costruzione con riga e compasso del lato di un cubo che abbia volume doppio di quello

di un cubo assegnato. Naturalmente si pud assumere che il cubo assegnato abbia lato unita-

rio, quindi il lato del cubo di volume 2 33/, Ma¥2 & un numero algebrico di grado 3, e
3 .

3 non & una potenza di 2, pertanto, sempre dal corollarioc 7.5, segue che non sl puo costru
ire con riga e compasso un segmento di lunghezza.%ﬁf.

3) Impossibilitd di costruire con riga e compasso i poligoni regolart con 7, 9, 11, 13 Latt.
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Discussione generale del problema. Ci proponiamo qui di discutere il seguente:
PROBLEMA 7.6  Per quali numeri interi n & possibile costruire con riga e compasso il poli

gono regolare di n lati?

Questo problema & detto problema della ciclotomia, dal greco ky/klos 'cerchio' e tomé 'taglio!,

Consideriamo nel piano la circonferenza di centro O e raggio OU e simultaneamente iden-
tifichiamo, tramite il riferimento assegnato, i punti del piano con i numeri complessi.
Supponiamo che la circonferenza sia divisa in 7 parti uguali, e a partire dal punto U= (1,0).
I punti di divisione che sono anche i vertici del poligono regolare con # lati, hanno per

argomento: 0,2m/n,2°2n1/n,3°21/n,...,(n-1)21/n; essi si rappresentano come numeri comples-

si nella forma: cos (k 2n/n) +Z sen (k2n/n) k=0,1,...,n-1. Indichiamo con € = cos 21 /n +
+7 sen 2m/n; per la ben nota formula si ha che ek = cos (k 2n/n) +Z sen (k 2n/n). I vertici

del poligono regolare di n lati si scrivono quindi, sotto forma complessa, con le potenze

2 3 n-1 n v . s a .
Esti 5E e s sE ,€ =1, e la possibilita di costruire con riga e compasso un tale poligono

¢ equivalente al fatto che il numero e sia euclideo.

: k . . n ;
I1 numero € e le sue potenze € (k=0,...,7-1) sono soluzioni dell'equazione x -1=0 (in-
k" n k : n £ z
fatti (¢7) =(e’) =1) e sono radici distinte, quindi # -1=TT(x-€ ). In particolare €
=1
€ un numero algebrico. Per quali numeri 7 il numero € =cos 2m/n + % sen 27/n & anche eucli-
deo? Il corollario 7.5 ci riconduce a studiare il grado e quindi il polinomio minimo.

I1 numero n si scrive in modo unico, mediante la fattorizzazione in numeri primi, come
k k k
n=p l~p 2...p r (p.. primo).
1 2 r 1 1
Cominciamo a discutere il problema nel caso n=p , con p primo; vedremo in seguito (osser

vazione 7.11 e corollario 7.12) come da questo si deduce il caso generale.

k

k ; 5 W I S ! ;
Caso n=p , con p numero primo. Il polinomio x -1 :xp -1 € riducibile e si fattoriz-
za in:

k k-1
P —1:(.70p

1

-1 p-1 k-1 p-2 k-1 k-
+...+(xp )+1]:(mp -1) (_Fk(x)
p

k
1) [Py o+ )

ove ka(x) denota il secondo fattore (tra parentesi quadre).
p k=1 _
Proviamo che ¢ & radice di CP k(x). Infatti eF = cos (pk
p k k-1
= cos 2n/p +1 sen 2n/p #1, quindi da 0= £ -1:=(F = 1)(10 k(e) si ha CF k(e) =0,
p p

1 27r/pk) + 7 sen (pk_1 21r/pk) =

Proviamo ora che (x) & irriducibile sui razionali. Poich® non possiamo fare direttamen-
k

p .
te uso del criterio di Eisenstein, eseguiamo il cambiamento di variabili x=Yy+1, ottenen-

p-2 k-1
toot [P ]

k=1 p- =41
do il polinomio g(y) =g k(y+1) = [(y+1)p ] + {(y+1)p ]
k-1 g
7z
+) a.y .

=1
:y(p )p ) ;
i<(p-1)p~ *
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= ; ~ 25 el el fedand Sai
se g(y) & irriducibile tale € anche ¢ k(x). L'idea & quindi di verificare le condizio

criterio di Eisenstein sul polinomio g(y). A tal scopo premettiamo il seguente:

s
: ; ; 5 ; : . Nel-
LEMMA 7.7 Sia p un primo, s un naturale e si consideri la potenza: (x1 + 5 +:L'm)p '
& o o . o . . o . o . o . o er tpanne uezzl
1'espansione tutti i coefficientr det monomi nelle xj sono divisibilt per p q

deglt (:c.)pS che valgono 1. (Rinviamo la dimostrazione alla fine del paragrafo, per Gan per
T

dere troppo il filo del discorso).

k-1 k
= _— . Pog=
Sostituiamo, nell'espressione (£ -1)= (o = 1)c]D k(x), x=y+l; si ha: (y+1) 1
k-1 b .
= [(y—l)p = 1]g(y). Facendo uso del lemma 7.7 possiamo scrivere:
k k k-1 k-1
(y+1)F -1=94F +ph(y); (y+1)P -1:=4  +ply)
con h(y) ed L(y) polinomi a coefficienti interi. Sostituendo si ottiene:
k k—-1
WF +pry)) =GP +ply)gy)
cioe
k k-1
yp :yp g(y) +pr(y), ove si & posto r(y) =1(y)g(y) - Aly).
T_
Sostituendo in quest'ultima relazione 1l'espressione di ¢(y) si ricava: qu‘l)pk_l ay =

.. i s : > . Py cEaE-
= -pr(y), da cui si deduce che tutti i coefficlentl a, del polinomio g(y) (escluso i c
ficiente direttore) sono divisibili per p. Per poter applicare il criterio di Eisensteln

2 . o F
: A ) e 5
si deve ancora provare che il termine costante non € divisibile per p°~. Calcoliamo esplicil__

tamente tale termine costante che risulta uguale a g(0):

k-1 p-2 k-1

k-1_p-1
i +fo+)P ] o+ ... [(o+1)P

g(0) = [(o+1)P ] l1+1=p

I1 polinomio g(y) & pertanto irriducibile.

: % ; : o fi _ .
Concludendo: il polinomio <f) k(ac) 8 il polinomio minimo (su @) del numero € = cos 2m/p
p

+7 sen 21T/pk e quindi:

; . k-1
COROLLARIO 7.8 € =cos QTr/p]< + 1 sen 27r/pZ< & un numero algebrico di grado (p-1)p .

Proviamo ora il seguente:

K4 ko os ) llora o p =2 oppure se p#2 st
COROLLARIO 7.9 Se e =cos 2n/p +%sen2n/p & euclideo a L p pp

deve avere k=1 e p deve essere un primo della forma p=2" +1.

Se £ & euclideo, il suo grado deve essere una potenza di due (cfr. corol-

lario 7.5), cioé (p—l)pk_1 = Qt, con t opportuno. Se p # 2 allora si deve avere k-1=0,

L,

Dimostrazione

1]

. t o .
cioé k=13 inoltre p-1-= Qt %a cui p=2~+1. Scriviamo il naturale ¢ nellamforma t

l

con L dispari, si ha: p=2 +1. Poniamo per comoditd di notazione, 2° =a ed
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! 4 ; : : . - -
osserviamo che a + 1, per . dispari, si fattorizza: aZ +1:(a+1)(aZ 1-—aZ 2+ ceet+1). Per-

ché az-+1 sia un primo si deve avere o @ =0 oppure Z=1. Nel nostro caso a non & nullo e
m
quindi 7 =1. Segue quindi che p :22 +1. VA

m

; 2 - . . 5 ,
T numeri della forma 2° + 1 si chiamano numeri di Fermat, dal nome di

Osservazione 7.10
colui che per primo 1i introdusse. Essi non sono necessariamente numeri primi. Per
m=0,1,2,3,4 si hanno rispettivamente i numeri: 3, 5, 17, 257, 65537 e sono primi.
Nel 1732 Eulero dimostrd che per m =5 non si ottiene un primo, infatti 22 +1 =641 x6700417.

E' stato dimostrato in seguito che per:
m=6,7,8,9,11,12,18,23,36,38,73

i numeri corrispondenti non sono primi.

N . B0t A1 G s s ; ol i
Non e attualmente noto né se esistano infiniti numeri di Fermat primi, né se 1 numeri di

Fermat che non sono primi siano essi infiniti.

Osservazione 7.11 Sia n=hk,con h e k primi fra loro. Se si possono costruire con riga

e compasso 1 poligoni con % e k lati allora si pud costruire con riga e compasso anche il
poligono di »n lati.

Dimostrazione Sia €, = cos 2n/h + 7 sen 2n/h, g4, = cos 2m/k + 7 sen 2n/k e siano a e b due

interi tali che ak +bh =1 (essendo % e k primi fra loro tali interi esistono e si possono

trovare facendo uso del metodo di Euclide delle divisioni successive). I numeri

EZ zcosa?2n/h+17sena?2n/h; 52 =cosb 2n/k+ 7 sen b 2n/k

si possono costruire con riga e compasso a partire da € ed €5 pertanto il prodotto

a s s .
€," € Si pud costruire anch'esso con riga e compasso.

Dal calcolo: eZ e Ei =cos (a/h +b/k) 2m + 1 sen (a/h +b/k) 27 = cos 2n/h + < sen 2u/h = e, segue la
tesi. VA
I1 corollario 7.9 e l'osservazione 7.11 permettono immediatamente di dedurre una condizio-

ne necessaria affinche la risposta al problema 7.6 sia affermativa, nel caso generale di
kl kQ k

i
Vl:pl p2 ...pr s pl,pQ,.

-sP,, primi. La riassumiamo nel seguente:

COROLLARIO 7.12  Se un poligono di n lati é costruibile con riga e compasso allora tutti

ok

1 primi dispari della fattorizzazione di n devono essere primi della forma 2° +1 e devo-

no apparire con esponente 1 (nella fattorizzazione medesima).

Segue subito, tenuto conto dell'osservazione 7.10, che non si possono costruire con riga

e compasso i poligoni di 7, 9, 11, 13 lati.

Osservazione 7.13 La condizione enunciata & anche sufficiente (fu dimostrata da Gauss nei

- -
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suoi lavori sulla ciclotomia). Noi la proveremo come conseguenza della teoria di Galois che

svilupperemo in seguito (cfr. §11, pagina u42).
Prima di concludere questo paragrafo diamo la dimostrazione del lemma 7.7.

Dimostrazione (di 7.7) Procediamo per doppia induzione su s ed m.

a) Sia s=1 ed m=2, siamo cioé nel caso:

, 1 -1 /p o
(x1+x2)p:2p (p) x]zxg h:xﬁ*}-f ( .’,C]Zx‘p h+xp.

2 2

h=0 \h h=1 \h
I1 numero ( >2:(p(p-1)2)/(h!(p-h)!) & un intero, quindi i fattori primi del denominatore de
h

vono tutti cancellarsi con fattori primi del numeratore. Per 1<h<p-1 si ha A<p, p-h<p
e poiché p & primo segue p *h! e p f(p—h)!.
I1 denominatore h!(p-h)! deve quindi cancellarsi con fattori di (p-1)! e ((p-1)!)/(A!(p-A)!)

é un intero. Pertanto p ‘( ) ed in questo caso 1l lemma & provato.

b) Usiamo ora 1'induzione su m, e per s =1:

z )P = P b + termini con
+...+ucm) -[(x1+x Foman +3cm_1) +x§l ermini

2 +xm_l)+xm]

= TE_.F e
(xl«rx (x1

3 2

coefficiente multiplo di p (questo per quanto provato in a)). Per induzione

(xl-fx2+ ot

lemma € provato per 8 =1 ed m qualunque.

+xm_1)p :x€-+...-+x§_l~ftermini con coefficiente multiplo di p, e quindi il

c) Usiamo infine 1'induzione su s.

8 $=1 p 8-=1 g7, s=1
P o= b = c Footadd +Y a.]?
(zg+@,+ ... 42) -[(xlﬁ—x2+ oo tx) ] [xq +J€ = z 1]
i
ove si sono indicati con a. i monomi dell'espansione di (xl-fx2-+...-fxm)p che contengono
almeno due fra gli xl,...,xm, fra loro distinti.
s-1 s-1 8- p s s
i p p il g
L= 550 +) a.+ termini con coefficiente
[xq +x€ +...+x§ +] a;) xﬁ +x€ - ta ) a;

multiplo di p (questo segue da quanto provato in b)). Per 1l'ipotesi induttiva su s, 1
coefficienti dei termini a, sono tutti divisibili per p, quindi lo stesso vale per i coef-

ficienti di (ai)p ed il lemma & completamente provato. VA

ESERCIZI 7.13 (Costruzioni con riga e compasso)

1) Dato un angolo costruirne la bisettrice.
2) Costruire i poligoni regolari con 3,4,5,6 lati.
3) Costruire il poligono regolare di 15 lati.

4) Dato il tetraedro (piramide a facce triangoli equilateri) di volume 1, € possibile

costruire con riga e compasso il suo lato?
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5) Data un'ellisse di semiassi a e b, costruire i fuochi.

6) E' possibile costruire un quadrato di area pari a quella dell'ellisse di semiassi a e b,

con a e b razionali?

Per ulteriori esercizi sulle costruzioni si consiglia il testo di F.Enriques-U.Amaldi:
Elementi di Geometria ad uso delle scucle secondarie, Parte II - Edizione Zanichelli Bolo

gna, 1956, pagine 113-128.

§ 8 ISOMORFISMI

DEFINIZIONE 8.1 Sia £ un campo (di’ numeri). Una funzione o :E >, definita su £ ed a va-
lori complessi si dice un Zsomorfismo se:

i} o(a+b)=o(a)+o(b); a,bEE

ii) - o(a +b)=0a(a)o(b); a,bEE

05 S o : ; .
iii) o(a), al variare di a in E, non assume solo il valore nullo.

Dall P : ) ., N . . ¢ = ;
lla definizione 8.1 discendono subito alcune proprietd elementari Suglil 1somorfismi:

PROPRIETA' 8.2 Sia 0 : £+ un isomorfismo, allora:
1) o(1) =1

2) Se a#0 allora 5(a) #0 e o{a™1)=o(a)?

3) 0(0)=0 e o(-a) =-o(a)

4) Se a#b allora o(a) #a(b)

Dimostrazione 1) 8ia a €F un elemento tale che o(a)#0 si ha o(a)=oc(a- 1 =o{a)o(1); da
cui, moltiplicando per c(a)™ si ottiene 1=o0(1).

2) 1=0(1) =o(aa™t) =s(a)o(a™) da cui s(al)=0(a)! e quindi anche o(a) £ 0.

3) 0(0)=0(0+0)=0(0)+0(0), sottraendo ¢{0) si ha 0=0(0). Incltre 0= o(0) =o(a~-a) =
=o(a)+ao(-a), da cui o(~a) = ~o(a).

4) Se a#b allora a-b#0 e v(a-b)=0(a)~-o(b)Z0.%

Esempi 8.3 1) E=¢, 0 : > C 1l'applicazione di coniugio che associa ad ogni complesso a

il suo coniugato a.

2) E=@(/n), m numero razionale non gquadrato, ¢ : E~+ ¢ definita da o(a +bvm) =a - bvm.

In seguito ci sard utile la seguente:

PROPOSIZIONE 8.4 Sia o : E>C un isomorfismo e sia E-:E[x]—>€[¢] la trasformazione defini

— 7 7 3 o - - o S
ta da o} aw) =] olay)a’. 5i ha: o(f+g)=3(F) +3(g) e 3(fy) = a(Halg), frgeF[z].
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Dimostrazione  Segue immediatamente dalle proprietd degli isomorfismi e dalla definizione
di somma e di prodotto per gli anelli di polinomi.W

Sia o: E+ € un isomorfismo e supponiamo che il campo I sia un'estensione di K : KSI'. Possia
mo allora restringere 1'applicazione ¢ a K :0 LK: ?:.K*-@; evidentemente la restrizione 9 &

un iscomorfismo. Si pone quindi la seguente

DEFINIZIONE 8.5 Si dice che 0 : E~ ¢ estende 1'isomorfismo ?: K-> se F & un'estensione

di K e o], =¢.

Osservazione 8.6  Poichd ogni campo di numeri E & un'estensione dei razionali (cfr. propo-
sizione 2.u4), possiamo chiederci: se 0 : L+ & un isomorfismo, qual'é la sua réstrizione a
@? Sappiamo gid che ¢(0)=0 e 0(1) =1, da cui segue 0(2)=c(1+1) =o(1)+0(1) =2; 0(3) =
=6(2+1)=3; ..., e quindi o(m)=m per ogni intero maturale. La 3) delle proprietd 8.2 ci
permette di dire che o(m) =m per ogni intero relativo. La 2) ci permette di dire che

olp/q) =p/q, P,q interi, q # 0; infatti o(p/q) = g(pq1y=0(p)o(q)L =pq~l. In definitiva o
ristretta ai razionali & 1'identitd. Ossia o estende 1'identitd di @, ove per identita di

@ si intende l'applicazione §-C che associa ad ogni razionale 1l numero stesso come elemen
to di €. Pid in generale se K & un campo di numeri (e quindi K= ) si chiama identita di K

1'iscomorfismo 1k : K+ che associa ad ogni a€ X 1'elementc stesso (€ 0C).

DEFINIZIONE 8.7 Sia KSF un'estensione. Si dice che 1l'isomorfismo o :E~>C & un tsomerfi-
smo di E su K, ovvero un K-isomorfismo se la restrizione di o a K & 1'identita di K,

Da quanto abbiamo appena visto si ha che ogni isomorfismo O :E>C 3 un isomorfismo su €.
Quest'espressione & effettivamente piuttosto ambigua dato che la si pud confondere con il

concetto di applicazione su, ciod surjettiva, con la quale perd non ha nulla a che vedere.

PROPOSIZIONE 8.8 Se E & un campo e 0 e T sono due suot isomorfismi, allora l'insieme

a . o .
K={a€cE { o(a)=1(a)} & un campo. In particolare E ={aeE 1 o(a) = 1p(a) =al & un campo.
Dimostrazione Si hanno le seguenti verifiche immediate: se a,b€E g{a-b)=o0(a)-o(b) =
= 1(a) ~t(b) = t(a-b);o(ab1) =o(a)o(b) L = t(a)t(b) L= 1(ab7!). Segue che a-D, ablek,
il che & sufficiente a concludere che K & un campo. W

La proposizione 8.8 si estende subito a pid di due isomorfismi.

17

Osservazione 8.9 Se K & un campo e 0 & un iscmorfismo allora o{(K) = {o(a) | a €K} & un cam

po. La verifica & immediata. .

PROPOSIZIONE 8.10 . Se E=2K & un'estensione e se 0 : E~+(C & un isomorfismo allora o(E) =2 0(K)

é una estenzione. Inoltre se [E: K] =n allora [O(E): G(K)] = n.
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Dimostrazione La prima affermazione & ovvia per 1'osservazione 8.9. Sia Vysee.5V, una

base di F come spazio vettoriale su K, proviamo che 0(01),...,0(vn) é una base di o(E) su
0(K). Un qualunque elemento di o(E) & della forma o(a) con a€E; scritto a =) kivi’ kie K,
si ha che o(a) :z O<ki)0(vi)' Inoltre quest'espressione & unica poiché o(a) :2 O(hi)g(vi)’
hiEEK allora o() kivi) =gf}) hivi)’ da cui ) kivi =) hivi e quindi ki =h;, perché i v, so-

no una base di E su K.W

Per gli isomorfismi vale il seguente fondamentale

TEOREMA 8.11 SZa K< E un'estensione, con [E :K] =n, e 8ta cF:K—>$ un'tsomorfismo. Esisto

no allora esattamente n isomorfismi distinti a 50 : E> ¢ che estendono ¢

ELPTRRR

Dimostrazione Ci proponiamo di dimostrare il teorema per induzione a partire dalla seguen

te osservazione. Un'estensione finita KXCE si pud sempre ottenere per succcessive estensio
ni algebriche semplici, cioé esiste una catena di campi K::KOEEKlg ...EEKn =E, con K.=

_Kt—l(ai)’ aiE E, 7=1,...,n. Basta infatti, per esempio, assumere che a s, siano una

1Y
base di £ su K (cfr. proposizione 6.16). Gli elementi a. sono tutti algeérici su K (corol-
lario 6.13) e quindi a. é algebrico su K(ai—l)' L'induzione che vogliamo usare & basata su
1°) Siano K F=FE tre campi. Se il teorema & vero per KSF e per F=E allora & vero per
KcE.

2°) Se K= K(a) & un'estensione algebrica semplice allora il teorema & vero (base dell'in-
duzione).

Chiaramente dall'osservazione fatta segue per induzione che il teorema & vero per ogni
estensione finita, non appena avremo provato 1°) e 2°). La dimostrazione di 1°) & piutto-
sto formale. Sia m2=[F :K] e kZZ[E :F]. Allora [E :Kl =mek (cfr. 6.12). Se ¢ :K~>C ¢ un
isomorfismo e se il teorema & vero per K< F, ¢ si estende esattamente in m modi:

Tpseensdy : F~>({. Consideriamo ora 1l'isomorfismo 0 F>¢ (Z=1,...,m); se i1 teorema & ve
ro per FSE allora o, si estende esattamente in k modi: Oil’GiQ""’Oik :E~>C. Al variare
di 7 otteniamo m+ k =n isomorfismi di E che estendono o Verifichiamo infine che questi
sono tutti e soli i possibili modi di estendere Q- Supponiamo che ¥ : E+C sia un isomorfi
smo che estende ¢ e indichiamo con y la restrizione di ¢ ad F; y estende ¢ ad F e quindi
deve essere uno del(&,...,Om (percheé il teorema & supposto vero per KSF), quindi Y-:oj

per un J opportuno. Dovendo y estendere yi%c. deve essere uno dei Ojk. Passiamo a dimostra

re 2°). Sia a algebrico su K e sia f(x) :z kixl il suo polinomio minimo (di grado 7).
=0 H=1 :
Ricordiamo che gli elementi di K(a) si scrivono in modo unico nella forma ¥ h-aJ, hjEEK
: j:o
(cfr. 2) del teorema 4.10), e che [K(a):<K]: n (cfr. esempio 6.9).
n-1 .
Osserviamo che, se o : K(a) > estende @ : K(a)~€, allora: per ogni elemento z h.ate K(a)
- J
=1 & =1 & n—4d J=0
risulta U(z h.at) = 2 o(h )o(a Z q(hj)c(a) e quindi 1'isomorfismo ¢ & determinato
J=0 J=0

L\
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dalla formula scritta, non appena sia noto il valore o(a). D'altra parte o(a) deve essere

n 3
una delle radici del polinomio f(x) —z ?(k )x , in quanto OZG(O)-—O(%_O kia ) =
=0 =
:2 o(ki)o(a) 2 Pk, Yo ()’
= £=0
La 2°) resterd provata non appena si sia fatto vedere che

i) Data comunque una radice o del polinomio f(x), 1'applicazione o : K(a)~> (€ che associa

H=1 5 n=1 i
all'elemento ) h.a® l'elemento X Cp(hj)a & un isomorfismo ed un'estensione dl(?
J=0 N J =0
ii) I1 polinomio f(x) ‘z @(k )e* ammette n radici distinte.
7.=0

Per provare i) occorre fare le seguenti verifiche: o(u+v)=o(u) +o(v); a(u+v)=o(u)a(v).

La prima & ovvia. Per la seconda siano:

n-1 =
w=) hal =h(a) 3 h(x) :Z hx‘jEK[]
Jj=0 J=0
=1 7=l 7
v=Y t.d=tl@) 3 tx)=] ta €K[z]
J=0 J=0 -l ‘
La rappresentazione canonica di u v & data da u-+v :Z r.a¥ =r(a), dove r(x) & il resto

.
della divisione del polinomio A(x) « t(x) per il polinimio minimo di a, f(x); vale quindi
1'identitd A(x)t(x) = f(x)q(x) +r(x). Dalla proposizione 8.4 si vede che questa identita
fra polinomi si conserva se sostituiamo ai coefficigﬁ?i,ﬁghe sono Egtti Ep K, A coeffi?ieg
ti stessi trasformati per ¢- Vale quindi 1'identita A(x)t(x) = f(x)q(x) +r(x), dove si €
indicato con soprassegno il trasformato del polinomio mediante @ Sostituendo o ad x si

ottiene h(a)t(a)“f(u)q(a)-+r(a)"r(u) e quindi la tesi visto che h(a)"o(u) t(a)::o(v),

y(a)=c(ue+v) (per la definizione stessa di o) ed f(a): 0. La verifica poi che o estende

@ & banale. g

Per la ii) osserviamo innazi tutto che il polinomio f(x)-—E q(k )x ¢ irriducibile.
=0

Infatti, se cosl non fosse, dovrebbe essere:
n ; 8 4
z ?(k.)x :(2 (?(m-)x )(z q(n )x), con 8,t<n.

Poiche ? ¢ un isomorfismo, risulterebbe f(x)-z k %t "(2 me )(z n, o ) e questo & assurdo

in quanto f(x) & irriducibile su K. Le radici di f(x) sono tutte distinte in quanto sussi

ste il seguente lemma, che dimostreremo fra breve.

LEMMA 8.12 Se g(x)EEK[x] & un polinomio irriducibile sul campo K allora tutte le radict

di g(x) sono distinte.

I1 teorema 8.11 & pertanto completamente provato.W

Per poter dare la dimostrazione di 8.12 dobbiamo premettere alcune definizioni e lemmi.
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k :
7
DEFINIZIONE 8.13 Se g(x) :Z mix € K[m] chiamiamo derivata di g(x) il polinomiogykx) =
m : =0
. - "
:z 1mix 1. (Questa € naturalmente 1'usuale derivata dell'analisi).
=1
Vale,come & ben noto, la formula di derivazione del prodotto (fi(x)g(x))'=F"(x)g(x) +

+ Fla)g " (x ).

LEMMA 8.14 Le radiei multiple di un polinomio g(x) sono tutte radici del polinomio g ()

e quindi del massimo comun divisore di g(x) e g'(x).

Dimostrazione  Supponiamo g(x) :(x-a)kh(x), k> 1. Derivando si ha: g'(x) Zk(x-u)knlh(x)+

+(x-—a)kh'(x), da cuil g(x):(a:—a)k_ll(x), k-1>0 e questo prova che a & radice di g'(x).
D'altra parte (x-a)k-l divide sia g(x) che g'(x) e quindi divide il loro massimo comun di
visore.W B
I1 discorso usato per provare il lemma 8.14 & fatto essenzialmente per i polinomi a coef-
ficienti complessi, ed il massimo comun divisore & da intendersi in questo senso; a noi in
teressa qualcosa di diverso; poiché se g(x)(EK[x] anche g’(x)EEK[x], vorremmo considerare

11 loro massimo comun divisore come polinomi di K|x|. Fortunatamente sussiste il seguente:

LEMMA 8.15  Siano f(x),g(x) €K[x] e sia KS E un'estensione. Il massimo comun divisore di
f(x), g(x) come polinomi a coefficienti in K é uguale al massimo comun divisore di f(z) e
g(x) come polinomi a coefficienti in E. In altre parole il massimo comun divisore wnon di-—

pende dal campo.

Dimostrazione I1 massimo comun divisore si ottiene tramite il metodo delle divisioni suc
cessive (cfr.4.9), metodo che non fa intervenire il campo E ma solo K, e quindi d3 un ri-

sultato indipendente dall'estensione F2 K.W

Siamo ora in grado di provare i1 lemma 8.12.

~

Dimostrazione di 8.12  Se g(x)EEK[x} € irriducibile sul campo K esso non ha radici multi-
ple. Infatti se g(x) avesse radici multiple queste sarebbero anche radici del massimo co-
mun divisore h(x)E.K[x] di g(x) e g'(x). Segue che A(x) & di grado almeno 1 e divide g(x).
Ma g(x) € irriducibile su K e quindi A(x) =g(x). Poiché A(x) =g(x) divide g'(x) si pervie
ne ad un assurdo: infatti il polinomio g'(x) ha grado inferiore a g(x) ed & non nullo (i;

terviene qui il fatto che lavoriamo su un campo di caratteristica 0, i complessi).W®

Osservazione 8.16 I1 ragionamento fatto per provare 8.12 non funziona in caratteristica
p # 0 poiché in tal caso pud aversi g'(x) polinomio nullo, essendo g(x) un polinomio non
costante. Un'analisi di questo fenomeno da luogo alla teoria pill generale sulle estensio-

ni separabili per le quali la teoria fino ad ora sviluppata continua a valere.

Osservazione 8.17 Sia K(:K[a] =E un'estensione algebrica semplice e sia f(x) il polinomio

-
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ninimo di @ su K. Nel corso della dimostrazione del teorema 8.11, abbiamo visto in parti-

colare come le radici di f(x) siano in corrispondenza biunivoca canonica con gli isomorfi
smi di F su K. Quindi per lo studio di questa estensione, e quindi dell'equazione f(x) =0,
possiamo prendere di mira uno dei due seguenti oggetti: radici o isomorfismi. Il passaggio
dalla considerazione delle radici a quello degli isomorfismi & tipico dell'algebra astrat-
ta e possiede il seguente vantaggio fondamentale: gli isomorfismi di E su K dipendono solo
dall'estensione e non dal particolare elemento a per cui E=K(a). Vi sono infiniti elemen-
ti a€E di questo tipo ed i loro polinomi minimi sono essi stessi infiniti. Un'analisi di

tutti questi polinomi & molto pil complessa che non un'analisi globale dell'estensione

E2K fatta tramite gli isomorfismi di EF su K.

Per sviluppare la teoria di Galois prenderemo pertanto il punto di vista degli isomorfismi,

anche se questo non & il punto di vista con cui & stata originariamente costruita la teo-

ria stessa (cfr. i paragrafi 17, 18, 19).

Per finire questa discussione diamo un ultimo corollario

COROLLARIO 8.18 Sia K<FE un'estensione di grado finito n; a€E; m <l grado di a su K;
f(x) 21 polinomio minimo di a su K; A=A 50550050050, le m radict di f(x); 015055 ene50,
gli n isomorfismi di E su K. Allora, glt elementi ol(a),OQ(a),...,Gn(a) sono esattamente

le radiet a Ay evesps etascuna contata n/m volte.

1)
Dimostrazione  Sappiamo che m[n (cfr.?2) dal corollario 6.13); sappiamo inoltre che gli

isomorfismi © <50, estendono gli isomorfismi ql,...,qm di K(a) su K ed ogni P; € este-

ERE
so esattamente da n/m fra i o; (cfr. la dimostrazione di 1°) nel corso della dimostrazio-
ne del teorema 8.11). Per quanto osservato in 8.17 i P, corrispondono biunivocamente alle
radici di f(x) quindi, pur di scegliere gli indici coerentemente, possiamo assumere che

?i(a) =as da cid segue che O(a)iiai per gli n/m isomorfismi o che estendono ?i.@

ESERCIZI 8.19
1) Sia K=E(s), con s trascendente. Determinare gli automorfismi di E su K (suggerimento:
considerare le trasfromazioni s~»as+b/ecs+d).

2) Sia E::K(sl,SQ,..

che esistono infiniti K-isomorfismi di E (suggerimento: procedere come nel teorema 8.11).

.,sm) e supponiamo che 1'estensione E non sia algebrica su K. Provare

8) Usando 8.18 si determini per ciascuna delle seguenti estensioni un elemento che le

generi:

0(/2, V3, /5); V2, /5); @(¥2, ¥5).
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§ 9 LA CORRISPONDENZA DI GALOIS

Passiamo ora alle applicazioni del teorema 8.11.

Sia KSE un'estensione finita di grado [E :K]:=n; sappiamo che gli isomorfismi di F che

estendono 1l'identitd di K sono un insieme finito con % elementi.

Notazione 9.1  J(E/K) denota 1'insieme degli isomorfismi di F su X.

Se consideriamo un campo intermedio F, cio@ KCFCE, 1'insieme J(E/F) & chiaramente un sot
toinsieme di J(E/K) in quanto ogni isomorfismo di E che estenda 1'identitd su F & in par-
ticolare un'estensione dell'identitd su K. Abbiamo quindi una corrispondenza che associa
ad ogni campo intermedio F un sottoinsieme di J(E/K) : Fv>J(E/F). Viceversa sia

T'= {tl,...,tS}CiU(E/K), ad esso possiamo associare un campo intermedio definito da:

E’T: {ecE ] ti(e) e V tiET} (la verifica che ET & un campo e che KEETEE’ 8 immediata).
Abbiamo quindi un'altra corrispondenza che associa ad ogni sottoinsieme T'CJ(E/K) un cam-

po intermedio: T“F*ET. Le due corrispondenze sono legate dalle seguenti relazioni:
1) Te 9(E/ET), 2) F=8 E/F),
T

La 1) é immediata conseguenza della definizione di E

Per la 2) si ha intanto 1'inclusione ovvia FEEEJ(E/F). Per provare 1'uguaglianza ragionia

mo cosl: prima di tutto [E :Eﬂ :]U(E/F)I (efraB:14) (IT[ indica il numero degli elementi
dell'insieme finito T). Inoltre esistono almeno ]U(E/F)l isomorfismi distinti di E su
EJ(E/F), esattamente gli isomorfismi di ¢(E/F). Quindi [E :EJ(E/F)] ZIQ(EVEU[ :[E,Eﬂ (cfr.
teorema 8.11). D'altra parte [E: F]: [E :EQ(E/F)][EQ(E/F) :F]
mente avere [Eg(E/F) :F] =1, ciod g7 (E/E) =F. W

La relazione 2) ci dice che, se ad un campo intermedio F associamo il sottoinsieme corri-

> © quindi si deve necessaria

spondente J(E/F) e a questo sottoinsieme associamo il campo intermedio Eg(E/F) otteniamo

il campo di partenza.

Quanto detto fino ad ora si pud riassumere nella:

PROPOSIZIONE 9.2  La corrispondenza F~J(E/F) é una corrispondenza biunivoca fra © cam~
pt intermedi KS FESE e particolari sottoinsiemi dell'insieme J(E/K).

COROLLARIO 9.3  Esiste solo un numero finito di campi intermedi F fra K ed E.

Dimostrazione Basta osservare che il numero dei sottoinsiemi di un insieme finito & fi-

nito. W

Una bella applicazione di questo corollario & la Seguente:

PROPOSIZIONE 8.4  Ogni estensione di dimensiome finita é un'estensione semplice.

Dimostrazione  Per la proposizione 6.16, ogni estensione K SE di dimensione finita & fi-
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nitamente generata, cioé EZIK(al,...,aS), con aiE E algebrici su K (cfr.6.13). Cerc?iamo
ora di ridurre ad 1 il numero dei generatori. Basta dimostrare allora che un'estensione
generata da due elementi & semplice e il risultato segue per induzione.

Sié E=K(a,b), a,b algebrici su K. Per ogni intero h consideriamo il campo Eh::K(a-f?b?.
Ogni Eh 3 un'estensione semplice intermedia fra K ed E. Poiché vi & solo un numerp fl?lto
di campi intermedi, per almeno due interi distinti h e k deve aversi Eh::Ek. In partico-
lare a+ kb€ K(a+hb) e quindi (a+kb) - (a-hb)=b(k-h)€K(athb), da cui si ricava
b=b(k-h)/k-heK(a+hb), inoltre a= (a+kb)-kb€ K(a+hb). In definitiva, poiché
a,b€EK(a+hb), si ha che K(a,b)<sK(a+hb), ma K(a+hb)s K(a,b) e quindi a + kb genera

K(a,b).vA

§ 10 ESTENSIONI GALOISSIANE

Consideriamo la proposizione 9.2 e poniamo la seguente domanda: quali sono i possibili
sottoinsiemi di #(E/K) che vengono a corrispondere ai campi intermedi? Il sottoinsieme ri
dotto al solo elemento lEZZJ(E/E) 8 il corrispondente del campo intermedio E; tutto l‘in-.
sieme F(E/K) & il corrispondente di K. Vi sono a priori molte restrizioni perché un sottoin
sieme TCU(E/K) sia della forma J(E/F), per esempio il numero degli elementi di un tale
sottoinsieme deve dividere il numero degli elementi dell'insieme (cfr. 6.12).Una risposta
assolutamernte soddisfacente la otterremo per quelle particolari estensioni che si chiama-

no Galoissiane e che passiamo a definire.

DEFINIZIONE 10.1 Un'estensione KSE si dice Galoissiana se per ogni q)EU(E/K) si ha

CP(E)E E.

Osservazione 10.2 Sia @EEU(E/K) tale che ?(E)E.E. Inoltre @(K) = K perché P estende 1'iden
+itd di K; quindi, per la proposizione 8.10, si ha B?(E): K]: LE: K], da cul segue che

q)(E) =E, cioé c{> & un automorfismo di E su K.

Gli automorfismi, come & ben noto, si possono comporre ed invertire, ottenendo come risul

tato ancora un automorfismo. Poniamo quindi la seguente:

DEFINIZIONE 10.3 Si chiama gruppo di Galois dell'estensione E2K il gruppo degli automor
fismi di E su K. Tale gruppo si denota con G(E/K).
In generale G(E/K) €J(E/K); dire che l'estensione & Galoissiana significa dire che

G(E/K) =J(E/K).

Osservazione 10.4 Se KEFSE & chiaro dalla definizione che, se KSE & Galoissiana tale
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é anche FE FE e che G(E/F) & un sottogruppo di G(E/K).

Attenzione Se K€FcFE e se K&F e FEFE sono Galoissiane non & vero in generale che K<E

Sla essa stessa Galoilssiana, come vedremo nell'esercizio 15.13.

Sia f(x)EEKEr] un polinomio ed @y 5e..50, tutte le sue radici distinte:

DEFINIZIONE 10.5 L'estensione F =K(a1,...,an) ottenuta aggiungendo a K le radici di f(x)
si chiama campo di decomposizione di f(xz). Il suo gruppo di Galois si chiama gruppo di Ga

lots del polinomio f(x) su K.

TEOREMA 10.6 1) I campo di decomposizione EW:K(al,...,an) é un'estensione Galoissiana
de K

2) Ogni automorfismo di E su K permuta fra loro le radici o, ,...,o_.

42 n

3) G(E/K) é Zsomorfo al gruppo di permutazioni da esso indotto su o -

127" -

4) Se f(x) é irriducibile su K, G(E/K) opera transitivamente sulle radici.
Dimostrazione  Ricordiamo un fatto gid pid volte utilizzato: sia E 2K un'estensione, a €FE
un suo elemento e g(x)EEK[mJ un polinomio tale che g(a) = 0. Per ogni isomorfismo o :E~(

di E su K si ha: 0=o0(g(a)) =g(a(a)), ovvero ¢ trasforma una radice a di g(x) in un'altra

radice.

In . < s ot P : :
particolare, se ¢ € un K - isomorfismo di E-—K(al,...,an) esso deve necessariamente per

mutare fra loro le radici Cpoeeesl, di fi(x); pertanto trasforma EZ in sé stesso. Questo

prova 1) e 2).
Per provare 3) basta verificare che un K - automorfismo o che induca la permutazione iden-
tica fra gli elementi Upseensl, € necessariamente 1l'identitd di EF. Ma questo & banale poi
ché ogni elemento di EF & esprimibile come funzione razionale negli a, a coefficienti in K.
4) Ricordiamo che un gruppo G di permutazioni su X opera transitivamente se dati comunque
due elementi a,b €K esiste un g€G tale che ga=b. Se f(x) & irriducibile esso & il poli-
nomio minimo di ciascuna delle sue radici. Date comunque due radici o. e a. esiste un

. . 7’ J
K - isomorfismo K(ui)-+$ che trasforma o in aj (cfr. teorema 8.11, punto i) della dimostra
zione). Tale isomorfismo si estende ad un automorfismo di K(al,...,an), per la 8.11 ed il

punto 1) di questo teorema. Questo prova la transitivitd. VA

Osservazione 10.7 In generale, se G € un gruppo di permutazioni che opera sull'insieme
X, possiamo decomporre X nelle sue orbite, cioé le classi rispetto alla seguente equiva-
lenza: a equivalente a b se e solo se esiste g €G con ga=h.

Nel caso esaminato nel teorema precedente decomponiamo 1l'insieme {a ..,an} nelle sue

12"
orbite rispetto all'azione di G(E/K). Se 81""’Bk & -una tale orbita, formiamo il poli-
nomio i:1,...,k(x-_si)' I polinomi ottenuti in tale modo sono esattamente i fattori ir-
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riducibili e distinti di fi(x) su K.

Si lascia da provare la precedente osservazione come esercizio per il lettore.

I1 teorema 10.6 ammette come inversa la seguente:

PROPOSIZIONE 10.8 Se K< E & un'estensione Galoissiana, esiste un polinomio irriducibile

f@)EKh]cmzmdwia .,%1uﬂecm;E:Mar.nﬂ%L

120
Dimostrazione  Sappiamo che E =K(a), per un opportuno elemento a (cfr. 9.4); sia f(x) il
polinomio minimo di a su K, e siano a T 050, e 50y le sue radici. Per il teorema 8.11 esi
stono n K-isomorfismi o; :E':K(ul)-+K(ai) per cui Oi(al) za. Poiché l'estensione KSE &

di Galois si avra ci(Eﬁ =F e quindi aiEEE, 7=1,...,n, OVVEro E':K(al,...,an). l

Osservazione 10.9 La proposizione precedente fornisce una presentazione esplicita della
estensione Galoissiana E come campo di decomposizione di un polinomio, e precisamente si
& scelto un polinomio di grado 7 uguale al grado dell'estensione. In questo caso si & ot-
tenuto E = K(a) =K(ai)::K(a1,...,an), 2=1,...,n. In generale E si pud ottenere come campo
di decomposizione di un polinomio di grado inferiore al grado dell'estensione; si confron
ti per esempio 1'analisi fatta in 6.14 per il polinomio z"% - 2. In questo caso K(al,...,an)¢
#K(ai) per ogni 7.

Come conseguenza del teorema sulla corrispondenza di Galois (cfr. esercizio 10.12) si po-
tranno trovare dei criteri per la generazione di E, in particolare per determinare il gra.

do minimo di un polinomio di cui E sia campo di decomposizione.

Osservazione 10.10 I1 teorema 10.6 e la proposizione 10.8 ci dicono che estensioni Galois
siane e campi di decomposizione di polinomi sono sostanzialmente la stessa cosa. Perd la
considerazione di un'estensione & da un punto di vista algebrico piu semplice, in quanto
intrinseca. In altre parole, una estensione Galoissiana & campo di decomposizione di infi-
niti polinomi e studiare la struttura di uno particolare di essi pud essere piu complesso

che studiare la struttura dell'estensione, (cfr. osservazione 8.17).

Riprendiamo ora il problema che ci siamo proposti all'inizio di questo paragrafo: data
1'estensione K< E, quali sono i sottoinsiemil di J(E/K) che vengono a corrispondere ai cam

pi intermedi? Per le estensioni Galoissiane la risposta ¢ data dal seguente:

TEOREMA 10.11  (Corrispondenza di Galois) Sia KSE un'estensione Galoissiana. Allora:
1) La corrispondenza F~>G(E/F), che associa ad ogni campo intermedio KSFSE il gruppo
G(E/F) degli automorfismi di E su F, pone in corrispondenza biunivoca l'insieme det campt
intermedi fra E e K con 1'insieme dei sottogruppi di G(E/K).

2) Dato il campo intermedio F, KSF<E, KSF & Galoissiana se e solo se G(E/F) é un sotto

gruppo normale di G(E/K). In questo caso ogni automorfismo di E su K induce un automorfi-



40

smo di F su K e si ottiene cost un epimorfismo:
G(E/K) ~G(F/K) > 1

con nucleo G(E/F); cioé G(F/K) = G(E/K) / G(E/F).
3) Per un campo intermedio F, piu generalmente, i K-isomorfismi di F in € corrispondono

alle classi laterali destre di G(E/F) in G(E/K).

Dimostrazione

=G(E/F). La relazione 2) provata prima della proposizione 9.2 ci dice che EG(E/F)

./ =F. 81
tratta quindi di far vedere che se H= G(E/K) & un sottogruppo, si ha: G(E/EH)::H
Chiaramente G(E/EH)E?H e 1l'ordine di G(E/EH) é uguale a [E :EH].

che [E: EH]szn, dove m indica 1l'ordine di H.

Basta quindi dimostrare

A tal scopo osserviamo che E =K(a) (cfr.9.4) e quindi a maggior ragione E’:Eﬂ(a), pertan-

to basta provare che l'elemento a soddisfa un polinomio di grado m ed a coefficienti in

B2,

Consideriamo il seguente polinomio:

f(@) = (z = hy(a)) (== hy(a))...(x =% (a))

ove 1= hl’hQ""’hm sono gli elementi (automorfismi) del sottogruppo H. Poichd 4 (a) za,

a € una radice di f(x), ed f(x) ha il grado voluto. Resta solo da provare che i coefflclen
ti di f(x) sono in EH Infatti, se applichiamo un automorfismo h €H ai coefficienti di
f(x) otteniamo il polinomio (x - h A (a))(x h ] (a)) Ax - thm(a)) il quale & ancora f(x),
visto che hghl’hghQ""’hghm non & altro che una permutazione di hl’h2""’hm'
po). Questo dimostra completamente 1).

2) Supponiamo di avere K= FS E. Provare che G(E/F) & normale in G(E/K) se e solo se K& F

€ Galoissiana equivale a far vedere che, ?G(E/F)q_l::G(E/F) per ogni CPEG(E/K), se e solo
se K€ F & Galoissiana. A tal scopo consideriamo il campo Q(F)E;E e cerchiamo di determina
re il sottogruppo G(E/Q(F)). ¢»€G(E/q(F)) se e solo se wq(fﬁ =9(f) per ogni f€F, ciod S;
e solo se C?‘lqu(f) = f per ogni f€F, e, equivalentemente, Cf)‘lw(FEG(E/F), wE(iDG(E/F)CF_l.

In definitiva abbiamo cosl provato che G(E/W(EU) :?G(E/F)?‘l.

D'altra parte KSF & Galoissiana se e solo se ogni isomorfismo di F su X trasforma F in sé.
Poiché ogni isomorfismo di F su K si pud estendere ad un isomorfismo di E su K, 1'afferma-

zione ora fatta € equivalente al fatto che q(EU =F per ogni QGEG(E/K). Poiché si & gia vi-

. s : T
sto in 1) che vi & corrispondenza biunivoca fra sottogruppi e campi intermedi, questo equi

vale al fatto che G(E/(?(F))-G(E/F) per ogni qéfG(E/K) Poiché abbiamo visto che G(E/?(F))—

‘QG(E/F)? » resta provata la prima affermazione di 2). Sempre nelle stesse ipotesi, poi-
ché ogni automorfismo (PEG(E/K) induce un K-isomorfismo di F, con Q(EW =F, si ha un'appli-
cazione: G(E/K)~+G(F/K) che associa ad ogni (PGG(E/K) la sua restrizione ad F. E' chiaro dal

S w s - - . < - -
le definizioni che quest'applicazione & un omomorfismo fra gruppi e che é suriettiva, visto

1) Per l'osservazione 10.4 sappiamo che F=E & Galoissiana e quindi J(E/F) =

(# & un grup

=
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che ogni automorfismo di F su K si estende ad un automorfismo di E. Il nucleo consiste e-
sattamente di quegli automorfismi di E che danno l'identitd su F, cio& il nucleo & G(E/F).
La 2) & cosl completamente provata.

3) Pid generalmente se il campo intermedio ¥ non € necessariamente di Galois, possiamo so-
lo dire che ogni automorfismo di E su K da luogo, per restwrizione, ad un isomorfismo di F
su K e viceversa ogni K-isomorfismo di F si pud estendere ad un K-isomorfismo (di fatto a
un K-automorfismo) di E; naturalmente i K-isomorfismi di ¥ non formano un gruppo.

Due elementi ? Y € G(E/K) danno luogo allo stesso K-isomorfismo di F se e solo se q{fﬁ \YTQH
per ogni fE€F, cioé ¥~ CF(]") = f per ogni fE€F, ovvero Y~ (PEG(E/F) e quindi CfElj}G(E/F). Con
cludendo pe Y stanno nella stessa classe laterale destra di G(E/K) rispetto al sottogrup-
po G(E/F).

Un momento di riflessione permetterd di convincersi che in questo modo abbiamo stabilito

una corrispondenza biunivoca fra le classi laterali destre di G(E/F) in G(E/K) e 1 K-iso-

morfismi di F. WA

ESERCIZI 10.12

1) Sia KSE un'estensione Galoissiana con gruppo di Galois G =G(E/K). Sia a€FE un elemen-
to ed f(x) il suo polinomio minimo su K. Sia infine H il sottogruppo di G che lascia fis-
so a. Provare che il campo di decomposizione di f(x) € contenuto in E e corrisponde al sotto-
gruppo M di G caratterizzato dalla seguente proprietd: M & il massimo sottogruppo normale.

di G contenuto in H.

2) Dedurre a partire dall'esercizio 1) una condizione sufficiente affinché il campo di de

composizione di f(x) coincida con E.

Si provi a considerare la validitd di tale condizione nel caso di gruppi noti al lettore,
per esempio G gruppo abeliano, G il gruppo simmetrico su % elementi, G un gruppo di simme

trie.
3) Determinare il gruppo di Galois (su @) delle seguenti equazioni:
-2 3 x5-3 3 x3-x2+10

(suggerimento: per 1l'ultimo polinomio si osservi che la coniugazione fra numeri complessi

induce un automorfismo non banale del suo campo di decomposizione).

4) Si considerino i campi di decomposizione per le equazioni dell'esercizio 3). Determina

re i campi intermedi e per ciascuno di essi un elemento generante.

5) Determinare il gruppo di Galois di E':Q(/E, /5, /g, Y7) ed un elemento generante 1l'esten

sione. Quali sono le estensioni quadratiche di @ contenute in E?
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§ 11 ESTENSIONI CICLOTOMICHE

In questo paragrafo vogliamo discutere un caso speciale del teorema 10.11 sulla corri-

spondenza di Galois da cui dedurremo la condizione sufficiente, annunciata in 7.13, perche

un poligono di »n lati sia costruibile con riga e compasso.

. . . ; < no . : : ;
Consideriamo il polinomio x - 13 posto € =cos 2n/n +7 sen 2n/n, abbiamo visto che

2 n-1 < s s . s 3 v
=en,e,e o 6 5 5 sono le n radici distinte di ' -1 (cfr. applicazione 3) del §7).

Vogliamo studiare l'estensione @< @(e), (estensione ciclotomica). La prima osservazione
: 5 : e . . . on .
che possiamo fare & che @(e) & il campo di decomposizione del polinomio £ -1 su €, in quan

7 s s . - ; i A T ;
to € € §(e) per ogni intero 7, e pertanto l'estensione ciclotomica & Galoissiana. Vogliamo

determinarne il gruppo di Galois.
Ci proponiamo innanzitutto di determinare il polinomio minimo di € su €. Cid & stato fatto

(cfr. 7.8) nel caso in cui n & potenza di un primo. Determiniamolo ora nel caso generale.

Per ogni divisore d di »n consideriamo 1'insieme I delle radici primitive d-esime dell'uni-
td ed i1 polinomio al}}(m-—a) :Qd(x). Poiché ogni radice n-ma dell'unitd & radice primiti-

va d-ma, per un qualche numero d che sia divisore di n, e viceversa, si avra:

n
- = [0}
& 1 d]n.d(x)
: ; - IT k . " . .
In particolare osserviamo che @n(x)-(k n)_l(x-e ). Infatti 1'ordine m di una radice €
)=

k<n
si determina facilmente nel modo seguente: sia g il massimo comun divisore fra k ed n, pro

vare che m=n/q. Pertanto il grado di @n(x) ¢ q(n) (ove ¥ denota la funzione di Eulero, di
k

1 s
--.p

~

cui ricordiamo 1'espressione: se n o & € la decomposizione in primi di =, ?(n):

k-1 kL
=(p,-1p,;” ..o -Dp ).

I1 polinomio @n(x) viene chiamato n-mo polinomio ciclotomico.

PROPOSIZIONE 11.1 1) Il polinomzo @n(x) é un polinomio monico a coefficienti intert.

2) @n(x) é irriducibile su @ e pertanto é <1 polinomio minimo di e.
Dimostrazione 1) Procediamo per induzione su 7. Consideriamo la formula
n [
-1=92 (x Z
d<n
Per 1'ipotesi induttiva il polinomio dln @d & un polinomio monico a coefficienti interi, e
d<n

pertanto lo stesso & vero per @n(x) in quanto quoziente di polinomi monici a coefficienti
interi.

2) Supponiamo @n(x)::f(x)g(x), ove f(x) & il polinomio minimo di €. La tesi sara provata

non appena avremo fatto vedere che ogni radice n-ma primitiva dell'unitd annulla f(x), in

quanto in guesto caso gz

ma ak con k primo con 7 bastera
sia n radice primitiva n-ma ed f(n
Supponiamo per assurdo
polinomio h(x) :g(xp). & &
g(xp) = g(x)f(x). Poiché i polinomi sono a coefficienti 1n

L3

ichée 1 ici ella for-
) & necessariamente costante. Poiché tall radici sono d

provare (per induzione su k) la seguente afferma21on;:
)= 0 e sia p un primo che non divide n; allora f(n ) =0

i Py - . consideriamo il
f(np)¢ 0, si avra allora necessariamente g(n )

Poichd h(n) =0 A(x) é un multiplo di f(x), polinomio minimo di n:

teri possiamo considerare questa
. i@ .. - 1  Ma

it 11'anello Z/ [11 dei polinoml a coefficientl ;Eﬁeri_modu op
ultima uguaglianza ne = (p) e e rento
) :(g(x))p (cfr. lemma 7.7); da cul (g(x)) =9 .

in tale anello si ha g(xp - :}%x);(x) segue che (W(x))?
n

B i § o :ide E(x).
i ducibile Y(x) di fx) divi :
s o) o 1 s ddizione non append
& = l x). Otterremo una contra
—]"Qn(x)leQd( )
d<n

" _7 non ha radici multiple in caratteristica p, con P

divide Eﬁ(m) e quindi anche &

avremo provato che il polinomlo X

primo con 7.

e adlc 1 1ple dil un [)Ollllo“llo sono quelle comuni aIlChe alla sua dellvata. La deIlva

n_1s nmn—l ciod un polincmio che ha come sol

e radici lo zero (poiche n#0 mod p)
ta di x

. LR
e 1o zero non & radice di x -1 W

cale re g u 1 d S e e lC]_()tO Bl r1Cco d amo e
estensione G mliCd, ral [@iq} in
a d ola ppo d G O d

z; a SS L 1ntero e Al Py —.DeoeeOCO
& b e [elNe] e (k )
clagse k d un n X k Tl'\ier‘l:l 1le sSe S S n Y
(ﬁ/(”)) il gr uPDO dl tall ele“lentl-

*
isomorfo a (Z/(n))

.

TEOREMA 11.2 Il gruppo G(Q(e)/q) é

7 . ~
ici di =g , con (Z,n)=
€ G(@(e)/Q); o permuta le radici di @n(x), onde o(g) =€ .

Dimostrazione Sia o : 1=
cazione A : G(Q(e)/@)~ (i/(n)) che associ

=1, 4 3% Consideriamo 1'appli

o . ; . i
di 7 modulo 7. Proviamo che A & un isomorfismo di grupp ) -y
o di elementi basta provare che X.é un omomortl

1d

Poichd i due gruppi hamno lo Stesso numer ; ; - " _T(ei) :(T(g))i i
Se g,T€G(Q(e)/Q), e sle)=¢e , tle) =€, i ha ToLe)=
9

smo iniettivo.

~ . . . . . ~ o
. P & o= (6] Cessarlalllellte
Perta 1to )\ é un omor lOIflS]llO Inol tre )\ e\ llllettl VO Olche se 0(5) (= e ne

1tidentitd su @(e). @

. ~ o
i di Galois di un'estensione ciclotomica & abeliano
Osserviamo in particolare che il gruppo di

e ertan to o X a“lpo in teIH\ele e GalOlSSlaIlO S Q con ru (@] dl Ga 01S abellano.
gn c e u g pp L
p

q e e O ul
L'inversa (lL esta af Ee]f mazlione e\ anch essa vera f rma ll COntenutO dl n :faInOSO teore
nve ul

a d()'\}llto a KIOIleCkeI 9 dl cui non pOSSlahO daIe la dl[(lOStIaZlOIle, in quanto essa Ilclllede

vas ta de gebl”a’bc
Iebbe una COIlOSCenZa lla teoria degll interi algebI 1E&L (CfI‘. S.Lang, AZ/

numbers)

) ) ’ ; ‘s commutativo
TEOREMA " (Kronecker) Se @€E s un'estensione di Galois con gruppo di Galois

allora E< Q(e) per una estensione ciclotomica opportund.




i
Siamo ora finalmente in grado di dare la risposta definita al problema 7.6:

TEOREMA 11.3  Condizione necessaria e sufficiente affinché un poligono di n lati sia co-
strutbile con riga e compasso é che i primi dispari che compaiono nella fattoriszzazione

dell'intero n abbiano tutti esponente uno e siano primi di Fermat.

Dimostrazione  La condizione necessaria & stata vista nel §7. Dimostriamo quindi la con-
dizione sufficiente, la quale, per quanto visto nell'Applicazione 3) del §7 all'inizio, e
osservazione 7.11 & equivalente a provare che & possibile costruire con riga e compasso

una radice primitiva dell'unitd con p primo della forma 22k1-1. A tale scopo dobbiamo verifi-
care le condizioni del teorema 7.4. Pertanto & sufficiente mostrare che esiste una succes
sione di sottogruppi GO :G(Q(e)/Q)E?G12 GQE e Gmii{l} con (Gi: G ) =2, visto che dal

V=8

T+1
- GY: 3 5 - D % = - f .

teorema 10.11, posto Ki = (Q(e)) m, si avra @(e) "Kﬁ_'Km—l_ ...EZ@.—KO e Lki 'Ki—l

Poichée GO & abeliano di ordine 2, il teorema segue dal seguente lemma di teoria dei grup

pi:

LEMMA 11.4 Se G € un gruppo abeliano finito esiste una catena di sottogruppi
= =) o] =) = .

G GO__Gl_ 26 {0} con G%//Gi+1

de l'ordine di G).

cielico di ordine primo (ovviamente tale primo divi-

Dimostrazione  Sia GlE G un sottogruppo proprio massimale di G. Poiché G & abeliano G1 8

normale e G/01 é un gruppo privo di sottogruppi propri, pertanto & generato da ciascuno
dei suoi elementi non nulli, e quindi ciclico. Il suo ordine & primo, ancora perchd & pri-

vo di sottogruppi propri. Si procede ora su G1 e cosl via.W

ESERCIZI 11,5

1) Sia G un gruppo di ordine pm con p primo. Dimostrare che esiste una successione di sot-
togruppi
= = =2 =2 =
G GO G1 G22... Gm {o}
tale che Gi ¢ normale in Gi—l di indice p.

2) Dimostrare che un numero algebrico o & euclideo se e solo se il grado del campo di de-

composizione del suo polinomio minimo & una potenza di 2.

3) Calcolare il polinomio Qlo(x) e il gruppo di Galois di @(e) con e radice primitiva de-

cima dell'unitd; studiare algebricamente il decagono regolare.

Prima di svolgere l'esercizio n.3 sara conveniente leggere il seguente esempio, che si ri

ferisce al caso n=>5.
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Esempio 11.6 La radice primitiva quinta dell'unita, e, soddisfa il polinomio X"+~ +
+xZ+x+1=0.

~ * S e =k
I1 gruppo di Galois dell'estensione @ <@(e) & isomorfo a (Z/ (5)) Tale gruppo € ciclico

di ordine 4 ed @& generato dalla classe 5; infatti si ha: 2,22: b, 23 =3, o% = 1. La clas-

se 4= -1 genera un SOttogruppo H={1, -1} con due elementi. La radice e & pertanto quadra

tica su @(e)H ed il suo polinomio minimo & dato (secondo quanto descritto nel teorema

10.11) da:
(x-e)x-e)=x2-(e+ex+1

Per costruzione e +e 1€ @(e) ed & quadratico su @.
Ora 1'automorfismo non identico di @(e) & indotto dall'automorfismo di @(e) associato a 2

(ed anche a 5, visto che 2 e 3 sono nella stessa classe laterale di H = (4,1) (cfr.10.11);

pertanto e +e Ll soddisfa su @ il polinomio:
[2-(e+e™ )] [ac—(ez+a“2)] =x2-(e+elt+e?2+eDr+(ed+eTre+red).
Poiche

etelte2+e2=¢g+e+e2+ed=-1,

ed+elirere el +etretre?=-1

segue che € +¢ 1 & radice di 2 -x -1, ovvero & uno dei due numeri (1% V5) /2

Se abbiamo scelto e€=cos 2n/5+1 sen 2n/5 si ha el-¢=cos 2n/5-1 sen 2n/5 da cui

e+e1=2 cos 2n/5>0 e pertanto ete L =(14+5) /2.
Se avessimo invece scelto come radice primitiva cos 4m/5+ 1 sen 4m/5 avremmo avuto
gte® ={1-¥8) /2.

Conludendo, abbiamo trovato che e soddisfa il polinomio xz2 —(

521/2(12/51 /6+u2/§_u)_

: . X 1+7/5 . 6 +2/5
Si vede poi facilmente, guardando ai segni, che € =1/2 5 Tt 4———71——— :

1+ /5
2

)x-fl, da cui segue:

§ 12 COMPOSTO DI DUE CAMPI

Consideriamo 1 seguenti problemi:

I) Dato un polinomio f(x)€<KEr] ed un'estensione KS E, che relazione c'é fra il gruppo di

Galois di f(x) su K e quello su E£7 .
I11) Dati due polinomi f(x), g(x)EEKLf] che relazione c'é fra i gruppi di Galois dei poli-

nomi f(x), glx) e flx)g(x)?

Possiamo rendere pill intrinseci i due problemi posti introducendo il concetto di composto

o
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di due estensioni.
Siano E€H, ESK due estensioni di campi di numeri.
Consideriamo 1'insieme: HK = {) hiki \hie H,kiEK}. Esso & un anello in quanto somme e pro

dotti di elementili in HK sono ancora in HK.

PROPOSIZIONE 12.1
po.

2) Se le due estensiont sono entrambe finite allora l'estensione E<HK & finita e risulta
(K :E] < [H: E][K : E].

1) Se una delle due estensioni, ESH, E<K,é finita allora HK & un cam

Dimostrazione 1) Sia per esempio [H :Eq th<we siap -»Vz una base di H su F.

'ERE
Poiché hi :g aijvj con uijEEE per ogni hiEEH, si ha anche g hikﬁiig aijvjki::g (uijki)vj
con aijkiEEK e questo prova che 1 Uj sono un sistema di generatori lineari di HK su K; per
tanto dimKHK<<W.

Usiamo ora il seguente lemma, di cui daremo la dimostrazione dopo aver completato la pro-

posizione in esame.

LEMMA 12.2  Sia A un anello di numeri; B< A un campo; dimA < e (A é chiaramente uno spa-

zto vettoriale su B). Allora A é un campo.

I1 punto 1) é pertanto concluso.
2) Innanzitutto si ha [HK :E]::[HK: K][K: EJ e pertanto l'estensione E< HK & finita.
D'altra parte, posto hiii; “ijvj' ki::g B (w8 base di K su E), risulta:
Yk =Y () a,v.B.w Y=Y () a..B. oW
A 1J J ts 8 da ¢ ™ 18’7J s

e questo prova che i VW, sono un sistema di generatori lineare di HK su E, ciod

Bk : E] < [H:E][K: E]. ®

Dimostrazione (Lemma 12.2) Sia a€4, a#o0. B[a]CZA poiché 4 & un anello. Poiché

dimBB[a] sdimBA< ©, 1'elemento a & algebrico su B, pertanto a-le€ B[a]E A Questo prova

che 4 € un campo. YA

Esercizio 12.3  Affinché HK sia un campo & sufficiente che sia verificata la seguente con

dizione: ogni elemento di H & algebrico su K (o simmetricamente, ogni elemento di X & al-

gebrico su H).

DEFINIZIONE 12.4 Date le estensioni ES H, ESK, se HK & un campo, esso prende il nome

di composto fra H e K.

L'operazione di composto si pud fare anche per pil campi EEEHl,EEEHQ,...,E@EHn e verra

L7

denotato con HlHQ...Hn; se EE&Hi sono tutte estensioni finite allora sicuramente H1H2...H

& un campo e [Hl"'Hn :Eq sﬂ;f[ﬂi :E].

In particolare & interessante il caso di cui tratta il seguente teorema:

n

TEOREMA 12.5 Sia K< E un'estensione finita di grado n e stiano Oiseees0y gli n K-isomor-

fismi di E. Allora:
1) L'estensione Kszcl(E)GQ(E)...on(E) =E' & Galoissiana.
2) Se Kc Ec F sono estenstoni e K€ F é Galoissiana allora E'<S F.

3) Il gruppo di Galois di KeE' & isomorfo in modo canonico ad un gruppo di permutazioni

transitivo su n elementi.

Dimostrazione 1) Se ¢:E'>( & un K-isomorfismo si ha che Wlo.(E) & un K-isomorfismo, e
z

E-—}+0i(E)——>C & un K-isomorfismo; quindi @o. =0 per un opportuno J, e qu(E) -Oj(E)E B
Poiché E' & il composto dei Oi(E) si ha q(E')E E' e K E' & Galoissiana.

2) Siano K< ESF estensioni. Ogni o; :E~>(C si pud estendere ad un K-isomorfismo wi 1 B0
essendo K= F Galoissiana segue che wi(F)E F. A maggior ragione Oi(E)E F e quindi E'c F.

3) Abbiamo visto che 9o :Gj, per ogni ?EEG(E'/K), cosl abbiamo che ogni ? induce una per-
mutazione sui o;- '

Se ?Oi =yo, per ogni 7, si deve avere W::w visto che E' & %enerato dai campi GiE' Quindi
G(E'/K) & isomorfo al gruppo di permutazioni che induce suil o..

T

Tale gruppo & transitivo poiché o; e Oj si estendono entrambi ad automorfismi ?i e qﬁ e

quindi QPJ.%—l% =og. W

Osservazione 12.6  Consideriamo l'estensione finita di grado n.K<K(a)=E, sia f(x) il
polinomio minimo di @ su K e siano a T 00,5 e 50y le sue radici. Indicati con o st E>C
gli isomorfismi definiti da Oi(u)::ai’ si ha Oi(E)::K(ai) ed il composto Ef::ol(E)GQ(E)..
...0 (E) non & altro che il campo di decomposizione K(al,...,an) del polinomio f(x).

La erpresentazione del gruppo di Galois G(E'/K) come gruppo di permutazioni sui i corri-
sponde esattamente alla rappresentazione del gruppo di Galois di f(x) come gruppo di per-
mutazioni sulle radici, (cfr. teorema 10.6).

Sia f(x)G.KEx], Ogseeesly le sue radici e K€ F una estensione. In base a quanto fino ad

ora visto, risultano evidenti le due seguenti proposizioni:

PROPOSIZIONE 12.7 Il campo di decomposizione di f(x) su E & il composto di E con 11 cam—

po di decomposizione di- f(x) su K: E(al,...,us) :E'-K(al,...,as).
PROPOSIZIONE 12.8  Siano f(x),g(x)GEKExJ due polinomi di radicti, rispettivamente, GiseesOg)
ByseeesBye Il campo di decomposizione del prodotto f(z)g(xz) & il composto det campi di de-
composizione dei due fattori f(x) e g(x).
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del paragrafo. La risposta viene invece fornita dal seguente:

TEOREMA 12.9 SiZa K< E un'estensione Galoissiana e K = F un'estensione. Allora:

& =, 7 . . . : .

i) Fe EF ¢ un'estensione Galoissiana e G(EF/F) & isomorfo ad un sottogruppo di G(E/K)

ii) Se anche K< F é Galotssiana allora K< EF & Galoissiana e G(EF/K) & 1somorfo ad un sot-
togruppo H di G(E/K) x G(F/K).

Inoltre le due proiezioni H+G(E/K), H~G(F/K) sono suriettive

mostrazione i) Sia P: EF - un F-isomorfismo. La restrizione (FIE :E~>C & un K-isomor-
£ . :

ismo (KsF), e dal fatto che K< E & Galoissiana segue q)lE’ : F+F.Per ogni elemento

e.f.€EEF si 3 = ioé
z 7.,'701 i ha (P(z eifi) —z CP(ei)fiEEF; cloe Fe FF & di Galois. D'altra parte 1l'appli-
ca i i

zione che associa ad ogni (PEG(EF/F) la sua restrizione q)|E€G(E/K) é chiaramente un omo
morfismo. Esso &€ iniettivo perché se CP]E: 1z allora qp(z 2 a) :2 (_PI (e)f ‘Z e i
ii) Siano K€ E e K= F entrambe Galoissiane. 2 Aty Lot CF_ 1EF‘
Per ogni K-isomorfismo @: EF = =
q) g - : (P % (Pl = CPIE’ CP2 = (PIF sono K-automorfismi e quindi q)l(E) =5

5 . ({) L eif’i) —z CPl(ei)(PQ(fi)EEF’ quindi K< EF & Galoissiana.
L'applicazione G(EF/K)~ G(E/K) x G(F/ ini

K) definita da @~ = i i
gl ; . : ¢ (q?l,CPQ) ¢ chiaramente un omomorfi-
. re, dato che ogni K-isomorfismo F =+ si estende ad un isomorfismo

EF+C (cfr. 8.11), si ha che la proiezione H~+G(E/K) & sopra. VA

1 ~ . . o . . o . . . .
i teorema 1 2 . 9 PUO essere l“lmedla tamente le Ete in termini dl polln()ml e Campl dl deC
Ompo—

sizione. Invitiamo il lettore a farlo.

COR - . .. : .
OLLARIO 12.10 1i)Se 7 gruppi di Galois di due estensioni K<E, Kc F sono commutativi
tale ¢ anche il gruppo di Galois di K< EF.

ii) Se [E : K] e [F : K] sono primi fra loro allora [EF : K] = [E § K] [F : K] e

G(EF/K) =~ G(E/K) x G(F/K).

Dimostrazione i) & immediato.

ii) Sia H il sottogruppo di G(E/K) x G(F/K) isomorfo a G(EF/K). Poichd le proiezioni di H
suil due fattori sono suriettive si deve avere:

o(G(E/K)) | o(H), o(G(F/K)) | o(H), (0(H) = ordine di H, etc.)

Q!:lindi [E’ - K] | o(H), [F - K] IO(H), e [E 2 KJ [F : K] IO(H) visto che [E 3 K] e [F : K}Sono pri-
mi fra loro. Ora He G(E/K) xG(F/K), quindi o(H) = [E 2 K] [F : K] e la tesi & provata. WA

Osservazi i ;
azione 12.11 Tutto quanto abbiamo detto per due estensioni si pud ripetere per pid

43 ‘it . :
1 due estensioni; come il lettore si convincerd facilmente
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§ 13 L'EQUAZIONE " -b =0

be K ed m un numero naturale. Vogliamo studiare 1l'equazione

m=-1
a, dove

Sia K un campo di numeri,
N . 2

2" -b=0. Se a & una sua soluzlone, le altre sono date da: €d,€ d,...»E
¢ = cos 2m/m+isen 2m/m & una radice primitiva m-esima dell'unita.

s . 2 . s 2 m=1
Vogliamo quindi studiare 1 tustensione K(@ 50,6 @s-ussE @)s

Poniamoci innanzitutto nel caso in cul € €K.
TEOREMA 13.1 Sia € €K una radice m-esima primitiva dell'unitd. Un'estensione K< E é Ga-

loissiana con gruppo G(E/K) ciclico di ordine un divisore di m se e solo se E =K(a) con

d" €K, (cioé si ottiene da K estraendo un radicale m—esimo di un numero di K).

Dimostrazione  Supponiamo E = K(a), con d"=b€eK. Poichd per ipotesi e €K, eta € K(a) per
ogni 73 K(a) si ottiene allora da K aggiungendo tutte le radici del polinomio " -b=0 e
Galoissiana (cfr.1) del teorema 10.6). Calcoliamone il gruppo di Galois.

-b, quindi o(a)/a &

quindi KsK(a) &
Se g€ G(K(a)/K), allora og(a) deve essere una delle radici sla di "

una delle radici m-esime dell'unitd, viceversa ¢ & individuato dalla sua azione su a e quin

di da o(a)/a. Si & cosl trovata un'applicazione iniettiva G(K(a)/K)+I‘m ove Fm: {16, .«»

m=4s s &
}

s & il gruppo (ciclico) delle radici m-esime dell'unitd. Se proviamo che essa ¢ un omo-

norfismo avremo che G(K(a)/K) & isomorfo ad un sottogruppo di r. e quindi & ciclico di ordine

un divisore di m. Siano dunque 0,Y €G(K(a)/K), dobbiamo verificare che oy(a)/a = ala)/a y(a)/a.

In effetti y(a)/a€K, quindi o(y(a)/a) = oy(a)/c(a) = y(a)/a dacui 1'uguaglianza desiderata.

Abbiamo cosi concluso la prima parte del teorema.

11 viceversa non potremo completarlo qui, perché ci servono alcune nozioni generali che

svilupperemo nel prossimo paragrafo. Procediamo per ora fino al punto in cui gli strumen-

ti di cui gid siamo in possesso ce lo consentono.

gia K< E Galoissiana con gruppo di Galois {1,0,...,0n_1} ciclico di ordine nlm. Le radici

n-esime dell'unita 1,n,n2,...,n =1 sono in K in gquanto potenze di e. Per ogni elemento
2 9 n-1 n-1 a1l g4
bEE sia a=b+no(b)+nc (b)) +...+n O (p)=) n o (b), (tale a prende il nome di
720

risolvente di Lagrange di D).
n=1

si ha: o(a) =) ™
=0

7’07’+1(29) = 1/7) @y o (a) = 1/n* a. Se a#0 gli elementi a, o(a)=1/n a,

cz(a) = 1/n2 a,...,on—l(a) = 1/nn‘1 a sono tutti distinti e quindi [K(a) :K] =n, ciod K(a) =E.

o s n n n n N . s 3
Tnoltre a° K3 infatti o(a ) = (@) =1/n a =a ciod a & invariante rispetto a 0 e quin-

di rispetto a tutte le potenze di o che costituiscono 1'intero gruppo di Galois di E su K.
11 teorema & dimostrato se riusciamo a trovare un beK tale che la corrispondente risolven-

te di Lagrange a sia non nulla. E' precisamente questo che vedremo come conseguenza del co-

rollario 14.7. VA




50

n r = 9 9 990 03
u l 1( E £ € (5] (¢ =3 Y
R oY amo ora a O S (e O (ie estensione I(C (a a a CZ) (5 amo p OPOS

all'inizi i i
nizio de} paragrafo. La radice € in generale non appartiene a K. In ogni caso abbi
perd la catena di estensioni KcK(e)< -1 .
cK(e)cK(a,eay .. ,e ~a)=F, visto che ezea/a€F. T
conto che F=K(e)(a), e€K(e) e d"=bEK i -
e . = (e), per il teorema 13.1 abbiamo che 1l'estensione
o o~ S i o
g)e F & Galoissiana e G(F/K(e)) & ciclico di ordine un divisore di m. D'altra part
KEK " o 3 . . ) e
(g) & Galoissiana con gruppo di Galois commutativo (Teorema 11.2), e risulta
L ]

GEK)
G(F/K(€))

In conclusione si ha il seguente:

G(K(e) / K)=

COROLLARIO 13. s ;
2 G(F/K) ha un sottogruppo normale ciclico con quoziente un gruppo abeliano

§ 14 TRACCIA, NORMA E DISCRIMINANTE

= u = 1 2 g
! ta S Y S 1 S k
3 a kcl egstensione 5 n E N K 9 o ,0 ,...,O ) Oomo d .

DEFINIZIONE 14.1 Per ogni i i 1
y gni polinomio f(x)EEE[x] consideriamo il polinomio:

N (£(@)) = 1T, o f(a).

1 ’ .
) NE/K(f(x)) prende il nome di norma del polinomio f(x) nell'estensione KS F
2) Se flx)=x~- = i i ; ; .
Fla) s NE/K(x a) si chiama polinomio caratteristico di a in K< E; la sua espres
S B3 S

sione esplicita & data da:
B n~1
Wy p(@-a)=a" = (] 0@+ (] oyla)o (@)d" "+
P&
3) La quantita = i i ;
q ita TrE/K(a) Z oi(a) si chiama traccia di a nell'estensione K< E

.+ (-1)”al<a)02(a). vug, (ke

La quantita N =TT i i i
E/K(a) . oi(a) si chiama norma di a nell'estensione K€ E.

La pI‘O rieta OIldaIIleIl tale dl queS ta OpeI azlione dl Passa 1o alla norma Che la i eI)de tlle
9 u b

~

é data dal seguente:

TEOREMA 14.2 i) NE/K(f(x)g(x)) :NE/K(f(“)) -NE (g(x))
i1) Ny (F(x) € K[x] .

iii) Se K< EcF sono estensioni finite allora
Dimostrazione i) & evidente dalla definizione.
ii) Sia F=o0,(F i i
1( )02(E)"'On(E) il composto dei campi oi(E); Poiché 0.(E)CF si ha che
z

o:f(x) EF|x indi
2 [ ] e quindi NE/K(f(x))EEFEx]. Per provare che tale polinomio & di fatto a coef-

< in K ba ta q q . .
fl lentlil S pI‘O'v‘aI‘e Che e880o e\ mutato 1n seé da a e 1( 1S0mox flSIIlO Z > @
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Ora ?01,?02,.._,?0n sono K-isomorfismi di E, e sono distinti quindi ?Ol_zcil,...,qonrzoln

per una opportuna permutazione il,

@) = 91 oy = Yoy fie) =Y o £(@) =0g F@D)

sty degli indici. Ne segue che:

Pe/x
iii) Siano: [E :Rj =g [F :El =m; G una estensione Galoissiana di K contenente Fj
wij’ £=1y0009Ms d =1 n, degli automorfismi di G che pistretti ad F danno tutti 1
K-isom

orfismi di F. Supponiamo inoltre di aver numerato i ¢ J in modo tale che, per 7 fis=

sato, le pestrizioni di wij ad F siano tutte le estensioni dl uno stesso isomorfismo dato

o di F. In particolare le ¥, estendono la 04 che & 1l'iden

ti ad F, tutti gli E-isomorfismi di F'.

Si ha: NF/K(f(x)) :lg'wijf(x); NF/E(f(x)) ;ETwilf(I); E/K F/E(f(m))) =TTo. (NF/E(f(x)))‘

Ty (0T - T '

Consideriamo gli automorfismi v, .¥., di G; affermiamo che essi, ristretti ad F, danno tut-
15771

e questo prova i1 teorema. Basta allora verificare che wljwil’

ristretti ad F, per coppie di indici 7 .,J distinte, sono distinti. Ora wil 3 1'identitd su
su F se 1#£h.W

3 una delle estensioni di OJ e wl w #lewhl

+i i K-isomorfismi di Fy

E, quindi wljwil

COROLLARIO 14.3  Stano K< EcF estensionil finite.

Se a€F allora:

(a))

T /K(a):TrE/K(TrF/E(a)) ; N /K(a):NE/K(NF/E

Dimostrazione  Basta prendere f(x) =x-a e calcolare i coefficienti desiderati.WVA

11 polinomio caratteristico di un elemento a di una estensione KEFE Finita & in strettis-

sima relazione con 1l suo polinomio minimos; sussiste infatti il seguente:

TEOREMA 1u4.4 i) Se E= K(a) allora NE/K(m a) é il polinomio minimo di a su K.

ii) Se a€K<E allora Ng (x a)=(x- ), ove n= [E : K]

1ii) Se KcK(a)s E allora NE/K(x a) -(f(x)) , dove f(x) é ©l polinomio minimo di a su K

ed 5= [E: K(a)].
Dimostrazione 1) Sia n::[E :K] e 0, gll 2 K-isomorfismi di E. Il polinomio mini-

mo di @ su K han radicl a = al,aQ,...,an, ove le radici sono state numerate in modo che

0;(a) = a;. Quindi (@)=, TT (z-a;)= TT (z - 04(a)) =Wy pl@=ad).
i1) Se a €K, og(a) =a e quindi ; .TT (x-0;(a)) = (2= a)’
iii) Si ottiene da i) e ii) con 11 seguente calcolo:

_ _ _ T T _ - s
NE/K(x"a)'"NK(a)/K(NE/K(a)(x a))-—NK(a)/K((x a) )"(NK(a)/K(x a))” = (flz)) . @

titd di E e quindi danno,ristret
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Siano: K< E un'estensione di grado n; O oeees0, gli n K-isomorfismi di E; @450, una

base di E come spazio vettoriale su K. Consideriamo la matrice (oi(a.)):

DEFINIZIONE 14.5 A::det(oi(ai)) si chiama discriminante della base Ayseeesdye

. 2
PROPOSIZIONE 14.6 i) A" =det(Tr

(aiaJ.))EK
ii) A#£0.

E/K

Dimostrazione i) Sia 4 :(Oi(aj)); calcoliamo AtA:(cij). Si ha cij :g Ok(ai)gk(aj):

:% Ok(aiaj) :Tr(aiaj).

Ne segue che A2: detAt><detA :det(Tr(aiaj)). Inoltre AQE.K, visto che Tr(aiaj)EEK.

ii) Per provare che A# 0, basta verificare che la matrice (Tr(aiaj)) é non singolare. A
tal scopo consideriamo la forma bilineare Tr : E X E K definita da (a,b)~> Tr(ab), a,b€E.
Essa & non degenere perché se a# 0 (a,a 1)~ Tr(aa™1) = Tr(1) =n. Ne segue che

det(Tr(aiaj))¢ 0. W

COROLLARIO 14.7  SZano Gysnensly numeri complessi; K< E un'estensione finita di grado n;

Opseees0y gli n K-isomorfismi di E su K. Esiste allora un b €E tale che Z uioi(b)¢ 0.

Dimostrazione  Se cosl non fosse si avrebbe Z aioi(aj): 0, per ogni J, ove Apsennsa, 8

una base di E su K. Ne seguirebbe A = 0, mentre abbiamo provato che A# 0.VA
Osservazione 14.8 I1 corollario precedente permette di completare la dimostrazione del

teorema 13.1. In quel caso G(E/K) :{1,0,...,0n_1}
=

, €, con riferimento ai numeri complessil,
n . . . . s
NNl 55 wssN , 11 corollario ora provato ci permette di affermare che esiste un b €FE per

il quale la corrispondente risolvente di Lagrange a::z nlol(b) £ 0.

§ 15 RISOLUBILITA' DI UN'EQUAZIONE PER RADICALI: IL TEOREMA DI ABEL-RUY
FINT

In questo paragrafo vogliamo dare risposta al problema, di cui abbiamo parlato nell'in
troduzione, sulla risolubilitd per radicali di un'equazione f(x) = 0, ove f(x) Ek{ﬁﬂ.
Prima di tutto, cosa vuol dire esattamente risolvere 1'equazione algebrica f(x) =0 per ra

dicali? Poniamo le seguenti definizioni:

DEFINIZIONE 15.1 Diremo che f(x) =0, f(x)fEK[x], e risolubile per radicali a partire da

. ione di campi K=K S K.S K< ...c< i - . =K (a.
K se esiste una successione di campi X KO Kl K2 Km tali che K%+1 Kl(al) con

ailéfki, (ni numero naturale), ed inoltre Km contiene tutte le radici del polinomio f(x).
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ichi indi i K. si ottenga da K. aggiungendo una ra
La condizione posta pichiede quindi che 1l campo £, 4 g .

1, & . ( ) ( ) lu
p q o E 2
Una C()ndlZlone necessarila e Suff 1clen te [=hd Clle equazione X =0 X)E 1( X sla X SO

bile per radicall & fornita dal teorema di Abel-Ruffini.

p se nviene 1n anzl tutto lIltIOdU.I
e ote dare una fO] lllaZlOIle Ulpllce a tale teore“la, co n

pe la nozione di gruppo risolubile.

DEFINIZIONE 15.2  Un gruppo G si dice risolubile se esiste una catena di sottogruppl

. " A i ; i ozienti G/
G=0G 26,2 ...2G, =1 tali che G;,, & normale in G; ed 1 qu G,

sono commutativi.

.~

: ; ; adica—
TEOREMA 15.3 (di Abel-Ruffini)  L'equazione flx) =0, f(x)EEK[x],e risolubile per r

17 se e solo se Tl gruppo di Galois del polinomio f(z) ¢ risolubile.

i ietd di i risolubili.
P ter dare la dimostrazione abbiamo bisogno di alcune proprieta di gruppl risoiu
er po

& i . . He G
PROPRIETA' 15.4 (dei gruppi risolubili) i) Se G & risolubile allora ogni sottogruppo
& risolubile. . : .
ii) Sia G un gruppo ed He G un sottogruppo normale, allora G & risolubile se e solo se
ii) Sia &
e G/H sono risolubili.

; i i i G=026'2 .., 26G'=1 per i qua~
iii) Se G & risolubile esiste una successione di sottogruppl L H

ifi izioni inoltre G!/ & ciclico.
1i sono verificate le condizioni della 15.3 ed ino 2 G%+1 | .
2 i i = = tena di sottogruppi verificanti la pro=.
Dimostrazione i) Sia G-GOQ G12 ...Esz 1 una ca ) o
= ;. s : H=H 2H = ...28 =1; 1no
prietd di 15.2. Posto Hi —Hf\Gi gi ha: H HO 4 ke ;
; NG.

e _Hr\Gi M(H ) 6, =6/,

; - - G. 138 T G

* Hi+1 Hr\Gi+1 G£+l 7+1

g ] = m i in H-.
e\ un Iuppo abellaIlO, e qullldl a[lche Clle H'l: e no a1e 7
1L e e IlSOlublle ed d—- G e un SottOgI uppo IlOIIIlale, Per l) H e\ PlSOlublle & ek Pesta
- .) S G ~ . . c ~

questo prova che Hi/H

& . -0, : ha:
da provare che anche G/H & risolubile. Posto I GtH/H si ha

G/H;‘)rj_QFQQ ...;Fm-l

ed inoltre

G./G

D

; G/L'H L 7 o 7' aH " )
) . NG (G, HNG:)/
Tiv Gi+1H G¢+1H 7 .1+l T Gi+1 SR —
. : beliano G./ & esso stesso un grup .
quindi Fi/Fi+1, come quoziente del gruppo abe Z Gi+1

i ili i = -1 una catena che da la ri-
Viceversa se H e G/H sono risolubili, sia G/H—-TO; Ff? ...;efk

i i =G .2G,=2 oG, =H di sottogruppi di G per
s1:+3 di G/H e consideriamo la catena G=G 1= k
solubilitd di G/ 0 e athoil
m

: - 0 i E .
cui I'.=G./H. Poiché H é risolubile esiste una catena H-—GkE Gk-l
2 %




Sh

pi ciascuno normale nel precedente e con quozienti successivi abeliani. La catena

G:(?OQ(?lg cee2 G2 -..2G =1 verifica le condizioni di 15.2,visto che Gi/G. é un grup-
1+1

po commutativo se 7>k per la risolubilitd di #H, e Gi/G =T./ é un gruppo commutati-

' . i+1  ° I17,'+1
vo per 7 < k per la risolubilita di G/H.
iii) Sia G2(312 ...53G =1 una catena che da la risolubilitd di G. Fra G. ;€ G. possiamo
T+ 1

introd 1 1 : = . 5
rodurre nuovi sottogruppi G G £,0 :DGl 1:)G1 2'_""_61 1 in modo che G',h sia un sot-

togruppo normale massimale di G Jeds® Ora i quozienti G /G sono abeliani e privi

shi=1 A
. o 3 0 3 3 . ° . ,
di sottogruppi propri e quindi sono gruppi ciclici aventi ciascuno come ordine un numero

primo. A

LEMMA 15.5  Sia K< E un'estensione Galoissiana e sia e una radice primitiva m-esima del-
L'unitd. Risulta allora:

1) L'estenstone K(e)s E(e) & Galoissiana e G(E(e) /K(e)) & un sottogruppo di G(E/K).

2) G(E/K) é risolubile se e solo se G(E(e) /K(e)) & risolubile.

Dimostrazione 1) Basta tener conto della i) di 12.9 con riferimento alle estensioni
KCE, KeK(e) (i1 composto di E e K(e) & E(e)).
2) Consideriamo le estensioni K<K(e)cE(e) e KcEcE(e); per la ii) del teorema 10.11 di
corrispondenza di Galois abbiamo che:
RSN Cclc.> . MU-1¢-1 03 s

G(E(e)/K(€e)) G(E(e)/E)
Osserviamo che 1 gruppi G(X(e)/K) e G(E(e)/E) sono risolubili in quanto abeliani. Infatti,
tenuto conto del teorema 11.2, basta applicare la i) di 12.9 ai seguenti campi:

@<= q(e) @=q(e)
N .N

KeK(e) ESE(&:)

da b) si ha allora che, se G(E/K) & risolubile, allora anche G(E(e)/K) & risolubile (cfr.
ii) della proposizione 15.4) e quindi G(E(e)/K(e)) & risolubile (cfr. i) di 15.4).
Viceversa, se G(E(e)/K(e)) & risolubile, da a) segue che G(E(e)/K) & risolubile, e quindi
G(E/K) & risolubile. WA

Siamo ora in grado di dare la dimostrazione del teorema di Abel-Ruffini:

Dimostrazione 15.3  Sia E il campo di decomposizione del polinomio f(x). Supponiamo che

G(E/K) sia un gruppo risolubile, e sia m= o(G(E/K)) il suo ordine. Detta e una radice pri-
mitiva m-esima dell'unitd, abbiamo che il gruppo I = G(E(e)/K(e)) & risolubile ed & un sot-
togruppo di G(E/K) (lemma 1575). Sia F;aFlQ ...EI' ={1} una catena di sottogruppi che di

la risolubilita di T e tale ché Fi/P sia un gruppo ciclico di ordine m; (efp, 1ii) 4i

7+1
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15.4); ovviamente m. divide m.

Indichiamo con E(€) :EﬁggEn—lz ...QE%):K(E) la catena di sottocampi intermedi corrispon-

denti ai sottogruppi Fi' Dal teorema di corrispondenza di Galois risulta che le estensio-
ni Ei+12 E. sono Galoissiane con gruppo di Galois Fi/F ; poiché m. | m ed Ei contiene tut
+1 m.

te le radici m—-esime dell'unitd si ha che Ei+1"E (a ) con a E E e la successione di cam

pi KQ;K(E)E;Elg E.& «usS En =F(e) da luogo alla rlsolublllta per radicali dell'equazione

oS
f(x) =0.

Viceversa supponiamo che l'equazione f(x) =0 sia risolubile per radlcall Allora abbiamo

una successione di campi K__KlgiKQ_ ...&;KS, con K- K (a ) e a EAK , ed inoltre il cam
po E ottenuto da K aggiungendo le radici di fx) e tale che ES KS. Sia m un multiplo di
tutti gli m; ed € una radice primitiva m-esima dell'unitd. Poniamo K} :K-(S),K' = (e)
E'=E(e). Abbiamo la catena di estensioni K's Kié AP = | Kéexiancor%1k£+1"K (a ) con a E K’

E'c Ké. Osserviamo quindi che per provare che G(E/K) & risolubile basta provare che G(E‘/K’)
8 pisolubile (lemma 15.5). Atal scopo consideriamo le estensioni K's E'E.Ké ed osserviamo
che, se supponiamo che K'E.Ké sia Galoissiana, allora G(E'/K') & un quoziente di G(Ké/K')

ed & sufficiente provare che quest'ultimo gruppo € risolubile.

Supponiamo quindi per il momento che K’E.Ké sia Galoissiana e proviamo la risolubilitd del
gruppo G(K'/K‘)

Dall'ipotesi fatta segue che le estensioni K'C K' sono Ga101S51ane, d altra parte l'esten-
sione K!E.K%+1 & anch'essa Galoissiana visto che K%+1“K'(a ) con a te K' e inoltre K{ con
tiene tutte le radici mi—esime dell'unitd (visto che contiene tutte le radici m-esime ed

m. | ‘m). Indicato con F. ZG(K'/K!) dal teorema di corrispondenza di Galois, relativamente

alle estensioni K'C K K' e dal teorema 13.1 segue che T. € un sottogruppo normale

O +1
di r; e che I, 1/T ’“G(K{+1/K'), ove quest'ultimo gruppo & ciclico. Questo prova la riso-
lubilita di U(Ké/K'). Naturalmente non vi & alcuna ragione per cui l'estensione K'C.Ké deb
ba essere di Galois. E' facile modificare, eventualmente allungandola, la catena di parten
za in modo tale che tutte le condizioni siano preservate e con il campo, finale Galoissiano

su K'. A tal scopo indichiamo con Opseees0y gli isomorfismi di Ké su K' e consideriamo la
catena di campi:
[ c 7 1 1 I c K1 = " ©
Kor1S KgyoS - oS K3u 8Ky S + 0 S EppugS 0 S Ky =K

- 1 <
ottenuti ponendo Kh8+$+1 Khs+ (O (a )) per © <s; pil esplicitamente, poniamo

Kés+i+1::Ké(aj(ao))(ol(al))"'(01(as—1))(02(a0))(02(a1))’"(02(a3—1))"'(Oh(ao))"'(ch(ai))

I1 campo K si ottiene evidentemente estraendo successivi radicali di indice uno degli m;.

Vogliamo ora provare che K & di Galois su K'. Infatti se $: K=>C é un isomorfismo su K'

~

consideriamo uno dei Oi(aj); poiche ajezKé e g, Ké-*@, per la costruzione stessa di K
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manda K' in ? segue che la composizione K'-—E>K——>$ da luogo ad un K-isomorfismo di K'

e qulndl deve aversi wo (a )=a k(a ) e K per un k opportuno. Segue che | permuta i genera-

tori o (a ) di X su K' e pertanto K'e K & di Galois.

Nell'ultima parte di questo paragrafo ci proponiamo di far vedere, come conseguenza del

teorema 15.3, i seguenti fatti:

1) Un'equazione f(x)=0, f(x)e K[x], di grado n< 4 & sempre risolubile per radicali.

II) In generale, le equazioni di grado n<5 non sono r sc ubili per radicali.

Ricordiamo che il gruppo di Galois G di un polinomio f(x) & isomorfo ad un gruppo di per-
mutazioni sulle 7 radici di f(x) (teorema 10.6), pertanto dovremo studiare la risolubili-
td o meno del gruppo,S% di tutte le sostituzioni su #n lettere.

Cominciamo col richiamare alcuni fatti elementari sulle sostituzioni.

Siano {1,2,3,...,n} gli elementi su cui operano le sostituzioni di_S%, e siano a

ERREE
k di tali elementi.

I1 simbolo (ala2 ..ak) indica la permutazione di,S%(cicZo di ordine k) che manda a. in
a;,q ber T2 K, a, in @,, e lascia fissi gli altri elementi.

Data una permutazione qualunque Oeﬁiﬂ o si pud decomporre come prodotto di cicli operan-
ti su sottoinsiemi disgiunti di {1,...,n}.

Infatti si considera per esempio 1'elemento 1; se o(1) =1 si passa ad un altro elemento.
Se 0(1) #1, si considerano o(o(1)) :62(1),03(1),...,o?(l),..., per un qualche k <»n dovra
aversi Ok(l) =1 poiché non si pud ritrovare uno dei 01(1), 2 <k, prima di aver trovato 1;

; . . . k-1 : : ’
s1 chiude allora il ciclo (1,0(1),...,0 (1)). o opera sugli elementi che non figurano

nel ciclo gia scritto permutandoli fra di loro e si ricomincia con lo stesso procedimento.

Esempio
1234567
g =

):(125)(3476)

2547136

Se o,q;e;ii e se ¢ lascia fissi gli elementi che Y muove, allora oy = yo.

In particolare nella decomposizione di ¢ in prodotto di cicli su sottoinsiemi disgiunti

di {1,...,n}, i cicli sono permutabili fra loro.
Esempio
(1 25)(3 47 86)=(3u4786)(125).

: k .
Di conseguenza, se ceﬁﬁw la sua potenza k-ma ¢ & prodotto delle potenze k-me dei singo-
1i cicli della decomposizione di ¢ e quindi 1'ordine di o & il minimo comune multiplo de-

gli ordini dei cicli della sua decomposizione (nell'esempio sopra citato l'ordine di o &
12)i.
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i 1 1 i = .-x.). Se 0€S.
Consideriamo n indeterminate xl,xz,...,xn ed il polinomio ?(x) 5l (xi J) P g,

o
). E' chiaro che qg(x) :soq(x) ove € vale +1 o -1. € e

x o =
poniamo ? () = 1T, (xo(i) xo(j) oy :go -ew e quin-

7/>J . 3 . . .
per definizione il segno della permutazione o. Si verifica subito che €

(ol : _
di 1l'applicazione che associa a o il suo segno € & un omomorfismo dal gruppolﬁk al grup

po moltiplicativo {+1,-1}.

DEFINIZIONE 15.6 Il nucleo dell'omomorfismo,ﬁ%—>{+1,—1} si chiama gruppo alterno su n

elementi e si indica con An

. . 3 s O . 4 -
Cli elementi c€ A si chiamano permutazioni pari, e per essi e =+1. Gli elementi oejii

con €° = -1 si chiamano permutaztont dispart.

E' chiaro che una trasposizione (a b) & una permutazione dispari.

Un ciclo (a,...a,) & una permutazione pari odispari a seconda che k sia dispari o pari,
i i i : = (G A, 8y)
come si vede facilmente per induzione, tenuto conto che (a2a1)(a1a2" ak) ( %g )

i i i e di 1 eiels
e quindi che il segno del ciclo di ordine £ = (a2a3...ak) & diverso dal segno del c

di ordine k (a a, ..ak)
PROPOSIZIONE 15.7 SZa oEiS% una permutazione qualunque e sia Ye,ga decomposta in ciclt

y:(al...ak)(bl...bh)...(cl...ct) Ktht...+tt=n

allora oy041:(o(al)...o(ak))(o(bl)...c(bh))...(o(cl)...c(ct)).

i ield el viee o=
Dimostrazione Se vy i T TS *Ygs ove i v, sono cicli, allora oOYO 0(Y1Y2 Ys)
i 30 0 0 elo

= -1 “1y...(gy 0°1) e quindi basta verificare l'asserto per un solo cilc
= (oy,07 ) (oY 0 )...(oyg q
Y :(al"'ak)° { :

endi i i di R
Consideriamo allora U(al...ak)o—l; prendiamo un elemento ¢ fra gli elementl di 11, 3

su cui le sostituzioni operano. Se c1(¢) non & uno degli elementi Ayseeesdy allora

o1(e) =o71(e) e quindi cyo_l(c)::c. Se invece 0 1(e) =a;, cioé crzo(ai) allora
. . =4 o
-1(c)— , (mod k) e oyo “1(e) =o(a;,,), quindi oyo™" = (o(ay)...o(a)).
E! faecile vedere, da questo, che due permutazioni 1n_S’ sono coniugate se e solo se sono

decomposte in cicli dello stesso tipo.

LEMMA 15.8 A4 ¢ generato dai cicli di ordine 3.

Dimostrazione Sia c€A_, poiché o & una permutazione pari essa opera almeno su tre ele-
n
menti: sia a uno di essi, b=o(a)#a, e cfa,b. Allora la permutazione vy = (bac)o opera su
b
meno elementi che o (lascia fisso a e non permuta gli elementi lasciati fissi da o); per

induzione y & prodotto di cicli di ordine 3 e quindi la tesi. WA

LEMMA 15.9 Se n 35 allora due cicli di ordine 3 sono coniugati in A .
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Dimostrazione  Siano (abe) e (efg) due cicli di ordine 3. Consideriamo una qualunque per-

mutazione o della forma

g =

abe ...
efg )

e completata in modo arbitrario. Risulta (efg) =g(abe)o 1. Si tratta quindi di provare che

per n> 5 la o pud essere scelta in modo tale da essere una permutazione pari. E infatti
9

abe hk...
se 0= ¢ dispari, scambiando 1l'azione di ¢ in due i di i i
posti diversi da abe, s -
‘ efg Uttews abe Bk. .. e
tiene la permutazione pari o' = ed ancora (efg)=o"'(abe)o' 1.
efg ml...

DEFINIZIONE 15.10 Un gruppo G si dice semplice se non possiede sottogruppi normali diver
si da {1} e G. -

" T ; ) 5
EOREMA 15.11 Il gruppo alterno An é risolubile per n< 4 ed é semplice per n 2 5.

Dimostrazion = & = = 3
e Per m=1 tutto & banale. Per n=2, A2 = {1} ed & ancora banale, (si & indi-
cato con 1 la permutazione identica).

p _ 5 s . 3 s 3

er n=3 il gruppo A3 consiste delle tre seguenti permutazioni: 1, (1 2 3), (1 3 2) ed &
quindi un gruppo ciclico con 3 elementi, esso € quindi risolubile in quanto abeliano

Per n = 4 consideriamo i1l gruppo commutativo Vu delle simmetrie di un rettangolo:

1 2

v, ={1,(12)(34),(13)(24),(14)(23)}

L 3

Fsso ; 5 ; : ; :

€ un sottogruppo di A4 ed € normale 1nJSL in quanto se coniughiamo un elemento di V
otteniamo ancora un elemento dello stesso tipo (per la 15.7).

Ora /—14 ha dodici elementi, quindi il quoziente AH/VM ha ordine 3 e pertanto € abeliano.
Passiamo infi i

nfine al caso n>5. Sia HEZAH un sottogruppo normale ed H# {1}; dobbiamo allora
. - : e ; ;
provare che H An' Di fatto basta verificare che H contiene un ciclo di ordine 3, in quan
to in tal caso per i1 lemmi 15.8 e 15.9, esso coincide con 4. —
Sia 0 €H, c#1; se 0 € un ciclo di ordine 3 il teorema & provato.
Supponiamo che ¢ contenga un ciclo di lunghezza almeno 5, sia esso (a,a.,a.a,a.), e consi-
2

s . 12 }
deriamo la permutazione: e

6! :(a1a2)(a3au)o(ala2)(a3aq) =(a2a1a4a3a5...)(...)...(...)

La permutazione o'é& coniugata di o tramite 1'elemento (12)(34) €A_, pertanto o' He o'c€ H; ora
n 9

" - T
o c(aQ) zag quindi c6'c#1 e opera su meno elementi visto che o'c(al) za, e o'o(as) 2.4
3

Procedendo quindi per induzione ed il procedimento appena indicato si pud sostituire ¢ con
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un altro elemento di H tale che nella sua decomposizione in cicli figurino solo cicli di

lunghezza < 4.

Supponiamo di esserci ridotti gid a questo caso ed indichiamo sempre con ¢ un ciclo siffat

to. Per esso si possono presentare le seguenti quattro eventualita:

1) ¢ & prodotto di cicli tutti di lunghezza 3.

2) ¢ & prodotto di cicli tutti di lunghezza 2.

3) ¢ & prodotto di cicli alcuni di lunghezza 3 ed altri di lunghezza 2 e 4.
4) o & prodotto di cicli alcuni di lunghezza 2 ed altri di lunghezza 4.

T casi 3) e 4) si riconducono ad 1) e 2) nel seguente modo. Nel caso 3) basta sostituire ©
con g% #1 che & prodotto solo di cicli di lunghezza 3. Nel caso 4) basta sostituire o con
62 #1 che & prodotto di cicli tutti di lunghezza 2.

Restano quindi da esaminare 1 casi 1) e 2). Nel caso 1) ¢ & della forma o= (abe)(efg)...
.(...); posto o' = (ab)(ce)o(ab)(ce) = (bae)(cfg) ... risulta '€ H e'quindi c'c €H, ove
o's & della forma o'c = (bfeceg)... . Passando quindi da o alla permutazione o'o si sostitui
sce il prodotto di due cicli di lunghezza 3 con uno di lunghezza 5, e quindi usando quan-
to visto per i cicli di lunghezza > 5, e procedendo per induzione, si ottiene un ciclo di

lunghezza 3 e 1l teorema 8 in questo caso provato.

Nel caso ?2) ¢ & della forma © = (ab)(ed)(ef)...(..). Posto o' :(abc)o(abc)_l, oV,o0'€H &
go' = (ae)(bd). Per ipotesi nm > 5 pertanto vi & un elemento e diverso da a,b,c,d. Coniugando
(ac) (bd) con (ace) si ha la permutazione (ce)(bd) € H, finalmente (ac)(bd) (ce)(bd)=(ace) €H.
Nel caso 2) o & della forma o= (ab)(ed)(ef).o. ().

Quindi H contiene un ciclo di ordine 3 ed il teorema & completamente provato. W0

Come conseguenza immediata del teorema 15.11 risulta che un'equazione di grado <t & sem-
pre risolubile per radicali.

Per terminare la discussione sulla non risolubilitd per radicali in generale delle equa-
zioni algebriche di grado 725 basterd far vedere che per ogni numero primo p > 5 esiste
un'equazione algebrica di grado p (a coefficienti razionali) il cui gruppo di Galois (su @)
é,Sé. Infatti S; non & risolubile per p 5, visto che contiene 11 sottogruppo Ap semplice
e non commutativo (e quindi non risolubile).

Premettiamo il seguente:
LEMMA 15.12 Dato un numero primo p 5, st pud costruire un polinomio irriducibile di gra
do p a coefficientt razionali con solo due radici complesse.

Dimostrazione Siano c:>0,a1,a2,...,ak (k>1) dei numeri pari e tali che a1<a2 < e <,

e 2 a.=0. Consideriamo il polinomio:
1
flx) = (ac2+c)(x—a1)(ac-a2)...(x—ak) + 2.

E' facile verificare che f(x) soddisfa il criterio di Eisenstein ed & quindi irriducibile.
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Consideriamo ora il polinomio g(x) :(xg-fc)(x-al)...(x-ak) ed 11 suo grafico:

Y
Yy = flx) =glx)+2

~ y =g(x)

tenuto conto che ai<<a£+1<<ai+1 e calcolato il valore g(ai-fl), si vede che i valori mini-
mi assunti da g(x) sono tutti minori di -2 (k> 1). Quindi il polinomio f(x) =g(x) + 2 con-

serva almeno le k radici reali ottenute traslando il grafico di g(x) della quantitd -2.

Se in tale traslazione f(x) acquistasse un'altra radice reale, tutte le sue radici sareb-

bero reali. Espandiamo il polinomio f(x):

f(x):xk+2+(c+2 a.a.)xk+...

PR A
1<y

Se Gy slnsens 0,y SONO le radici di f(a) allora

Z o =0 , Z 'aiaj =gt ) aiaj

i<g 1<g
e quindi
_1 7 g .1 2

Z.“io‘j"z{(z“i) z%’} =5 Qe

£z
Se tutte le radici a. sono reali Z a.o0. risulta negativo, quindi se si sceglie ¢ abba-

g
stanza grande, in modo che c-+z 3o :z a0 sia positivo, il polinomio f(x) dovra a-
<g <7

vere una e quindi esattamente due radici complesse.WA

PROPOSIZIONE 15.13  Per ogni primo p > 5 esiste un polinomio a coefficienti razionali il

cut gruppo di Galois (su @) & 71 gruppngé.

Dimostrazione  Sia f(x) un polinomio irriducibile di grado p a coefficienti in &€ e con

due sole radici complesse (Lemma 15.12), e sia a una sua radice. Si ha [Q(u) :Q] =p. Indi-
cato con £ 2@ il campo di decomposizione di f(x), risulta che p divide [E :Q].

Sia G=G(E/@), si ha: GS;S; ep lo(G) (o(G) =ordine di G) ne segue che G contiene un elemen
to di ordine p (poiché p é primo), quindi G contiene un ciclo ¢ di ordine p.

D'altra parte l'automorfismo di coniugazione dei numeri complessi induce un automorfismo

di E che permuta fra di loro le due radici complesse e lascia fisse le altre radici, esso
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¢ pertanto una trasposizione, e possiamo assumere sia T =(12). Poiché per un qualche Z <p
risulta oi(l): 2, e oi & ancora un ciclo di lunghezza p, (p € primo), con una scelta con-
veniente dei simboli, potremo sempre supporre che G contenga il ciclo u=(12...p).

Siamo ora in grado di provare che ogni trasposizione & in G. Infatti:

= -1 —(7-1) _,. .
ol = (23)5 wlnn o= (3wt =0zt +1)

Sepue che le trasposizioni della forma (¢ ¢+1) sono in G. D'altra parte
(23)(12)(23) = (13)3 (34)(13)(34) = (14)5...(Z T+ 1)(1L)(Z £+ 1) =(1 2 +1)

e (1 /)1 2)(1 J)=(Z §)€G. 9
Segue che G:iﬁf

E' possibile dimostrare che esistono polinomi a coefficienti razionali che ammettono come

gruppo di Galois il gruppo_ﬁ% ed An per ogni intero n. Questo & conseguenza del seguente

teorema di Hilbert:

TEOREMA DI [RRTIDUCTBILITA' Dato un polinomio f(xl,...,xn) in n variabili, a coefficientt
razionali, irriducibile, é possibile attribuire alle variabili Losenes®y valori razionalr

a ..,a_ in infiniti modi ottenendo f(xl,aQ,...,an) ‘rriducibile (come polinomio nella
n

P
sola xl).
Per la dimostrazione cfr.D.Hilbert: Gesammelte Abhandlungen. Volume II, pagina 264.

sy

Oltre a questo teorema di Hilbert & noto che ogni gruppo risolubile & ottenibile come grup
po di Galois sui razionali (Safarevich) ma non & noto se ogni gruppo finito sia ottenibile

(cfr. Math.Reviews, Volume 16-1955 - pagine 571-572).

T Vq
ESERCIZIO 15.14 Sia E 2K di Galois con gruppo SH e 1=(12)(34). Provare che £ 2F e

EV”2 K sono di Galois, ma E'2K non & di Galois.

g A6 LE EQUAZIONI DI 3° E 4° GRADO

La teoria di Galois esposta nei paragrafi precedenti, oltre a dare la risposta genera-
le al problema della risolubilitd di un'equazione algebrica per radicali, € anche utile

per il calcolo esplicito delle formule di risoluzione per le equazioni di terzo e quarto

grado.
L'EQUAZIONE CUBICA 16.1 sia (1) x3+ax?+bx+c 1'equazione di terzo grado. !
Con la sostituzione z =y -a/3 si ottiene l'equazione (2) y3+py+q=0 \
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i & =pb-q? o - 2 . . 5 : . ; ©
ove si & posto p=b-a®/3, q=c-ba/3+2a%/27. Per determinare A e u in funzione dei coefficienti p e g dell'equazione 2) ricordiamo che:

Risolvere la seconda equazione é chiaramente equivalente a risolvere la prima.
- 0q0903 =G, 0102 T 0103 + o903 =P

Siano o4 ,05,03 le tre radici di (2). Risulta
da cui, sostituendo i valori di o in funzione di P e @ e tenendo conto che 1 +n+r‘12 =00y

(y-o1)(y-a)y-o3)=yd+py +q

si ha:
da cui aq tap +a3 =0, aqap +ag0z +aq03 =p, ~QA1ar03 =q. = _.1 (p3+Q3)-_l_
Sia K un campo contenente el dici i Yunditd i = e B

P,.q e radici cubiche dell'unitd e sia F = K(oqao03)2 K. I1 grup P 9'—_

- p=aqap toqo3 +0203 = T3 /3

po di Galois G(E/K) & un gruppo di permutazioni sugli elementi (oq,02,83). Supponiamo che

: i . . ) i
G(E/K) sia 1'intero gruppo_S3. Sia F= E il campo intermedio associato al sottogruppo 43 .85 da cui si ricava infine:

delle pe tazioni di i s . & ==
permutazioni di classe pari (cfr. teorema 10.11). Poiché 1l'estensione Fe £ ¢ di Ga- " -3/_4 s /g_z_ +£3_ 4 8 _9 /_C{EJF%;
2 n 27 2 2

lois ciclica, essa si ottiene da F aggiungendo una radice cubica (F contiene le radici cubi-

che di 1, cfr. teorema 13.1). HEa.

Formiamo la risolvente di Lagrange di aq (cfr. dimostrazione del teorema 13.1). Indicate Una derivazione elementare di questa formula, che qui abbiamo illustrata facendo uso della
con 1,n,n? le tre radici cubiche dell'unitd, se fissiamo come generatore di Az 1'automorfi- teoria generale, & la seguente. Essa si basa sull'ldentitd,

smo che permuta ciclicamente (oqop0ag3) si ottiene: (a +b)3 - 3ab(a+Db) - a3-b3=0

= 2
= + . Y " o : . .
B IR T W Quindi se & possibile trovare due numeri a e b tali che -3ab=p, -a3-b3 =g, allora il nu-

Se si fissa l'automorfismo (aqagap) si ottiene: mero a +b & soluzione dell'equazione y3+py +q=0.

Le due condizioni scritte sono equivalenti a

\_(:Otl+ﬂ063+n2a2 )
33 = _P— 3453 =
In ogni caso si ha: a’b 57 > a’>+b q
. — uindi a3 e b3 sono le radici dell'equazione:

v3 = (aq + nap +na3)3 €F; v3 = (ag +naz +nay)3€ F d y
Ora il F & : . 22 + gu-£== 0
campo & quadratico su K; le permutazioni pari danno luogo all'automorfismo iden- el

tico di F, le permutazioni dispari, per esempio la trasposizione (apa3),danno luogo all'al- Le formule risolutive dell'equazione di secondo grado forniscono il risultato voluto.

tro possibile K-automorfismo (cfr.2) del teorema di Corri i i
L rispondenza di Gal ) : . " . .
Polchs 31 tpasfermate di w3 i ’ . . P * i ois) L'EQUAZIONE DI QUARTO GRADO 16.2 Osserviamo innanzitutto che l'equazione generale di quar
mato di y° tramite 1'automorfismo non identico di F & v3, l'equazione di 4 Iy 3 Loa? d=0 < ‘g . diant p— i .
w3 wa ¥ B to grado x* +ax3 +bx*+cx+a=0, puo sempre ri ursi mediante una sostituzione, alla Torma:

_ _ _ n 2 4 -
(-v3)(xe-v3) =22 - (y3 +7y3)x +y3y3. (3) xt+mx?+nc+t=0
» = LA . La soluzione di tale equazione si basa sulla seguente identitd (che il lettore pud facilmen
Posto A=y3+vy3 €k, p=v3y3 €k, risolvendo 1'equazione di secondo grado si ha: & .
0c1+noc2+n2a3:3li___ VA2 - by .

2

o1 +nag t+ n20c2 = 3/>\ - /A% - by - p Quindi se si riescono a trovare tre numeri a,b,c tali che -2(a? + b2 + ¢2) =m; -8abc =n;
2

2
(a2 + b2 +¢e2) - u(a?b? +b2c? + a2c2) =t allora a+b +c & soluzione dell'equazione (3.
q

te verificare):

2
é (a+b+e)t-2(a2+b2+c?)(a+h +e)2-8abe(a+b+e) + (a2 +b2+c?) - u(a2b? + a2¢2 + b2e2) = 0

ag toagtoaz=0 Le condizioni scritte per i numeri a,b,c sono equivalenti alle:

da cul si ricava: a2 +b2+e?2= -%
i 1 m2
a1 =5 (P+Q); az =5 (Pn+dn?); ag :% (@n +Pn2). u2bZe® ==

‘ 2
252 4. 5252 2 2 _Im° _t
a?b? + b4c4 +a‘c T

o
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I numeri a?,b?,e? sono soluzioni dell'equazione cubica

n?

- LCad
6l

0
2

2
3 2, (M _ Ty, _
2% +— 2 +(16 u)z

e sono quindi forniti dalle formule per l'equazione cubica.

Da essi si passa ai numeri a,b,c e si ottengono formule per 1l'equazione di quarto grado.
Queste formule sono ottenute facendo uso di un artificio al quale si pud dare una giusti-
ficazione facendo uso della teoria di Galois.

Infatti sia K un campo contenente m,n,t e le radici cubiche dell'unitd e sia E il campo
ottenuto da K aggiungendo le quattro radici aq,0p,a3,ay dell'equazione (3). Supponiamo che
i1 gruppo di Galois G(E/K) =5, . Sia V, il sottogruppo di Sy introdotto all'inizio del teo-
rema 15.11, cioé il sottogruppo delle simmetrie di un rettangolo, e sia F:EVL+ il campo in
termedio ad esso associato.

E si ottiene da F aggiungendo due radici quadrate di elementi di F. Infatti considerati

gli automorfismi T = (12)(34), o= (13)(24), le estensioni:

BT :E{l,T]‘aF’ ol :E{l’O}QF

s - . o z .
si ottengono da F estraendo una radice quadrata (cfr.teorema 13.1). Anche E T si ottiene

nello stesso modo.
Sia dunque EOIZF(a), a2 EF; ET::F(B), B2e F. si pud scegliere B in modo tale che B =1y(a)
con  una permutazione che coniuga ¢ e t. Si ha o(a)=a, o(B) = -B.

Una base di F su F & data da 1,a,B,aB. Per le radici aq,09,a3,0, dell'equazione (3) si ha:
ar =1(aq); ag=c(ag), oy =otlay).
Poiché uiEEE possiamo scrivere:

ag =f1+f2 tf3B+fuoB  f,€E
Posto a = foa, b =f3B8, ¢ = flraB si hé:

o, :f&~+a-+b-+c
T(dl):d2:fl-a+b—c
G(al):a3:f1+a—b—c

M(Otl):onq:f'l—a—b+c

Sommando si ricava 0= oaq +ap+ag+ay = 4fq, per cul risulta:
a1 =a+b+e; ap=-at+b-c; ag=a-b-c; ay=-a-b+ec
L'equazione (3) si scrive allora:

zh+mxl+ne+t=(x-a1)(x-ar)(x-az)(x=-oy)=
2 [x-—(a+b+b)][x—(—a+b—c)]|:.7c-(a—b—zc)][x—(—a—b+c)] =

=a" - 2(a? + b%2 + c?)x? + abex + (a2 + b? + ¢2) - u(a?b? + a?c? + b2c?)
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Questo giustifica a posteriori l'artificio usato.
In effetti la teoria svolta implica che G(F/K)=S, /Dy, ma tale gruppo € isomorfo ad S3 e

. . 3 . 2 2 2
roprio considerando l'azione d;,SL sui tre elementi a“,b%,c”.

tale isomorfismo € ottenuto p .

Pertanto essendo i tre elementi a?,b2,c? coniugati fra loro da,S% potevamo a priori dedur-
. . 2 . . . .

re che sono le radici di un polinomio cubico (z -a2)(x-b2)(x-c?) a coefficientl in K e

che F & il campo di decomposizione di tale polinomio cubico.

I1 passaggio da Sh ad_S%f{Sl/Dq & quindi equivalente alla riduzione di una equazione di 4

grado ad una cubica.

§ 17 FUNZIONI SIMMETRICHE, SIMMETRICHE ELEMENTARI E DI NEWTON

gia A un anello commutativo (per esempio A =Z). Consideriamo 7 +1 variabili:

& .,x ,Yy e formiamo il polinomio:
n

LR

< n—1 n—2 n-3 "
;Ul (y—xi):yn—oly +0.Y - 05y $owet(=1) g,

. ~ o
ove s1 e posto:

i : 105 SR, S R0 SR 1 P s o
0,7 @ 9,71 .“ix,j""’ck‘i. s lesz R e G e
o=l 1<J T <Ly e oSty . :
ioni iabili ioni simmetriche nel senso

Le funzionil 01’02""’0n delle variabili xl,xz,...,xn sono funz

della seguente:

DEFINIZIONE 17.1  Un polinomio f(xl,...,xn) si dice simmetrico (nelle xi) se

i i i dnidicd 1525eeesis
f(mr(l)’xT(Q)""’xT(n))::f(xl’xQ""’xn) per ogni permutazione T degli 1ndic 52 5
ioni ‘ont simm ; mentari ri-
L'importanza delle funzioni 0,,0,5++50,> dette anche funzioni simmetriche ele

siede nei due seguenti fatti:

FATTO I Data un'equazione algebrica:

= n-2 n-3 n B
xn-axn1+aac -a,x +...+(-1) an-o

4 2 3
e dette G 50,5050, le sue radici, si ha:
a;= oi(al,az,...,an).

: ” [ : 2 - o,
FATTO II Ogni funzione simmetrica nelle X,,...,%, S1 esprime polinomialmente nelle 0;
In particolare ogni espressione cimmetrica nelle radici di un fissato polinomio f(x) € cal

. . 3 . 3 - . ~ . . tali
colabile come polinomio nei coefficienti di f(x), e quindi & nel campo in cul sono

coefficienti.
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11 primo fatto citato & evidente; il secondo € un teorema notevole su cul Lagrange fonda-
va la teoria delle equazioni algebriche.
Prima di dare la dimostrazione di questo teorema forniamo un esempio
Una semplice classe di funzioni simmetriche
n
k
D2

i=1 °

& data dalle funzioni di Newton:

Come si esprimono le wk tramite le 0,50 2
) n
Usiamo, a tal scopo, il calcolo formale con le serie.

PEERRTLY

g
+y01-+1

n
sia f(y)= 1] (yz,+1)=y" n-1
Y =1 yl ) y0n+y O?’Z—l

Calcoliamone la derivata logaritmica in y:

a _f'Ww)
ay log f(y) = fly) -

La derivata logaritmica ha due notevoli proprieta:

1) Trasforma prodotti in somme, ciod (f(y)gy))'/ flydgly) =Ff"(y)/fly) +a'Wy)/gy);

2) E'un'operazione puramente algebrica.

Nel nostro caso avremo:

AT ¢ Zn i ' ) ]

o 1ogTT (yzy+1) = ——— =y x.( (-yx.)™) = )"

R f=1 ¥t o 7’;7:0 " ;:o b (V)
D'altra parte si ha anche

n=Al =2
d no_y #(n=1)o .Y + sised O
dy e :
oy to, Y teeotoytl

Quindi, uguagliando le due espressioni e moltiplicando, si ottiene

oo

Yoou (-
=0 m+1

7| = n-1
cetO Yl S0, H 20,y 4+ ...+ 00 Y

1+ .
01y+ 1

Da questa uguaglianza se ne ottengono infinite, paragonando i coefficienti di yt per ogni
ti ,

Y1 =01
-~ Y2 + Y101 = 202
V3 = Y01 + Y102 = 303
=Yy + V301 - Y02 + Y103 = Hoy

R /i N
(-1) [wn_l Uy oOq F een ‘”1%-1] =no,

e per m>n
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11)m'—wm—lgl'Hl)m—QOZ_"':tlpm—ngnzo
Da questa tabella si vedono tre cose:
i) come calcolare ricorsivamente le funzioni di Newton wi a partire dalle funzioni simme-
triche elementari 01,...,0n,
ii) come calcolare ricorsivamente le 0, @ partire dalle wi (£=1,...5n), Purché i numeri
D43, 5057 S1ano invertibili nell'anello A deil coefficienti considerati.

iii) In particolare, se 2,3,..., SONO invertibili, come calcolare le wi per ©>n, in ter-

mini delle wl,...,wn.

Torniamo ora al teorema fondamentale delle funzioni simmetriche:

TEOREMA 17.2  Ogni polinomio p(xl,...,xn) simmetrico nelle Tyseeesy si pud esprimere in

modo unico come polinomio nelle funziont simmetriche elementart 01""’On'

Dimostrazione Procederemo per induzione su 7 e sul grado di p(xl,...,xn), dando al tem-

po stesso un metodo costruttivo.

Indichiamo n o — le funzioni simmetriche elementari nelle X, ,L, 5000 3sL e
ndic mo coO §1,02, 29,1 ell 12%5s 5Ty 1

notiamo le semplici relazioni ricorsive:

=z o

=6, +2 3 G BT bl il B $E Ty .5 €
g Gy Bigi 95 =0y Zp9q° 30 =02 ¥ 24%%-1> “n” "nn-1

1 il n
I1 polinomio simmetrico p(xl,...,xn) pud scriversi nella forma p(xl,...,xn) :z fé(x1’°"

T ; . . : . . aw
s om0 ), ove 1 polinoml fi(xl""’xn—l) sono simmetrici nelle X ,...,%, 4 © quindi,

n-1""7n
per induzione, si possono esprimere come polinomi nelle 8&,5&,...,5#_1. Usando le espres-
sioni ricorsive per le 0, possiamo scrivere il polinomio p(xl,...,xn) come polinomio nel-
le 01,02,...,On,xn:
p=2g&o o o mi
1712722 nn
Si noti che in tutti i passi effettuati il grado dell'espressione non cambia; possiamo as-
; : T . Phs ) ;
sumere pertanto che il grado di gi(cl,oz,...,cn)xn sia al pit il grado del polinomio p.
Ora p-—go(cl, "’Un) =x,P, Eye si & indicato con p un polinomio nelle 01,...,on,xn. Segue
che x divide il polinomio p :p-go(ol,...,cn).
Dalla simmetria di p e di go(ol,...,cn) segue che &, divide p per ogni 7 e quindi
p :(xl...xn)p;fcnp.
I1 polinomio p & ancora simmetrico e di grado inferiore al grado di p. Procedendo per in-

duzione su p otteniamo 11 teorema.

L'unicitd & molto semplice e la lasciamo al lettore.VA

Esempio Il determinante di Vandermonde . gi consideri il determinante (di Vandermonde)
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2
1 xl xl .
2
1 x2 x2 5
1 & x2
n n

PROPOSIZIONE 17.3

Dimostrazione

S
I
=5

VS
-

.

n-1
z
n

V(xl,...,xn) :’TT (x

g

:V(xl,...,xn).

7:"xj).

due diverse dimostrazioni, entrambe elementari.

I Dimostrazione

1

]
0 xz-xl

V(xl,...,xn) = .
0 xn—xl
Tymey  (mymw N wytay )
L,=T, (x3—xl)(x3+x1)
x, %, (xn—xl)(xn+x1)

X

x

1 x2+x1
1 +
) L
= (.~ ). .
2 7 1 . :
1 xn+x1
1 x2 T
TT 1 x3 bred
= (x.=-x, ) . . >
I -
i x x
n

W N NN

+(x1+x2)x1

+(x1+ac3)xl

2 n=1
xl ;)cl

2 2 n-1 n-1
x? :Cl . & .’,Ul

2 2 n-1 n-1
&L < lelte -

n .'L'l .'Ifn X

2 2
4 4 o
(g miy M, #8048, )

Sottraiamo all'i-esima riga la prima:

o N .
La proposizione € evidente per »n = 2. Procederemo per induzione e daremo
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Nell'ultimo passaggio si & sottratta ad ogni colonna la precedente moltiplicata per L .

Per 1'induzione ammessa si ottiene quindi il risultato finale.

II Dimostrazione  Pensiamo V(xl,...,xn) come polinomio (di grado n-1) nella x, ed a coef-

ficienti nel campo delle funzioni razionali in LoseessTy. Se sostituiamo ad X, uno degli

X, per > 1, otteniamo un determinante con due righe uguali e quindi nullo. Segue che

e .,x_ sono le radici di tale polinomio e quindi:

o
sw3l, ) Sa TT(x —xJ:a(—lw-l ] (s =2 )
n if1 17y J>1 J 1

V(xl,.
LR pud essere determinato espandendo direttamente il deter-

ove a & il coefficiente di x4

minante di Vandermonde secondo gli elementi della prima riga:

T\( (xi-x-)

! (per 1'induzione ammessa).
>g>1

=1 n-1
a=(-1) V(x2,...,xn) (~1)
In definitiva si ha:

=1
V(g yeeeox )=al -1) J (x.-x,)= (x--2x.). W
pi n p J L o s L g
J>1 1>g
Osserviamo che il determinante di Vandermonde V(xl,...,xn) non & una funzione simmetricas;

T <
i i gl am = 4 s 5 i
infatti si ha V(xT(l)xT(z) xT(n)) € (xi, ,xn) La stessa uguaglianza mostra pero

2 ; . - : 2 A e
che V (xl, .,xn) S una funzione simmetrica. Per esprimere V° tramite le funzionl simme~

triche elementari Gpaeees0y conviene trovarne 1'espressione mediante i polinomi di Newton

wk. E infatti si ha:

2 n-1
1 1 i 1 1 @ & e Xy L LZE PRI )
2 n-1
= Ty % T 1wy &g wen @y 1 Yy Ve ¥y
/A — . = 5
=l n=1 #i—d 2 n—1
xy z, ces X 1z, z,...%, wn-l an_Q

L'ultima matrice scritta prende il nome di matrice di Bézout.

Sia p(xl,...,xn) un polinomio e T una permutazione su (1,2,...,n). Denotiamo con p_ il. po=
linomio:
pT(xl,...,xn) :p(xr(l),xT(2),...,xT(n)).

TEOREMA 17.4  Stano p(xl,...,xn), q(xl,...,xn) due polinomi e supponiamo che gli n! poli-=

nomt _t.e 8 siano tutti distinti. Esiste allora un polinomio, effettivamente costrui-—
p'l'l T n p s

bile, T(01’02""’0n’y) tale che:
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2
qV (p sP PRIy ):I'(G 3T g0 ees0 ,p)
1T Tn! L2 ®
Dimostrazione  Proviamo che si possono determinare delle funzioni simmetriche o, per le
quali si abbia:

i1,

z
g=}  ap
i=o ¢

1° Metodo Se h(xl,...,xn) 8 un qualunque polinomio, denotiamo con t(#) 11 polinomio sim

metrico:

t(h):Zerf h(xT(l),...,xT(n)):zéﬁf hT
n T n
Si ha allora:
. #l~14 i
t(qp?) =) o t(p 4y J=0,...,m1-1
=0

11 sistema ora scritto & risolubile nelle variabili a; in quanto il determinante deil coef-

ficienti & il determinante di Bézout degli elementi I che sono per ipotesi
1 T2 Tt
distinti; quindi tale determinante ¢ non nullo.

Applicando la regola di Cramer si ha:

dove Ai S una matrice con elementi polinomi simmetrici.
5 nl=1 3
Sostituendo si ha qV° =) |Ai|p , cioé il risultato richiesto.
=0
ni=1 .
2° Metodo Applichiamo alla relazione g 22 uipﬁ tutte le permutazioni Tejif
nt-1 =8

q :2 a-pl.
T ok BT
1=0

Possiamo pensare di aver dato i valori di g, penmsato come polinomio nella variabile p, i
cui coefficienti o, sono da determinare, negli n! punti p.- Applicando la formula di inter

polazione di Lagrange otteniamo:
T p-
. p#Teﬁr(p Py)
R
7 o TT N
oss, " L (PyP)

Da questa formula si ricava subito la tesi. W
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§ 18 RADICI MULTIPLE, IRRIDUCIBILITA'

Vogliamo innanzi tutto mostrare come, dato un polinomio f(x), sia possibile determina-
re un polinomio g(x) che abbia le stesse radici di f(x), ma per il quale le suddette radi
ci siano tutte semplici.

Abbiamo gid visto che le radici multiple di f(x) sono quelle radici che f(x) ha in comune
con la sua derivata f'(x) (cfr. lemma 8.14). Se o & una radice di molteplicitd n per f(x)
allora o ha molteplicitd esattamente 7n-1 come radice di f'(x).

Indichiamo con A(x) il massimo comun divisore di f(z) ed f'(x). Risulta allora flx) =

= g(x)h(x) ed il polinomio g(x) ha le proprietd richieste.

Passiamo ora ad illustrare il eriterio dt Kronecker per la determinazione dei fattori irri
ducibili di un polinomio f(x)é&@[x]. Tale criterio si estende ai campi F di dimensione £,
nita su §; ma la dimostrazione richiederebbe ulteriori precisazioni e quindi la tralascia
mo .

L'idea & di trovare un test aritmetico, simile a quello per la determinazione di eventua-
1i radici razionali per un'equazione algebrica.

Facendo uso del teorema di Gauss (cfr. 5.5) ci si pud limitare a cercare la fattorizza-
zione di un polinomio a coefficienti interi, tramite polinomi essi stessi a coefficienti
interi.

Una prima osservazione fatta da Kronecker & la seguente: come si pud determinare un fatto-
re lineare ax +b di f(x)? Si scelgono due interi distinti o e B (per esempio a =0 e B= 1)
e si calcolano f(a), f(RIEZ.

Se ax+b lf(x) allora si avra eriaa-fb ]f(a) e v, —aB+b lf(B). Pertanto Y, e ¥, devono
variare nell'insieme finito delle coppie (Yl’YQ) per cui Yl‘ fla) e Y2| f(B). Per ogni ta
le coppia (Yl’YQ) 8 univocamente determinato il polinomio ax +b per cui risulta au-+b::Y1,
ag+b =By Si ha quindi una lista finita di polinomi di primo grado (da cui possiamo scar
tare quelli a coefficienti non interi) fra cui ricercare gli eventuali fattori di f(x).
Si tratta quindi di effettuare la divisione di f(x) per tutti i possibili candidati e ve-
dere in quali casi il resto é nullo.

In realtd per la determinazione dei fattori lineari ax+b di f(x) :ao-+a1x-+...-fanxn si
pud pil semplicamente usare il criterio di Ruffini: b |ao, a lan. Noi abbiamo esposto un
metodo pil lungo che perd ha il vantaggio di generalizzarsi alla ricerca dei fattori irri
ducibili di qualunque grado.

Supponiamo di voler determinare gli eventuali fattori di grado k di f(x). Fissiamo kK +1

numeri lntirl distinti @, ,0,,.00507,4 © calcoliamo i valori f(al),f(aQ),...,f(uk+l).
Se g(x)::i bix$ divide f(x), si avra 9(“¢)l f(ai). Pertanto si dovranno scrivere tutte
=0
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le (k+1)-ple YqsYgsereaVyyq di divisori di f(dl),f(QQ),_..’f(ak+1) rispettivamente. Per

ogni (k +1)-pla si dovra determinare g(x) facendo uso delle relazioni

ga) =) b.(a)’ =y,
4 g * 4 J

ed infine determinare quali di tali g(x) dividono f(x). I1 tutto si basa sul fatto che un

p?llnomlo di grado k & determinato dai valori LCERERES () che assume in Kk + 1 numeri distin
ti. Infatti le X+ 1 equazioni:
k i
X b.(o.) =%.
f=g - J

considerate nelle incognite bi’ hanno per determinante dei coefficienti delle incognite

il determinante di Vandermonde

V(ogsapseeesag, g)= TT (o= wi) #0
1>7

I1 polinomio si pud direttamnte scrivere facendo uso della formula di interpolazione di

Lagrange
g(x) = Y g R
: . d T (os-0.)
J_l 1:#(7' J 7

§ 19 METODI EFFETTIVI PER IL CALCOLO DEL GRUPPO DI GALOIS DI UNA EQUAZIO-
NE ALGEBRICA

Sia f(x)Ei@Ex} un polinomio di grado 7 con radici tutte distinte a

PERERE (confronta-

re la discussione iniziale del §18).

Per prima cosa vogliamo far vedere che:

PROPOSIZIONE 19.1 SZ possono determinare effettivamente numeri Tnterti m ,m_,...,m_ 1In
o+ e sy

. . 1
modo tale che gli n! elementi della forma:
G 7L M0% (1) 0eS),

stano tuttt distintt.

Dimostrazione  Questo & equivalente a provare che il prodotto /TT (a_-a_) sia non nullo
- ’

ps n  o%T
Ragioniamo formalmente nel modo seguente. Il polinomio 77’(2 o (1o Tl TR §)
;. i g(L)  TT(2)
o N _ n o#tT 1=1
= xl,...,xn) & non nullo poichd i fattori ) xi(uo(i)-.af(i)) sono non nulli (vista la

Z=1

73
ipotesi che gli a; sono distinti). I coefficienti di p(xl,...,xn) sono funzioni simmetriche
negli CORRREPLNE quindi si possono calcolare come espressioni polinomiali nei coefficien-

ti di f(x) (cfr. Fatto IT del §18).

Si tratta quindi di determinare gli interi my,...,m, tali che p(ml,...,mn)¢ 0. Questo &
chiaramente possibile (lo si verifichi per esempio per induzione). W

Supponiamo di aver scelto gli interi m, come nella proposizione precedente, di conseguen-

za gli elementi a_ sono tutti distinti. Per essi sussiste la seguente:

PROPOSIZIONE 19.2  Per ognt oe,sfn st ha @(ac)':Q(al,...,un) = E,

Dimostrazione  E' chiaro che Q(aO)E Q(al,...,an). D'altra parte sappiam> che il grado di
@(ao) su @ & uguale al numero del trasformati distinti di a tramite il gruppo di Galoils
G=G(E/Q). Ora G & un sottogruppo del gruppo‘S; di tutte le permutazioni e se T€ (G allora

T(QO) =a - Poiché questi elementi sono tutti distinti, la proposizione & provata. W
T

Fsercizio 19.3 Si provi a dimostrare la 19.2 direttamente, partendo dal teorema 17.4 sul

le funzioni simmetriche.

Passiamo ora a determinare esplicitamente il grado dell'estensione @E&@(al,...,an).

Consideriamo il polinomio, di grado n!, éEEf (x-ao) =g(x), che prende il nome di primo

pisolvente. 1 coefficienti di g(x) sono funzioni simmetriche negli o. e pertanto si posso-
no calcolare esplicitamente come espressioni polinomiali nei coefficienti di f(x). Segue
pertanto che g(x) € §(x).

g(x) ha come radici gli n! elementi distinti a- Detto m::[E :Q], per la proposizione 18.2
sappiamo che E::Q(ag), pertanto a _ ha grado m, per ogni oe,gé. Ne segue, in particolare,

che g(x) si fattorizza in QEx] nella forma:
g(x) :hl(x)hQ(m)...hS(x), n! =ms

dove gli hi(x) sono i fattori irriducibili di g(x), ciascuno dei quali & il polinomio mi-
nimo di m fra gli a- Ciascuno degli hi(x) prende il nome di secondo risolvente.

[ fattori hi(x), di grado m da determinare, si possono trovare grazie al metodo di Krone-
cker (esposto nel §18).

11 procedimento descritto permette pertanto di determinare effettivamente il grado della
estensione Q(ul,aQ,...,un).

Vogliamo infine illustrare un metodo effettivo per determinare il gruppo di Galois di un

polinomio f(x)EEQ[x] che abbia 7 radici tutte distinte.

3i consideri il primo risolvente g(x):<l¥; (x-ac) e sia h(x) uno dei suoi fattori irri-
n

ducibili. Possiamo assumere che le radici di f(zx) (che non conosciamo) siano indicate con

indici tali che 1l'elemento a=7 m.o. 3 radice di h(x). Dalle osservazioni fatte nella di-
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mostrazione 19.2 & chiaro che il gruppo di Galois di E & quel particolare sottogruppo

GE,?% formato dalle permutazioni T per le quali 1l'elemento a_ = miaT(i) é ancora una radi

ce di A(x). L'insieme di tali permutazioni pud essere determinato facendo uso del teorema
17.4 nel modo seguente. Si considerano i polinomi p(xl,...,xn)::z M2 - s q(ml,...,xn) =

miT (1) (ove TE,?% ¢ una permutazione fissata), e si costruisce il polinomio r(z
...,zn,y) per il quale risulta

s

2 - z
qVv (pTl,...,anI) —z(ol,...,on,p)

Calcolando le funzioni simmetriche che appaiono nell'espressione ora scritta riusciamo in
fine a determinare effettivamente un polinomio gT(x) a coefficienti razionali tale che

a. :gf(a).

Ora, affinché T€G si deve avere h(aT): 0 ovvero h(gT(a)) = 0. Pertanto il polinomio h(gTCE))
deve essere un multiplo del polinomio minimo di a, ciod& di A(x). Certamente questo & veri-
ficabile effettivamente e quindi si pud determinare se T appartiene a G oppure no.

In pratica questo metodo € assolutamente impraticabile visto i1l numero di calcoli che es-

so coinvolge e nonostante vi siano varie semplificazioni possibili. Esso & astronomico per
sino per un'equazione di 5° grado!.

11 significato di questo metodo &, congiuntamente a quanto visto nelle ipotesi che G sia

risolubile, di mostrare la validitd del seguente teorema:

TEOREMA 19.4  Dato un polinomio f(x)EEQ[&] esiste un metodo effettivo per determinare
se l'equazione f(x) =0 é risolubile per radicali e, in caso affermativo, per determinare

effettivamente la formula (per radicalil) per le soluziont.

Non sarebbe difficile a questo punto ricostruire i teoremi fondamentali della teoria di
Galois, usando i teoremi sviluppati per le funzioni simmetriche e i metodi effettivi espo
sti, evitando quindi il punto di vista moderno degli isomorfismi. Storicamente la strada
seguita € stata appunto tramite la teoria delle funzioni simmetriche, si confronti per

esempio 1'esposizione di L. Bianchi.
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PARTE I1I LA TEORTA ASTRATTA

In questa parte vogliamo sviluppare la teoria dei campi in generale, senza restringer-

c¢i alla considerazione dei campi numerici.

Incominciamo con alcune premesse che ci porteranno a vedere come, dato un campo F, sia pos
sibile costruire un campo F che giuoca lo stesso ruolo del campo ¢ nel caso del campl nu-
merici.

Poiché molte dimostrazioni sono simili a quelle gia sviluppate nella Parte I saremo piu

brevi nei dettagli.

§ 1 CAMPO DI DECOMPOSIZIONE. CHIUSURA ALGEBRICA

PROPOSIZIONE 1.1  SZa F un campo ed f(x)EEFEr] un polinomio. Esiste un campo E2F in cut

f(x) si spezza in fattori di primo grado.

Dimostrazione  Procediamo per induzione, (si osservi perd che il procedimento & costrut-
tivo). Sia g(x) un fattore irriducibile di f(x) su F, (f(x) =g(x)q(x)) e consideriamo lo
anello E, = Fx] /(g(x)) . B

Poiché g(x) €& irriducibile, E1 8 un campo; detta x la classe di & in El’ si ha per costru-
zione g(;) =0 da cul g(x) :(x-x)gl(x), ovvero f(x) = (x —x)gl(x)q(x). I1 polinomio

fl(x) :gl(x)q(x) ha grado inferiore a quello di f(x), basta quindi fattorizzarlo e proce-

dere per induzione. VA

DEFINIZIONE 1.2 Se EoF & un campo in cui il polinomio f(x)EEFEx] si fattorizza in
m e

flz) =TT (z-a
=1 '

decomposizione di f(x).

i)’ aiEEE, e inoltre E::F(ul,...,am) diremo che E & campo minimo di decom—

Mostriamo che il campo di decomposizione & essenzialmente unico.

PROPOSIZIONE 1.3 Se E=2F & campo minimo di decomposizione di f(x) EEW@] ed H2 F ¢ un
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campo in cut f(x) st spezza in fattori lineari, allora esiste un F-isomorfismo j : E~+H
(non necessariamente suriettivo). Ci servira per questo un assioma della teoria degli insiemi che va sotto il nome di assZo-

ma della scelta o, in altra forma, Lemma di Zorm.

Dimostrazione Procediamo per induzione sul 1 3 =
grado m di f(x). Se m=1, allor x)=x - . v . s
E=F e non vi & nulla da dimostrare. Altrimenti sia o €F di d? £(x) St L'assioma detto permette da asserire che, dato un 1nsieme S , su S esiste un buon ordina-
. 1a " una radice di x i : q o o . s o
£lx) = (x - a)hlz) h(x)EEE[ ] Sig F' = F _ . . . s BLEULLE mento, ovvero un ordinamento per cul valga la seguente proprieta: ogni sottoinsieme non
5 x|. Sia =F(a)z Fy o € radice di uno dei fattori irriducibili : ini
g(x) di f(x) (su F) pertanto F(a)=fFEx]/(g(x)) vuoto T S possiede un minimo.
ora f(z) si i fattori 1i . g ' Questa proprietd & vera per i numeri naturali e da cid consegue il principio di induzionme.
spezza in fattori lineari in quindi g(x) ammette di €H i =
he F(B) "F[ Lgla)) = . ; ? o b G mud Ee Pil in generale vale il principio di induzione per insieme ben ordinati qualunque, (per
Eue e i = x]/ ghz)) =Fia). Peselame peusere oL aver 1dentufieato Gramine Feli iscmor una discussione dettagliata si confronti per esempio Bourbaki - Theorie des ensambles)
fismi F(B) ed F(a). Allora E2F'=F(a) & - - - - ot '
. e .. i ) Sanpapdi denae s Rondl dL S0Vl R Noi faremo uso dell'assioma della scelta per operare una costruzione transfinita.
spezza in fattori lineari in H2F'= F(B). Possiamo procedere per induzione e concludere
l 3 < - . . . . =
a dimostrazione. WA TEOREMA 1.7 1) Dato un campo F, estiste una sua chiusura algebrica F.

Si noti che questa proposizione &, nella sostanza della dimostrazione, una variante del 2) Se H2F & algebrico, esiste un F-isomorfismo (in) di H in F.
teorema di estensione degli isomorfismi (cfr. Parte I, 8.11). 3) Due chiusure algebriche di F sono F-isomorfe.

La nozione fondamentale s i si 3 i : N . ; . ol . . L s g N o o
u cul si baserd la trattazione successiva e la seguente: Dimostrazione 1) Sia S 1l'insieme dei polinomi irriducibili a coefficienti in F. Per 1l'as

.. ) sioma della scelta & possibile dotare S di un buon ordinamento. Supponiamo di averlo fatto
DEFINIZIONE 1.4 Un campo E si dice algebricamente chiuso se ogni polinomio a coefficien- . . I o1 it o hew B I . . . ’
o . . e L in qualche modo e pensiamo gli elementi di S come indici di se stessij; quindi ogni polino-
ti in £ si spezza ivi in fattori di primo grado.

mio s €S lo scriveremo anche fs(x).

Si noti che tale definizione & equivalente alle seguenti:
Per ogni fs(x) ci proponiamo di costruire un campo Fs contenente F e tale che per esso val-

1) Ogni polinomio f(x)EEEEx] possiede una radice in E.
gano le seguenti proprieté:

2) Ogni polinomio f(x) EE{?] irriducibile € di primo grado.
1) fé(x) si decompone in FS in fattori lineari.

3) Se HDE & un'estensione algebrica, allora H =E.
ii) Se s <t allora Fsc‘Ft'

DEFINIZIONE 1.5 Dato un campo F, si dice che un campo F=F & una chiusura algebrica se: 111 By & algebrico su F.

1) F & algebrico su F Se riusciamo a fare tale costruzione, bastera porre ?;:LJFS ed applicare il criterio 1.6,
s

2) F & algebricamente chiuso. per ottenere una chiusura algebrica di F. Per la costruzione degli FS si procede per indu-

zione. Supponiamo di conoscere gli Ft’ per ogni t<s e costruiamo Fs' Basta considerare

Proviamo 1l seguente criterio.

Hiiézé Ft ed usare la proposizione 1.1 (considerando fs(m) a coefficienti in H).

CRITERIO 1.6 Se H2F & algebrico ed ogni polinomio f(x)EEFEr] si spezza completamente Le proprieta i), ii), iii) sono ora evidenti.

in H, allora H & chiusura algebrica di F. 2) Sia T< H un insieme (eventualmente infinito) di generatori di H su F, cioé H=F(T). Or-

: . - diniamo 1'insieme T e poniamo:
Dimostrazione  Dobbiamo provare solo che H é algebricamente chiuso. Sia fo)EEH[x] un -
polinomio irriducibile e consideriamo il campo K::Hﬂn]/(f(x)), Sia x la classe di z; x & Ht::F(Tt) ove Tt: ﬂ;ej“ls <t}
algebri 1 i i i & i T . . . . S o s & Sty = : s
gebrico su # il quale per ipotesi & algebrico su F, pertanto x & algebrico su F. Sia Vogliamo costruire una famiglia di isomorfismi @, :Ht—+F tale che se t<t' risultl q%'lH =@
t

- . . .. 2 . : o e «
g(x) i1 suo polinomio minimo. Per ipotesi g(x) si spezza in fattori lineari su H, ovvero 4 . . . > 3 i i i 1
Supponiamo, per induzione, di aver costrulito D per s <t,e cerchiamo di costruire Py + Si

g(x) = 77’($"di), o€ H. Poichd g(x) =0 si ha TT(z -a-)=0 in K. Essendo K un campo si ha
= 2 possono presentare due casi. Se Tt non ha un massimo allora Ht::;z% Hs e basta porre q%:=q@

x :aj per un opportuno J, ovvero K=H e quindi f(x) ha una radice in H. WA
su ogni Hs'

Possiamo ora enunciar i i inci ; > i i i i
e e dimostrare il teorema principale sulla chiusura algebrica. Se Tt ha un massimo # (in tal caso esso & unico per 1'ipotesi di buon ordinamento), allora
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) ; i nomi € Flx| & separabile se
Tt :ThLJ{u} e Ht::Hu(u) (estensione semplice). Ne segue che possiamo estendere ad Ht 1'iso J DEFINIZIONE 2.2 1) Dato un campo F diremo che un polinomio filx) [ ] e sep
morfismO(pu :Hu—>f.usando il teorema di estensione degli isomorfismi ed il fatto che F & le sue radici sono tutte distinte. -
algebricamente chiuso. 2) Dato F ed a€Q diremo che a & separabile su F se il suo polinomio minimo & separabile.
F F i i S : i S abile su F.
3) Siano Fl ed F2 due chiusure algebriche di F. Da 2) segue che esiste un F-isomorfismo : 3) Dato F<G diremo che G & separabile su F se ogni elemento a €G & separ

j:F. >F_. Ora j(F'), essendo isomorfo a F., & algebricamente chiuso. D'altra parte F. & _ . .
; o i(F )1 indi F.=4(F. ). W v 2 PROPOSIZIONE 2.3 Se a & separabile su F e GDF, allora a é separabile su G.
algebrico su g 1) quindi F, =g 1)

Dimostrazione  Immediata poich& il polinomio minimo di @ su G divide quello su F. W

~

Commento Il risultato principale di questo paragrafo & stato quello di costruire la chiu Ci proponiamo di studiare le estensioni separabili. Iniziamo dalle studio delle estensio-

sura algebrica di un campo e cominciare a mostrare che & un ambito appropriato per svilup- ——

.

pare in astratto la teoria svolta nella Parte I. Rispetto a quest'ultima abbiamo aggiunto Sia K un campo, E=K(a) ed f(x) il polinomio minimo di @ su K. Quante sono ls radici di

Seftanzislnente solo aleune ldee cestruttive dells teoria degll imsiemi. f(x)? Se la derivata f'(x) non 8 nulla, il lemma 8.12 permette di affermare che sono tut-

te distinte.
Se f'(x)=0 vuol dire che tutti i monomi xk che appaiono effettivamente in f(x) sono tall

§ 2 LA TEORIA DI GALOIS. ESTENSIONI SEPARABILI I chelmk_l:o

L ~ . -
tamente esiste una potenza massima p di p tale che f(x) =qg(x!” ) e g(y) non é polinomio

. . L s
, ovvero k=0 cioé p lk (p la caratteristica). In definitiva f(x)=g(x Js Cer

in yp ovvero g'(y) # 0.

Sia F un campo ed F una sua chiusura algebrica; se cerchiamo di ripetere con riferimen- - ; - p
, . E' evidente che g(y) & irriducibile poiché se q(y) =s(y)t(y) si ha anche f(x) =s(x )t(xp )

to ad F anzicchd a ¢, la teoria svolta nei §8, §9 , §10, della Parte I ci accorgiamo che

Pertanto g(y) ha tutte le radici distinte. Se ne deduce che, se il grado di f(x) € n, quel
le dimostrazioni in essa date valgono senza alcun cambiamento tranne quelle che dipendo- )

lo di gq(y) @ m e B,,B,5...,B_ sono lem radici distinte di g(y), allora n=mp e inoltre:
no dal lemma 8.12 nel quale si afferma che un polinomio irriducibile ammette radici distin A 1772 4

h
te. E' facile vedere che non solo la dimostrazione di 8.12 non & valida in carF=p >0, ma PROPOSIZIONE 2.4 i) Dato « €Q esiste un unico y €Q con YWV za
s s : ; - . . : —_ S ho_
che l'enunciato stesso € falso. La ragione di tale fatto risiede innanzi tutto nell'esisten 14 Dettd B s Bigse s ou O gli elementi di Q per cul si ha ag _Bi’ aZZora(ﬁ,uz,...,um sono
za dell'isomorfismo di Frobenius.

le radici distinte di f(x) e ciascuna ha molteplicita p .
4 Ph Ph Ph 1t
. s 5 _ - - : S ! i 1 =
TEOREMA 2.1 Se A é un anello commutativo di caratteristica p, allora 1'applicazione Dimostrazione i) Si ha #f -a=af -y =(x-y)" , ovvero y & l'unica radice, con molte
Vv :A+A data da Y(a) =df (aed) ¢ un morfismo (omomorfismo di Frobenius). plicita ph "
h
. " - - p

Dimostrazione (ab)P = oPp¥ per la legge commutativa. | ii) si ha: f(x) :q(xp )-TT(xp ‘Bi) =TT (x ai) . W

p p k, p-k p . A . . : :
(a2} :é g 3 I B8 B iR B | § X =0 (efr, Lemma 7.7 della Parte I). DEFINIZIONE 2.5 I numeri m e p'~ sopra introdotti prendono rispettivamente 1l nome di

=0 \ k . e :

Pertanto (a+b)P=df +PF. w grado di separabilitd e grado di inseparabilitd di a (ovvero di f(x)) su K.
Un controesempio al lemma 8.12 in caratteristica p#0 & il seguente. Sia G::ZZQP)(x) il Ora possiamo passare al teorema che lega le nozioni date con quelle di isomorfismi e per-

ioni i i i ici o4 i i i ioni ssariamente semplici.
campo delle funzioni razionali in x a coefficienti in Z (). L'elemen- mette di determinare la teoria per estensioni non necessa P

/(p) e sia F:Z/(p)

to x € G soddisfa su F il polinomio f(y) :yp - ed & facile verificare che fly) & 11 poli-

p TEOREMA 2.6 Sia K< E un'estensione finita. Esiste un numero, detto grado di separabili-
nomio minimo. D'altra parte su G il polinomio f(y) si spezza, per 2.1, in Y 'lf):(y—x)p

i i cit ta dell'estensione e indicato con [E: K]O tale che:
ovvero ammette la sola radice X contata con molteplicitd p. i

o . 1) Ogni Zsomorfismo ¢: K—+Q s1 estende 1n esattamente [E: K]S modi distintt
Ci proponiamo pertanto di analizzare questo fenomeno. Per semplicitd tutti i campi che con

h
A A ; : : / K= B XK
sidereremo saranno contenuti in un campo algebricamente chiuso 9 fissato. 2) [E ] [ ]3 P
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3) E & separabile su K se e solo se [E: K| = [E: K]S
4) Se KCECG allora [G: K], [G:E] [E: K],
5) [K(a) :K]8 é 1l grado di separabilita di a su K.

Dimostrazione La dimostrazione segue fedelmente quella gid data sulla estensione degli
isomorfismi (cfr. teorema 8.11), riducendosi al caso di una estensione semplice.

Sia F =K(a) e QP:K~>Q un isomorfismo. In quanti modi si pud estendere ?? Chiaramente in

tanti modi quante sono le radici del polinomio q(f(x)), ove f(x) & il polinomio minimo di a.

h h
SefM):qmp),Q’W)¢OsihaqUVM):%qmp))e(@@@ﬁ)%z@@‘@))¢m

E' pertanto evidente che il numero di estensioni di %>é indipendente da q)ed é esattamen-
te i1 grado di separabilita di a.

Ora i punti 1), 2), 4), 5) seguono esattamente, come nel teorema 8.11, per induzione.

Per quanto riguarda 3) si osservi che se FE :K(al,a

K(a

2""’ar) e a. ¢ separabile su

,a ) allora:

1% % q

[: k], =TT [&(ays - ra)) i Klagseevsay O] =TT [Klay,.evmay) sKlay s say ] = [B 0 k],

Viceversa, se [E :K] :[E :K]S ed g€F, si ha: [E :Kj :[E :K]S :[E :K(a)}S[K(a) :K]S; ne
segue che deve essere [E :K(a)]8 :[E :K(a)} e [K(a) :K]S Z[K(a) :K]; v\

E'" ora chiaro che per le estensioni separabili vale, senza quasi alcuna modifica, la teo-
ria svolta nella prima parte.

In particolare si ha:

PROPOSIZIONE 2.7 Una estensione finita separabile é semplice.

Dimostrazione Questa € 1'unica osservazione per cui & necessario un commento. Se KS E

¢ finita e separabile possiamo provare (come nel corollario 9.3) che vi & solo un numero
finito di campi intermedi. Ora non possiamo copiare esattamente la dimostrazione data in
caratteristica 0. In effetti se K & infinito, dati a,b €E possiamo considerare gli infini
ti elementi g +Ab, A€K, e concludere come nella proposizione 9.4. Se perd K & finito an-
che £ & finito e la proposizione segue dal teorema, assai pil preciso, che afferma che il
gruppo moltiplicativo di E & generato da un unico elemento a, e a maggior ragione E =K(a).

Di tale teorema daremo la dimostrazione nel §U4, relativo al campi finiti. VA

DEFINIZIONE 2.8 1) Si dice che una estensione Ks E & puramente inseparabile se [E :K’]S =1.

2) Si definisce grado di imseparabilitd, e si indica con EE :KJi, il numero per cuil risul-

ta [E:k]=[E:k] [E:K],.

PROPOSIZIONE 2.9 K< E é puramente inseparabile se e seolo se, per ogni a€E,esiste un h

. h
per cui aP €Kk.
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Dimostrazione Se o €K, a soddisfa il polinomio «F -a che ha una sola radice.
Pertanto il polinomio minimo di a ha una sola radice e [K(a) :K]S = 1. Procedendo per in
duzione si vede che [E :K]S =1 anche nel caso F :K(al,...,an).
Viceversa se [E :K]S =1, da 4) e 5) del teorema 2.6 si ha che, se a€E, il suo grado di
separabilitd & 1 ovvero il suo polinomio minimo f(x) & della forma q(xP ) con g polino-

. ph
mio di primo grado, ovvero f(x) =g -a da cui aP za€kK. WA

Vogliamo ora mostrare come ogni estensione si possa costruire in due passi, una separa-

bile ed una puramente inseparabile. Sussiste infatti il seguente:

TEOREMA 2.10 Sia KCE un'estensione e sia E8 :{aGEE[ a é separabile su K}. Allora:
1) E, é un campo.

2) Ks;ES & separabile

3) E,s B ¢ puramente inseparabile.

Dimostrazione  Sia g ]'estensione generata dagli elementi separabili, allora E] si puo
ottenere per successive estensioni semplici separabili. Segue immediatamente dal teorema
2.6 che Eé su K & separabile e che ogni suo elemento & separabile. Pertanto Eé :ES e 1),

2) sono provati.

h
3) Sia a€F e sia f(x) il suo polinomio minimo suhES: flz) :q(xp ), con q(¥) separabile.

. ~ 5 s R
Ne segue che ap & separabile su Es’ da cul Es(ap & separabile su K e quindi a € Es'

Ovvero a & puramente inseparabile su Es' A

: ’ : 5
I1 teorema precedente assume una forma ancor pil precisa se l'estensilone € normale .

DEFINIZIONE 2.11 Un'estensione KSE & normale se ogni isomorfismo cP:E-*Q é un automor
fismo (ovvero ?(E)E;E).

Per arrivare alla struttura delle estensioni normali premettiamo il seguente teorema:

- . S, o _
TEOREMA 2.12 Sia E un campo, G un gruppo finito di automorfismi di E, E ={a€E |a =
=g(a), Vg €E€G}. Si ha: [E :EG] =0(G); in particolare EEEEG é separbile e normale.

Dimostrazione  Prima di tutto proviamo che ogni elemento a €E & algebrico e separabile
su B¢ ai grado al pit o(G) (ordine di G). Infatti, sia H={heG | h(a) =a}; & evidente
che H & un sottogruppo di G. Se gys---sdg sSONO rappresentanti delle classi laterali

gH, g €G, gli elementi gl(a),...,gs(a) sono distinti e dipendono solo dalle classi. Inpar
ticolare se g €G, ggl(a),...,ggs(a) é una permutazioge di gl(a),...,gs(a). Ne segue che
il polinomio f(x) =TT(x-gi(a)) ha coefficienti in E~ e radici distinte, per cui a & se
parabile su EG di grado al piu o(G).

. G % . .
Ora, dati comunque,al,...,ane E, 1'estensione E (al,...,an) & separabile e pertanto sem
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plice; se a la genera sappiamo che il suo grado € al pild o(G), da cui [E

G

Poiché Apsee ,a, sono arbitrari ne segue immediatamente che [E EG]
B i G G

Poiché o(G) < o(J(E/E™) = [E s B ]s <[E: EG] segue che G = ’T(E/F e |E:E ] o(G), ovvero

E & separabile e normale su EG (una estensione di Galois). VA

Sia ora K< E un'estensione normale e G il suo gruppo di automorfismi. Per ipotesi

G=9U(E/K), dé cui o(G):[E :K]S. Ne segue che [E :K]SZ[E :EG].

TEOREMA 2.13 SZa K< E un'estensione normale. Allora:
1) EGQK ¢ puramente inseparabile.
2l B 2K & normale con gruppo di Galois G.

3) E:ESEG (composto) e [E: K] =[E : K] - (29 : 4].

Dimostrazione 1) Poiché [E :EG1 = [E :K]S ne segue che [EG : K—Js =

2) E' chiaro che la nozione di separabilitd & invariante per automorfismi:se g €G, g(E )<
8

SE, (da cuil g(ES) :Es)' Poiché K€ E & normale ed E S E 8 puramente inseparabile, ogni
K-isomorfismo di E si estende in modo unico ad un automorfismo (necessariamente in G)
di E. Ne segue che E’S 8 normale su K ed il suo gruppo di Galois & isomorfo a G.

3) Sia F:ESEG. Dal teorema 2.6 si ha:

[E’:K]SZI:E%:K]S| [F:Kls
[E:k],=[E":K],| [F:K];
da cui [E: K] :[E:zqs- [E:K],L.\ [F:K].
Poichd FcE si ha anche [F:K] | [E:K] da cui F=E. W

Osservazione 2.14 Nella dimostrazione del teorema precedente ci siamo trovati in pre-
senza di un fenomeno che vale la pena di commentare.

Se E,F sono due estensioni di K ed EF & il loro composto, in generale non avremo:

]

[F:x]=[E:K]|[F:K].

Se tale uguaglianza & verificata diremo che E ed F sono linearmente disgiunti.

Per il lettore che conosca la definizione di prodotto tensoriale di algebre forniamo la
seguente discussione (cfr. Bourbaki, Algébre capitoli II - III).

Si formi 1l'algebra E®KF, la quale ha dimensione ]:E : K] . [F 2 K] su K. Vi & chiaramente un
omomorfismo g : E®KF—>EF dato da a®b~>ab. Dire che E ed F sono linearmente disgiunti
vuql dire pertanto che j & un isomorfismo. Questo avverra se e solo se E@KF 8 essa stes
sa un campo.

In generale E®,F non & un campo, infatti potra persino avere elementi nilpotenti (cioé

K
reE®F, r #0 ma =0 per qualche 7).

CHR: ):EG}so(m.
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Dati due K-isomorfismi CP: E>Q, y: F>Q si determinerda un omomorfismo:

E®KF—>Q dato da a®b '\Mq)(a)w(b)

i1 cui nucleo & un ideale massimale e la cuil immagine & il ‘composto di (P(E) e Y(F). Vi-
ceversa se M & un ideale massimale di E® F, GZE@KF/M & un campo che contiene una co-
pia isomorfa di E e di F ed & da essi generato. In definitiva possiamo dire che date E
ed F due estensioni di K, se esse sono gid contenute in qualche modo in un campo piu gran
de allora il composto & semplicemente il campo generato; se invece ci poniamo astratta-
mente e cerchiamo di formare un composto di E ed F arriviamo ai campi descritti

G‘E@ F/ i quali si possono pensare come composti di E ed F (in senso astratto).

I composti astratti non sono necessariamente 1somorf1 per esempio sia K=@, E =F=@(a)

con a° = 2, allora E@,F & 1Somorfo a §(a)[x] /(x -2), il polinomio %2 -2 si fattorizza
su @(a) come (x-a)(x” tax+ta )
Pertanto E@ F & isomorfo a @(a)®@(a,b) con b +ab+a2 = 0. @(a) & un campo di dimensio-
ne 3 su @ 1somorfo a Q(y—) mentre @®(a,b) & di dimensione 6 su & ed & il campo di decompo
sizione del polinomio x3 -2, pertanto & isomorfo a Q(i}'— 5917) ¢ radice cubica primiti-
va di 1.

I1 lettore che voglia capire i meccanismi della teoria di Galois rispetto alla nozione

di prodotto tensoriale potrd cercare di dimostrare il seguente:

TEOREMA 1) K< E & separabile se e solo se E@,E & privo di elementi nilpotenti.

[K(a):K]S =1}; allora K; & un campo. Inoltre K<E & separabile se e solo

2) Sta Ki =P iho,
se E®K Ki & un campo.

3) K€ E & separabile e normale se e solo se E@KE:EQEGB... BEF.

4) Se KeE & separabile allora E®KF ¢ privo di elementi nilpotentt, per ognt campo F=2K.
5) Detti K la chiusura algebrica di K, K. e K, rispettivamente i campi degli elementt

puramente inseparabilt e separabili, 8% ha X = K ®K K@

§ 3 CAMPI PERFETTI

Sia ¢ un campo algebricamente chiuso di caratteristica p>0 e sia ¢ : G>G 1'omomor-
fismo di Frobenius dato dalla formula y(a) =dP.
11 campo ¥(G) & algebricamente chiuso, in quanto isomorfo a G, d'altra parte G & algebri
co su Y(G) poiché, se a €G esso soddisfa su P(G) il polinomio oL - aP . Ne segue che G =y(G),

5 x . 3 P o
in particolare ¥ & un isomorfismo. Dato a € G scriveremo a 1/p al posto di ¢ “(a).
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Dato un campo KC G scriveremo Kp, rispettivamente Kl/p al posto di P(X), w'l(K).

PROPOSIZIONE 3.1 Dato un campo K le tre affermazioni seguenti sono equivalenti:
1) K=K
2) k=P

3) Ogni estensione algebrica di K é separabile.

Dimostrazione w'lw(K) =K pertanto se q(K) =K si ha Kl/p =K e 1)=22).2)=>1) nello stes
so modo. 3)=>2) Sia~a€EK1/p, F =K(a) & separabile su K pertanto a€Kk.

1)=>3) Sia a un elemento algebrico su K e f(x) :xn-fblxn_l

S +bn il suo polinomio mi
nimo su K, dobbiamo provare che f(x) & separabile. Se f(x) fosse inseparabile si avreb-
be f(x) Zh(af)p e 1 coefficienti di A(x) sono in Kl/p, ma per ipotesi K :Kl/p da cui se-

gue che h(x)(EK[x] e f(x) non & irriducibile, una contraddizione. VA

DEFINIZIONE 3.2 Un campo K, soddisfacente alle tre condizioni equivalenti della 3.1,

viene detto perfetto.

Vari modi per generare campi perfetti vengono dati dal seguente teorema:

TEOREMA 3.3  1)O0gni campo algebricamente chiuso, ogni campo finito, é perfetto.

1/p%

2) Se K é perfetto ed E é algebrico su K, E é perfetto. 3) K é perfetto.

Dimostrazione 1) Abbiamo visto all'inizio di questo paragrafo che un campo algebrica-
mente chiuso € perfetto. Se K é finito, poiché 1'omomorfismo di Frobenius y & iniettivo,
esso deve essere necessariamente biunivoco; pertanto K & perfetto.

2) Sia a €E, dobbiamo trovare un b€F con BP = a. consideriamo H=K(a); poiché ¢y € un iso
morfismo € evidente che [Hp :Kp] :[ﬁ :K]. Per ipotesi Kp::K e, chiaramente, HpCZH da cui

#=H. In particolare si ha a=btF per un opportuno b€EH.

1/poo h h+1

o]
3) Se aek si ha aEEKl/p per qualche % e quindi al/pe Kl/p C,Kl/p .

ESERCIZIO 3.4 Provare che:
(oo}
1) K :’zkp ¢ perfetto.
2) Se E=K(a) € una estensione semplice, F & perfetto se e solo se K & perfetto e a &

algebrico su K.

Per ulteriori complementi, in particolare il legame fra inseparabilitd e derivazioni,

rimandiamo a: N.Jacobson - Lectures in Abstract Algebra, volume III.
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§ L4 CAMPTI FINITI

Vogliamo determinare le proprietd principali dei campi possedenti solo un numero fi-
nito di elementi. Tali campi sono detti anche campi di Galois, ma noi non useremo tale
terminologia. E' chiaro che un campo finito ha necessariamente una caratteristica posi-
tiva p. Fissiamo la caratteristica p; ogni campo di tale caratteristica contiene il
campo fondamentale Fp = Z/(p) .

Se GIDFp é finito, [G :Fb] zn<® e viceversa. Sia Ugsthpse- oo, una base di G su Fp' Poi=
chd ogni elemento di G si scrive in modo unico nella forma z a4, con o EFb ne risulta

immediatamente,contando gli elementi,il teorema:
7 ;
TEOREMA 4.1 Se [G :Fb] =n, G ha p elementt.

n
Consideriamo il gruppo moltiplicativo G' di un tale campo G. G'=G -{0} ha p -1 elemen-
ti, pertanto per proprietd elementari dei gruppi finiti, dato comunque a€G' si ha

n
pt-1

a =1 da cui apn =g. Questa equazione vale certamente anche per a=0 e possiamo enun-

Sl ¥ n
ciare, poiché «P" -2 ha grado p :

TEOREMA 4.2 Se [G: Fpl =n gli elementi di G sono tutte le soluzioni della equazione

n
xP - .

Dalla proposizione 1.3,che asserisce l'unicita del campo di decomposizione di un polino-
mio, segue:

TEOREMA 4.3  Se Gl’ G2 hanno pn elementi sono isomorfi. N
Dimostrazione Entrambi sono il campo di decomposizione su Fp del polinomio £ -z W
Ci poniamo ora all'interno di una chiusura algebrica F di Fp' Denoteremo, come Sempre,

con ¢ l'automorfismo di Frobenius y(a) =dF.

. : = n
TEOREMA 4.4 1) Dato comunque un numero naturale n esiste un unico campo FpnCIF con p
elementt.
=1 R

2) F ,={a€F |y (a)=al.

1%
3) F ,SF , se e solo se n|m.

AP |

4) F , & una estensione Galoissiana di Fp con gruppo di Galois ciclico, generato da V.
p
5) Py in generale se n|m, F , & una estensione Galoissiana di Fp” con gruppo di Galois
p

etelico generato da .
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Dimostrazione 1) e 2) Dai teoremi 4.2 e 4.3 é chiaro che F ,, se esiste, € unico ed &
5 3 s s ! : — Lpn n
1'insieme degli elementi descritti da 2) ovvero F ,={a€F|a” =1 (a)=a}.

E' chiaro che 1l'insieme di tali elementi & un campo, poiché wn é un automorfismo. Baste
ra mostrare quindi che tali elementi sono esattamente pn. Gli elementi in considerazione
sono le radici del polinomio xpn-x. La derivata di xpn-x é -1 pertanto esso non ha
radici multiple e le nostre asserzioni sono provate.

3) Se m=gn si ha wm :(wn)q; ne discende che se wn(a) = a anche wm(a) =a, ovvero

F ,CF ;. Viceversa se Fpn(:Ebm e q :[Fbm :Fpn] contando gli elementi di Fpm, come

abbiamo fatto nel teorema 4.1, otteniamo p™= (p™)9 m=ngq.
4) e 5) E' chiaro che ' & un F n-1lsomorfismo. Per dimostrare 4) e 5) basterd (dalla teo
ria finora svolta, cfr. 8.11 parte I) mostrare che wn ha ordine g nel gruppo degli auto-

morfismi di F ng - Chiaramente su F nq si ha (wn)q =1. Se wn avesse ordine g' <q si avreb
p 2!

1
be wnq =1 su F nq da cui F nq(IF ng' una contradizione. VA
: p p p
Terminiamo la teoria dei campi finiti con il seguente:

TEOREMA 4.5 Il gruppo moltiplicativo di un campo finito & ciclico.

Dimostrazione In effetti dimostreremo di piu: se G & un sottogruppo finito del gruppo
moltiplicativo di un campo F allora G & ciclico.

Sia n 1'ordine di G, dobbiamo mostrare che in G esiste un elemento di ordine esattamente
7n. Detto m 11 minimo comune multiplo degli ordini degli elementi di G, si ha d'=1 per
ogni elemento a €G. Poiché G ha n elementi ogni elemento di G soddisfa anche la relazio-
ne a" =1 e pertanto m |n. Ma 1l'equazione xm::1 possiede almeno n soluzioni (gli elemen-
ti di G) pertanto n =m.

Per terminare basterd utilizzare un fatto generale che dimostriamo nel lemma seguente:

LEMMA 4.6 Sia A un gruppo commutativo. Se a .¢HZEAAhanno ordini n oMy em é

10" 10
11 minimo comune multiplo di tali ordini, esiste b€ A di ordine esattamente m.
S 5
Dimostrazione  Sia m= 73; RjJ la decomposizione in fattori primi. Per ogni j esiste un
hj R . q. .
Posto ni. :py qj € chiaro che l'elemento bjitaﬁq ha ordine

i e , k
indice 7. tale che p.Y [n.
J J T 7

J J

k.
esattamente pyJ. Affermiamo che b :ble"'bs ha ordine esattamente m.

Chiaramente D" :7Tb21:l pertanto 1l'ordine di b divide m. Per ogni j i due numeri Rjj e
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. k . .
t.zzn/pgj sono primi fra loro. Esistono dunque due interi r,s per cui 1=ij + 8 %irl. Si ha
d

. £ o t.s — .j . FA T
bStJ :TTb? Jd-pJd :le o > ) :bj.-Poiché bj é una potenza di b 1l suo ordine pﬁJ divide
1 dJ dJd

1'ordine di b; ne segue pertanto che tale ordine € necessariamente m. VA

§ 5 ESEMPT

Vogliamo corredare la teoria astratta con alcuni esempi significativi.

i) Funzioni simmetriche Sia E :K(xl,...,xn) il campo delle funzioni razionali su K in n

variabili. Il gruppngé opera su E permutando le variabili.

TEOREMA 5.1 E " =K(o 50

2”"’0n)' o
n -
Dimostrazione Sia E’:K(Ol,ag,...,On)E<E , basta mostrare che [E :Eﬂ <n!. Le variabili
LyseeesLy sono radici del polinomio

n n-1
=) S = +...x0_€F
M=) =y -0y L€ Fly] |
ne segue che E & il campo di decomposizione di tale polinomio su F, in particolare

[E:F]l<n! w

Fsercizio  Si noti la differenza fra la dimostrazione di questo teorema, appoggiata sul
la teoria generale, e quella del teorema 1.2 sulle funzioni simmetriche. Si cerchi di ca
pire il legame logico fra i due approcci alla teoria di Galois, quello astratto e quello

effettivo tramite le funzioni simmetriche.

ii) Funzioni trigonometriche  Sia M il campo di tutte le funzioni meromorfe sul piano
complesso (cioé le funzioni olomorfe in € tranne in alcuni poli).

: o . 1. 03
Consideriamo le funzioni esponenzialli e =, a€Cl.

0,2 0,3 a2
N o 1 2 " 0

LEMMA 5.2 Se U5 Bpseeesly sono numert distinti le funzioni e 5@ pri TRL sono 11
nearmente indipendenti su C.

m o2 . )
Dimostrazione Supponiamo che si abbia 2 Aie = 0. Facendo successivamente la deriva-

=4

. i k oa;z _

ta si ha, per ogni intero %, 2 Aiuie = B
In particolare ponendo Kk =0,1,...,m-1 otteniamo un sistema di m equazioni lineari nelle
1.e%% i1 cui determinante & il Vandermonde dei numeri Oy pene sl Poiché tali numeri so-
7

g 0g2 . - _
no distinti il determinante & non nullo e quindi A e “®=0 per ogni 7,da cui A,=0. VA
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COROLLARIO 5.3 Se G s0yse e 50 € C sono linearmente indipendenti suil numeri razionall,

.. 042 O ; .
le funzioni e = ,...,e sono algebricamente indipendenti su C.
Dimostrazione Supponiamo che si abbia una relazione polinomiale del tipo
a2 N oz n Loy
0=}y A, (e 1)y l...(e™) ™M, si deduce 0 22 An e( ot )
n

.. : 2

) ,ma gli elementi
all m 1...m

z o n. Sono distinti per le ipotesi fatte e pertanto A =0. VA
oo
1 m
Nota  Non si confondano queste due semplici asserzionicon i famosi teoremi di Lindemann

sulla trascendenza dei valori presi dalle funzioni esponenziali. WA

Consideriamo ora il gruppo dei movimenti analitici del piano: z-+a3 +B, o # 0. Tale grup-
po opera sul campo M delle funzioni meromorfe e trasforma le funzioni esponenziali in

se stesse. Vogliamo studiare un esempio speciale. Sia T il sottocampo di M generato dal-

.. _ 2miaz .
le funzioni e(az) =e , a€fd. Sia, per beq, 12 : z2>zth. 7 trasforma il campo 7T in

se stesso. Sia Tb il sottocampo fissato da Ty certamente e(%—z)e Tb' Sia Zbiif(e(%‘z)).

. - . T .o A s el m ) :
Chiaramente se b=ne, n€Z si ha e(E—z) —e(z-z) —e(E—z) € Zb da cui Zé: Zb' Dati comunque

4 numeri razionalil Qys--sdy é facile provare che il sottogruppo di &, da essi additiva-
mente generato, & ciclico; sia p un generatore. Segue che @(e(qlz), @(QQZ),..., e(qhz)):
=C(e(pz)).
TEOREMA 5. 1 =
EOREMA 5.4 1) Tp =72,
ii) Se b =ne, ne Z, Zy é di Galois su Z,, con gruppo di Galots Z/( )

n

iii) Il polinomio minimo di e(%—z) su 2, é xn—e(%—z).

Dimostrazione Consideriamo la trasformazione T, :Zb—+Zb. T (e(%-z)) :eC%(z+c)):
c

ean/n

1
:e(z-z) pertanto T ha ordine »n in Zb'

Ty al . . ; : n 1 &
Poiche e(z-z) soddisfa il polinomio x —e(E»z) segue che ZbC::ZC e il gruppo di Galois &
ciclico generato da T,

. T
Sia ora fe€ Tb’ certamente fe€ Z; per qualche d con d=nb.Poiché Zb = Zdb si ha fe Zb'

Esercizt 1) Si sviluppi la teoria di Galois facendo intervenire anche 1'automorfismo
A o
2) Si sviluppi la teoria per il campo generato sui numeri reali dalle funzioni

sen 2max, cos 2max, A€ §. (suggerimento: si ricordi che eQﬂl@:cos 2mx + 1 sen 2mx)
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iii) Serie di Putseux Si considerino le serie di Laurent f(2) = i;n aizt, n Z conver
genti in un intorno (dipendente da f) bucato di 0.

Tali serie (ovvero i germi di funzioni da esse rappresentate) formano un campo MO. Deter

miniamone la chiusura algebrica. Dobbiamo a tale scopo richiamare alcuni fatti elementari
sulla polidromia. Una serie di Puiseux in z & una serie di Laurent f(w) in una variabile

w legata a 2z dalla relazione W'z (supporremo la serie convergente in un intorno bucato

1/n

di 0). Si pud pensare W =23 una funzione polidroma di z.

1/n

Notazione Indichiamo con Mn il campo delle serie di Puiseux in 2z

TEOREMA 5.6 1) M . ¢ una estensione di Galois su M con gruppo di Galois Zﬂ/(k)-

2) M_= %{ M ¢ la chiusura algebrica di M.
- . . : . 2mMLT
Dimostrazione 1) Se introduciamo un parametro T legato a 2 dalla eguaglianza z =e

1n_ 2mit/n 1/n i/n__ 21i/n

. La trasformazione y: T~ T+ 1 manda 2 in €2 " ; la parte

si ha 2z
1) si dimostra allora come nell'esempio ii).

2) Per questo fatto rimandiamo ai libri di variabile complessa. L'idea & che, data una e

quazione yn-fflyn_1 F dite +fh in cui le fi sono serie di Laurent, le n radici danno luogo
ad una funzione polidroma la quale diviene meromorfa in un intorno di O in una nuova varia
|
) 1/m ,
bllew:z/.VA ,

L'esempio di gran lunga piu interessante per la geometria & la teoria di Galois del campo
F= C(x) delle funzioni razionali in x. F deve essere pensato come campo delle funzioni
meromorfe sulla sfera di Riemann Z. Una sua estensione algebrica finita GDF pud essere
considerata come il campo delle funzioni meromorfe su una superficie I' che riveste I con

ramificazioni e viceversa. Pertanto la teoria delle estensioni di F equivale alla teoria

dei rivestimenti ramificati e connessi di I.
E' possibile dare una classificazione completa di tali rivestimenti. Se Pl""’Pm sono
punti di I, dare un rivestimento finito di I ramificato al pild in Pl""’Pm equivale a dare

un rivestimento non ramificato finito di Z-—Pl-P2-...-—Pm. La teoria generale dei rivesti

menti non ramificati asserisce che un tale rivestimento & dato una volta assegnati un insie

me S ed una azione del gruppo di omotopia di Z-—Pl--P2 = s —Pﬁ su S. Nel nostro caso il

rivestimento si suppone finito e connesso, pertanto S deve essere finito e l'azione del

gruppo di omotopia transitiva.

La teoria si conclude provando che il gruppo di omotopia di una sfera bucata in m punti

& un gruppo libero in m-1 generatori. Assegnare un rivestimento connesso di grado 7 equi-

vale, pertanto, a dare m-1 permutazioni su n elementi tali che il gruppo generato operi

transitivamente.
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Grado (di una estensione)
Grado (di un numero algebrico)
Grado di inseparabilitd (diao f(x))

di inseparabilita (di una
estensione)

Grado

(di a o fix))

(di una

Grado di separabilita

Grado di separabilita
estensione)

Hilbert (teorema di)

K-isomorfismo
Kronecker (teorema di)

Kronecker (criterio di)

TIdentita di
Irriducibilitd (teorema di)
Isomorfismo

Isomorfismo di F su K

Lagrange (interpolazione di)

Lagrange (risolvente)

Newton (funzioni di)

ai

19

11
21
23

78

37
39
37
15
18

79

80
79

19

61

31
L3
71

31
61
30
31

72
49

66
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Norma

Normale (estensione)

Orbite

Permutazione (pari, dispari)
Permutazione (segno della)
Polinomio caratteristico
Polinomio minimo

Polinomio primitivo
Polinomio separabile

Primo risolvente

Risolvente (di Lagrange)
Risolvente (primo, secondo)
Risolubile (gruppo)

Risolubilitd per radicali (di una
equazione)

50
81

38

57
507
50

14
79
73

49
73
53

52

Secondo risolvente

Semplice (gruppo)

Separabile (campo, elemento, polinomio)

Simmetrica (funzione)
Simmetrica elementare (funzione)
Sostituzioni (gruppo delle)

Spazio vettoriale
Traccia
Transitivamente (operare)

Trascendente (numero)

Vandermonde (determinante di)

73
58
79
65
65
56
17

50
38

67

INDICE DEI SIMBOLI MAGGIORMENTE USATI

K(S)
K(s)
K[z]
IS

K[s]
7 [x]
¢[«]
e(f)

dlmK vV

[E:K]

EO

J(E/K)

pagina 7

13
14
14
14

18

18
31

36

G(E/K)

E/K

r/x

o(G)

pagina

36

37

50

50

56

57

58

65

79

80

81

~d




