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5. Risultati di densità negli spazi Lp 12
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Introduzione

In queste note si espongono gli argomenti presentati nella prima parte del corso di Istituzioni
di Analisi Matematica proposto agli studenti del Corso di Laurea Magistrale in Matematica
dell’Università di Torino. Tali argomenti sono trattati in 40 ore di lezione e costituiscono le
basi dell’analisi funzionale.

L’analisi funzionale è una branca dell’analisi matematica sviluppatasi all’inizio del XX se-
colo ad opera di matematici quali Erik Ivar Fredholm (Svezia, 1866–1927), Henri Lebesgue
(Francia, 1875–1941), David Hilbert (Germania, 1862–1943), René Maurice Fréchet (Francia,
1878–1973), Frigyes Riesz (Ungheria, 1880–1956), Eduard Helly (Austria, 1884–1943), Stefan
Banach (Polonia, 1892–1945), Hans Hahn (Germania, 1879–1934), Hugo Dyonizy Steinhaus
(Polonia, 1887–1972), John von Neumann (Ungheria, 1903–1957), etc. Si occupa dello studio
degli spazi di funzioni e delle trasformazioni tra tali spazi e gioca un ruolo importante in molti
ambiti: trova applicazioni alle equazioni differenziali, alla probabilità, alla fisica matematica,
all’analisi numerica e presenta strette connessioni con la matematica pura e i suoi fondamenti
teorici. Gli spazi di funzioni in questione sono spazi vettoriali infinito-dimensionali muniti di
una topologia compatibile con la struttura algebrica degli spazi.

In generale, lo studio degli spazi infinito-dimensionali e delle trasformazioni tra essi presenta
degli aspetti nuovi e sorprendenti rispetto al caso degli spazi euclidei finito-dimensionali. In
particolare, negli spazi infinito-dimensionali:

• gli insiemi chiusi e limitati non sono sempre compatti,
• le applicazioni lineari non sono sempre continue,
• le funzioni a valori reali che sono continue sui chiusi e limitati non hanno sempre minimo e
massimo,

• gli operatori lineari iniettivi da uno spazio in sé possono non essere suriettivi (e viceversa).

In queste note ci limitiamo a trattare gli spazi vettoriali normati che costituiscono la clas-
se più semplice di spazi vettoriali topologici. Inoltre presentiamo anche gli spazi di Hilbert,
caratterizzati dalla presenza di un prodotto interno, cosa che li rende assimilabili a versioni
infinito-dimensionali degli usuali spazi euclidei di dimensione finita. Notevole attenzione viene
rivolta in particolare agli spazi Lp (con le loro proprietà fondamentali quali completezza, sepa-
rabilità e teoremi di densità, caratterizzazione del duale, riflessività) e allo spazio delle funzioni
continue su un intervallo chiuso e limitato di R e in particolare al teorema di Ascoli-Arzelà, con
la sua applicazione all’esistenza di soluzioni per il problema di Cauchy.

La trattazione degli argomenti qui esposti, in linea di massima, segue o trae ispirazione da
alcuni testi classici quali:

• H. Brezis: Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations, Springer,
2011 (o edizione italiana pubblicata da Liguori nel 1986);

• J. B. Conway: A Course in Functional Analysis, Springer, 1994;
• A. N. Kolmogorov, S. V. Fomin: Elements of the Theory of Functions and Functional Ana-
lysis, 1970 (o edizione italiana pubblicata da Edizioni Mir nel 1980 e da altri editori in anni
successivi);

• H. Royden: Real Analysis, 3rd Edition, Prentice-Hall, 1988;
• W. Rudin: Real and Complex Analysis, Third Ed., McGraw-Hill Book Co., New York, 1987
(o edizione italiana pubblicata da Boringhieri nel 1974).

Come prerequisiti si assume la conoscenza della topologia generale e della teoria della misura e
dell’integrazione secondo Lebesgue.
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1. Norme e seminorme

Sia X uno spazio vettoriale su K, dove K è il corpo reale o complesso.

Definizione 1.1. Una norma in X è un’applicazione ∥·∥ : X → R che soddisfa le seguenti
proprietà:

(i) ∥x∥ = 0 ⇒ x = 0 (annullamento),
(ii) ∥αx∥ = |α| ∥x∥ ∀α ∈ K , ∀x ∈ X (omogeneità),
(iii) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ∀x, y ∈ X (disuguaglianza triangolare).

Se sono soddisfatte solo le proprietà (ii) e (iii) ma non la (i), l’applicazione si dice seminorma.
Uno spazio vettoriale munito di una norma si chiama spazio normato.

Esercizio 1. Ogni norma ed ogni seminorma soddisfa anche:

(i) ∥0∥ = 0,
(ii) ∥x∥ ≥ 0 ∀x ∈ X (positività),
(iii) |∥x∥ − ∥y∥| ≤ ∥x− y∥ ∀x, y ∈ X,
(iv) l’insieme B = {x ∈ X | ∥x∥ ≤ 1} è convesso.

Verificarlo!

Esempio 1.2. Nello spazio vettoriale RN si introducono le seguenti applicazioni: fissato p ∈
(0,∞) si pone

∥x∥p := (|x1|p + ...+ |xN |p)
1
p ∀x = (x1, ..., xN) ∈ RN .

Inoltre si pone

∥x∥∞ := max {|x1| , ..., |xN |} ∀x = (x1, ..., xN) ∈ RN .

Proveremo che per p ∈ [1,∞] l’applicazione x 7→ ∥x∥p è una norma in RN . Invece non lo è

se p ∈ (0, 1). Abbiamo quindi una famiglia di spazi normati
(
RN , ∥·∥p

)
per ogni p ∈ [1,∞].

Notiamo che la norma corrispondente a p = 2 è la norma euclidea:

∥x∥2 =
√
x2
1 + ...+ x2

N =: |x| .

Esaminiamo meglio la norma p nel caso bidimensionale disegnando la palla unitaria rispetto a
tale norma:

Bp = {x ∈ R2 : ∥x∥p ≤ 1} = {(x1, x2) ∈ R× R : |x1|p + |x2|p ≤ 1} per 0 < p < ∞
B∞ = {x ∈ R2 : ∥x∥∞ ≤ 1} = {(x1, x2) ∈ R× R : max{|x1|, |x2|} ≤ 1} per p = ∞.

Nella figura seguente sono disegnati gli insiemi Bp in vari casi. Notiamo che in tutti i casi i
punti (±1, 0) e (0,±1) stanno sul bordo di Bp e che per 0 < p < 1 l’insieme Bp non è convesso.
Perciò in tal caso l’applicazione ∥·∥p non è una norma (cfr. esercizio 1 (iv)).

0 < p < 1 p = 1 1 < p < 2
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p = 2 2 < p < ∞ p = ∞

Esercizio 2. Provare che se 1 ≤ p < q ≤ ∞ allora ∥x∥q ≤ ∥x∥p ≤ N∥x∥∞ ∀x ∈ RN . Dedurre
che le norme p in RN (con 1 ≤ p ≤ ∞) sono tutte equivalenti, cioè per ogni p, q ∈ [1,∞]
esistono C1, C2 > 0 tali che C1∥x∥p ≤ ∥x∥q ≤ C2∥x∥p ∀x ∈ RN .

Esempio 1.3. Vediamo alcuni esempi di spazi normati infinito-dimensionali. Dato un inter-
vallo chiuso e limitato [a, b] ⊂ R, denotiamo C[a, b] lo spazio delle funzioni continue da [a, b] in
R. Tale spazio è strutturato a spazio normato rispetto alla norma lagrangiana

∥f∥ := max
t∈[a,b]

|f(t)| .

La convergenza rispetto a tale norma è la convergenza uniforme. Possiamo definire in C[a, b]
altre norme, ad esempio la norma integrale

∥f∥ :=

� b

a

|f(t)| dt .

Lo stesso si può fare con lo spazio dei polinomi da [a, b] in R.
Lo spazio L1(R) delle funzioni integrabili secondo Lebesgue da R in R è pure uno spazio

normato con norma

∥f∥ =

�
R
|f | dx

modulo identificazione di funzioni uguali quasi ovunque.

Definizione 1.4. In uno spazio normato (X, ∥·∥) si chiama distanza indotta dalla norma la
funzione d : X ×X → R cos̀ı definita:

d(x, y) := ∥x− y∥ ∀x, y ∈ X .

Osservazione 1.5. La distanza indotta da una norma è effettivamente una distanza in X, cioè
verifica le seguenti proprietà:

(d1) d(x, y) ≥ 0 ∀x, y ∈ X (positività),
(d2) d(x, y) = 0 ⇔ x = y (annullamento),
(d3) d(x, y) = d(y, x) ∀x, y ∈ X (simmetria),
(d4) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) ∀x, y, z ∈ X (disuguaglianza triangolare).

Inoltre, dato uno spazio vettoriale X sul campo reale o complesso K, una distanza in X è indotta
da una norma se e solo se possiede le seguenti proprietà aggiuntive, che legano la distanza d
alla struttura algebrica di X:

(d5) d(αx, αy) = |α| d(x, y) ∀α ∈ K , ∀x, y ∈ X (omogeneità),
(d6) d(x+ z, y + z) = d(x, y) ∀x, y, z ∈ X (invarianza per traslazioni).

In tal caso d è indotta dalla norma ∥x∥ = d(x, 0).

Esercizio 3. Verificare le affermazioni dell’osservazione precedente.

Osservazione 1.6. In uno spazio normato (X, ∥·∥) vale che

|∥x∥ − ∥y∥| ≤ ∥x− y∥ ∀x, y ∈ X .
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Tale disuguaglianza si può leggere dicendo che la norma è una funzione lipschitziana (con
costante 1) e quindi, continua da X con la metrica indotta dalla norma in R con la distanza
euclidea.

Definizione 1.7. Uno spazio normato si chiama spazio di Banach se è completo come spazio
metrico con la distanza indotta dalla norma. In uno spazio normato, la topologia generata dalla
distanza indotta dalla norma si chiama topologia forte.

Osservazione 1.8. Se uno spazio vettoriale è munito di due norme equivalenti (nel senso
analogo a quanto espresso nell’esercizio 2), le topologie da esse generate coincidono, cioè gli
aperti, i chiusi e i compatti per l’una sono esattamente gli aperti, i chiusi e i compatti per
l’altra. Inoltre se lo spazio è di Banach rispetto ad una norma lo è anche rispetto all’altra. Ad
esempio, gli spazi (RN , ∥·∥p) con p ∈ [1,∞] sono tutti spazi di Banach (cfr. esercizio 2).

Osservazione 1.9. Lo spazio C[a, b] con la norma lagrangiana è di Banach, mentre non è tale
rispetto alla norma integrale. Lo spazio dei polinomi da [a, b] in R non è di Banach né rispetto
alla norma lagrangiana né rispetto alla norma integrale. Lo spazio L1(a, b) è di Banach con la
norma integrale.

Teorema 1.10. Ogni spazio normato reale finito-dimensionale (X, ∥·∥) è isomorfo (come spa-
zio normato) a RN (con norma euclidea |·|), dove N è la dimensione di X. Cioè, esiste
un’applicazione lineare biiettiva F : RN → X ed esistono C1, C2 > 0 tali che

C1|x| ≤ ∥F (x)∥ ≤ C2|x| ∀x ∈ RN .

Corollario 1.11. Ogni spazio normato finito-dimensionale è di Banach.

Dimostrazione del teorema 1.10. Detta N la dimensione dello spazio X, prendiamo una
base {v1, ...,vN} di X e definiamo F : RN → X ponendo

F (x) = x1v1 + ...+ xNvN ∀x = (x1, ..., xN) ∈ RN .

Si verifica facilmente che F è un’applicazione lineare biiettiva tra RN e X. Inoltre, posto
C = max1≤i≤N ∥vi∥, si ha che

∥F (x)∥ ≤ |x1| ∥v1∥+ ...+ |xN | ∥vN∥ ≤ C (|x1|+ ...+ |xN |) ≤ C
√
2
√

x2
1 + ...+ x2

N

avendo usato la disuguaglianza 2 |a| |b| ≤ a2 + b2 per ogni a, b ∈ R. Quindi

(1.1) ∥F (x)∥ ≤ C2|x| ∀x ∈ RN

con C2 =
√
2C. Per provare la prima disuguaglianza della tesi, possiamo ragionare cos̀ı. Da

(1.1) segue che F è continua: se xn → x in RN , applicando (1.1) a xn − x, si ottiene che
F (xn) → F (x) in X. La sfera S = {x ∈ RN : |x| = 1} è compatta. Quindi, per la continuità
di F e della norma (cfr. osservazione 1.6), esiste x̄ ∈ S tale che infx∈S ∥F (x)∥ = ∥F (x̄)∥ > 0,
perché x̄ ̸= 0 e F è biiettiva. Allora, detto C1 = infx∈S ∥F (x)∥, si ha che C1 > 0 e

C1 ≤
∥∥∥∥F ( x

|x|

)∥∥∥∥ =
∥F (x)∥

|x|
∀x ∈ RN \ {0}

cioè C1 |x| ≤ ∥F (x)∥ per ogni x ∈ RN . □

Esercizio 4. Dimostrare il corollario 1.11. (Suggerimento: applicare il teorema 1.10 per
provare che le applicazioni T e T−1 trasformano successioni di Cauchy in successioni di Cauchy.
Quindi usare il fatto che RN è completo.)

Esercizio 5 (completamento di uno spazio normato). Dato uno spazio normato X, si chiama

completamento di X uno spazio di Banach X̃ per cui esista un isomorfismo isometrico J : X →
X̃ (cioè un’applicazione lineare che verifica ∥J(x)∥ = ∥x∥ ∀x ∈ X) tale che J(X) è denso in
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X̃. Dimostrare che ogni spazio normato ammette un completamento e che il completamento
è unico a meno di isomorfismi isometrici. (Suggerimento: sia X la classe delle successioni
di Cauchy di X strutturata in modo naturale a spazio vettoriale. Introdurre in X la seguente
relazione: dati x = (xn)n,x

′ = (x′
n)n ∈ X poniamo x ∼ x′ se xn − x′

n → 0. Verificare che ∼
è una relazione di equivalenza compatibile con le operazioni algebriche in X e che se x ∼ x′

allora lim ∥xn∥ = lim ∥x′
n∥. Introdurre lo spazio quoziente X̃ := X / ∼ strutturato in maniera

standard a spazio vettoriale. Per ogni x̃ ∈ X̃ porre ∥x̃∥ := lim ∥xn∥ dove (xn)n ∈ x̃. Dimostrare

che l’applicazione x̃ 7→ ∥x̃∥ è una ben definita norma in X̃ e che lo spazio X̃ cos̀ı normato è
un completamento di X.)

2. Spazi Lp: proprietà algebriche e norma

È dato uno spazio misurato (Ω,M, µ) dove Ω è un insieme non vuoto, M è una σ-algebra
e µ è una misura positiva in X. Gli elementi di M sono gli insiemi misurabili. Fissato p > 0,
definiamo

Lp(Ω,M, µ) :=

{
f : Ω → R | f misurabile,

�
Ω

|f |p dµ < ∞
}

.

Inoltre definiamo

L∞(Ω,M, µ) := {f : Ω → R | f misurabile, ∃C ≥ 0: |f(x)| ≤ C per q.o. x ∈ Ω} .

Se non c’è rischio di confusione, scriviamo semplicemente Lp al posto di Lp(Ω,M, µ), anche nel
caso p = ∞.

Proposizione 2.1. Per ogni p ∈ (0,∞] l’insieme Lp è uno spazio vettoriale (su R) con le
usuali operazioni di somma di funzioni e moltiplicazione per uno scalare.

Dimostrazione. L’unico punto non banale è provare che se f, g ∈ Lp allora f + g ∈ Lp. Se
p = 1 o se p = ∞ ciò è immediato. Se p ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) si usano disuguaglianze ad hoc:

se p ∈ (0, 1) allora (a+ b)p ≤ ap + bp ∀a, b ≥ 0,(2.1)

se p ∈ (1,∞) allora (a+ b)p ≤ 2p−1 (ap + bp) ∀a, b ≥ 0.(2.2)

Vediamo il caso p ∈ (0, 1). Prese f, g ∈ Lp, per ogni x ∈ Ω, per la disuguaglianza (2.1), si ha
che

|f(x) + g(x)|p ≤ (|f(x)|+ |g(x)|)p ≤ |f(x)|p + |g(x)|p

Quindi si integra e si ottiene la tesi, perché f, g ∈ Lp. Analogamente nel caso p ∈ (1,∞) ma
usando la disuguaglianza (2.2). □

Osservazione 2.2. Le disuguaglianze (2.1)–(2.2) si possono ottenere in vari modi. Ad esempio,
la (2.1) si può dimostrare cos̀ı: presi a, b ≥ 0 non entrambi nulli, si ha che

0 ≤ a

a+ b
≤ 1 ⇒

(
a

a+ b

)p

≥ a

a+ b

perché p ∈ (0, 1). Allo stesso modo (
b

a+ b

)p

≥ b

a+ b
.

Sommando le ultime due disuguaglianze si trova la (2.1). La (2.2) si può ricavare dal fatto che
la funzione f(t) = tp è convessa per p ∈ (1,∞) e quindi

f

(
a+ b

2

)
≤ f(a)

2
+

f(b)

2
∀a, b ≥ 0

che è esattamente (2.2).
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Osservazione 2.3. Possiamo definire gli spazi Lp prendendo funzioni a valori complessi. In
tal caso si otterranno spazi vettoriali, eventualmente normati, sul campo complesso. Tutti i
risultati successivi si estendono anche a questi spazi.

Generalmente gli spazi Lp di maggior uso sono quelli costruiti a partire da uno spazio misurato
(Ω,M, µ) in cui Ω è un borelliano di Rn, M è la σ-algebra di Lebesgue dei sottoinsiemi di Ω e
µ è la misura di Lebesgue. In tali casi, spesso si scrive Lp(Ω).

Esercizio 6. Fissato p ∈ (0,∞], stabilire per quali α ∈ R la funzione x 7→ 1
xα appartiene a

Lp(0, 1) e per quali α appartiene a Lp(1,∞). Verificare che la funzione log(x) appartiene a
Lp(0, 1) per ogni p ∈ (0,∞) ma non appartiene a L∞.

Risultano interessanti anche spazi Lp costruiti a partire da altri spazi misurati (Ω,M, µ), in
cui Ω è un insieme discreto e µ è la misura di conteggio.

Osservazione 2.4 (RN con la norma p). Se come spazio misurato (Ω,M, µ) prendiamo Ω =
{1, ..., N}, M = P(Ω) e µ misura di conteggio, allora le funzioni misurabili sono le N-ple
ordinate di numeri reali, cioè i vettori di RN e

�
Ω

|f |p dµ =
N∑
i=1

|xi|p dove xi = f(i) ∀i = 1, ..., N .

Quindi in tal caso, per p ∈ [1,∞] lo spazio Lp non è altro che RN munito della norma p
dell’esempio 1.2.

Esempio 2.5 (spazi ℓp). Consideriamo lo spazio misurato (Ω,M, µ) = (N,P(N),#) dove #
denota la misura di conteggio. Gli spazi Lp risultanti sono spazi i cui elementi sono successioni
in R e si denotano ℓp. Più precisamente,

ℓp :=

{
(xn)n∈N ⊂ R :

∞∑
n=1

|xn|p < ∞

}
se p ∈ [1,∞), ℓ∞ :=

{
(xn)n∈N ⊂ R : sup

n∈N
|xn| < ∞

}
normati rispettivamente con

∥(xn)∥p :=

[
∞∑
n=1

|xn|p
] 1

p

se p ∈ [1,∞), ∥(xn)∥∞ := sup
n∈N

|xn| .

Ci poniamo l’obiettivo di introdurre una norma in ogni spazio Lp con 0 < p ≤ ∞ fissato.
Tenuto conto della definizione di Lp, appare naturale definire la norma nel modo seguente.
Poniamo

∥f∥p :=
[�

Ω

|f |p dµ
] 1

p

∀f ∈ Lp, se 0 < p < ∞,

∥f∥∞ := inf {C ≥ 0: |f(x)| ≤ C per q.o. x ∈ Ω} ∀f ∈ L∞.

Osservazione 2.6. Per ogni f ∈ L∞ vale che |f(x)| ≤ ∥f∥∞ per q.o. x ∈ Ω, cioè ∥f∥∞ =
min {C ≥ 0: |f(x)| ≤ C per q.o. x ∈ Ω}. Verificarlo! (Suggerimento: usare la numerabile sub-
additività della misura).

Il seguente risultato spiega il legame tra ∥f∥p e ∥f∥∞, evidenziando il fatto che le notazioni
usate sono coerenti.

Proposizione 2.7 (limite delle norme Lp per p → ∞). Sia p0 ∈ (0,∞). Se f ∈ Lp0 ∩ L∞

allora f ∈ Lp per ogni p > p0 e ∥f∥p → ∥f∥∞ per p → ∞.



LEZIONI DI ISTITUZIONI DI ANALISI MATEMATICA 7

Dimostrazione. Per ogni p ∈ (p0,∞) vale che�
Ω

|f |p dµ =

�
Ω

|f |p0|f |p−p0 dµ ≤ ∥f∥p−p0
∞

�
Ω

|f |p0 dµ

Dunque f ∈ Lp per ogni p > p0 e ∥f∥p ≤ ∥f∥
1− p0

p
∞ ∥f∥

p0
p
p0 . In particolare

(2.3) lim sup
p→∞

∥f∥p ≤ ∥f∥∞ .

Se ∥f∥∞ = 0 abbiamo finito. Altrimenti, per ogni ε > 0 poniamo

Ωε := {x ∈ Ω: |f(x)| ≥ ∥f∥∞ − ε} .

Vale che �
Ω

|f |p dµ ≥
�
Ωε

|f |p dµ ≥ (∥f∥∞ − ε)p µ(Ωε)

In particolare µ(Ωε) < ∞ e

lim inf
p→∞

∥f∥p ≥ lim inf
p→∞

(∥f∥∞ − ε)µ(Ωε)
1
p = ∥f∥∞ − ε .

Valendo ciò per ogni ε > 0, deduciamo che lim infp→∞ ∥f∥p ≥ ∥f∥∞ che, insieme alla stima

(2.3), implica la tesi. □

Fissato p ∈ (0,∞], le applicazioni f 7→ ∥f∥p sono ben definite da Lp in [0,∞) e soddisfano
la proprietà di omogeneità. Nei casi p = 1 e p = ∞ si vede facilmente che verificano anche la
disuguaglianza triangolare. Per p ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) serve uno studio più accurato. Si dimostra
che per p ∈ (0, 1) l’applicazione ∥·∥p non soddisfa la disuguaglianza triangolare che invece vale

se p ∈ (1,∞).

Esercizio 7. Verificare che:

(i) fissato p ∈ (0,∞], ∥αf∥p = |α| ∥f∥p ∀α ∈ R , ∀f ∈ Lp,

(ii) ∥f + g∥1 ≤ ∥f∥1 + ∥g∥1 ∀f, g ∈ L1,
(iii) ∥f + g∥∞ ≤ ∥f∥∞ + ∥g∥∞ ∀f, g ∈ L∞.

Approfondiamo la questione della disuguaglianza triangolare nel caso p ∈ (1,∞) che è quello
più interessante.

Definizione 2.8. Dato p ∈ (1,∞) si chiama esponente coniugato a p quel numero p′ ∈ R tale
che

1

p
+

1

p′
= 1 .

Inoltre se p = 1, il corrispondente esponente coniugato è p′ = ∞ e viceversa.

Si noti che se p ∈ (1, 2) allora p′ ∈ (2,∞), se p = 2 allora p′ = 2, se p ∈ (2,∞) allora
p′ ∈ (1, 2) e (p′)′ = p.

Teorema 2.9 (disuguaglianza di Hölder). Sia p ∈ [1,∞] e sia p′ il suo esponente coniugato.
Se f ∈ Lp e g ∈ Lp′ allora fg ∈ L1 e ∥fg∥1 ≤ ∥f∥p ∥g∥p′.

Nel caso p = 2 (e quindi p′ = 2) la disuguaglianza di Hölder si chiama disuguaglianza di
Cauchy.

Dimostrazione. I casi p = 1 e p = ∞ sono immediati (si usa l’osservazione 2.6). Supponiamo
1 < p < ∞. Serve la disuguaglianza di Young :

(2.4) ab ≤ ap

p
+

bp
′

p′
∀a, b ≥ 0 , ∀p ∈ (1,∞) .
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Tale disuguaglianza si ottiene sfruttando la concavità della funzione logaritmo

(2.5) log(λs+ (1− λ)t) ≥ λ log s+ (1− λ) log t ∀s, t > 0 , ∀λ ∈ (0, 1)

da applicare prendendo λ = 1
p
, s = ap e t = bp

′
e tener conto che 1

p
+ 1

p′
= 1. Discutiamo la

tesi del teorema. Prese due funzioni f ∈ Lp e g ∈ Lp′ , per ogni x ∈ Ω applichiamo (2.4) con
a = |f(x)| e b = |g(x)| e integriamo

�
Ω

|f(x)| |g(x)| dµ(x) ≤
�
Ω

[
|f(x)|p

p
+

|g(x)|p
′

p′

]
dµ(x)

cioè

(2.6)

�
Ω

|fg| dµ ≤
∥f∥pp
p

+
∥g∥p

′

p′

p′

Essendo f ∈ Lp e g ∈ Lp′ , otteniamo cos̀ı che fg ∈ L1. Ora supponiamo f ̸= 0 e g ̸= 0 (nel
senso che f(x) ̸= 0 su un insieme di misura positiva e lo stesso per g). Allora ∥f∥p > 0 e
∥g∥p′ > 0 e possiamo definire

F (x) =
f(x)

∥f∥p
e G(x) =

g(x)

∥g∥p
∀x ∈ Ω .

In particolare F ∈ Lp con ∥F∥p = 1 e G ∈ Lp′ con ∥G∥p′ = 1. Applichiamo (2.6) con F al
posto di f e G al posto di g e troviamo

1

∥f∥p ∥g∥p′

�
Ω

|fg| dµ ≤ 1

p
+

1

p′
= 1

cioè la tesi. Il caso in cui f = 0 q.o. in Ω o g = 0 q.o. in Ω è immediato. □

Osservazione 2.10 (quando vale l’uguaglianza nella disuguaglianza di Hölder). Se f ∈ Lp e
g ∈ Lp′ con 1

p
+ 1

p′
= 1 verificano ∥fg∥1 = ∥f∥p ∥g∥p′ allora esistono α, β ≥ 0 non entrambi nulli

tali che α|f |p = β|g|p′ q.o. in Ω (e viceversa). Ciò discende dalla stretta concavità della funzione
logaritmo, per cui in (2.5) vale l’uguaglianza se e solo se s = t. Verificare tali affermazioni.

Teorema 2.11 (disuguaglianza di Minkowski). Sia p ∈ [1,∞]. Se f, g ∈ Lp allora f + g ∈ Lp

e ∥f + g∥p ≤ ∥f∥p + ∥g∥p.

Dimostrazione. I casi p = 1 e p = ∞ sono immediati (cfr. esercizio 7). Supponiamo
1 < p < ∞. La prima parte della tesi è già stata discussa nella propositione 2.1. Dimostriamo
la disuguaglianza. Prese due funzioni f, g ∈ Lp, abbiamo che�

Ω

|f + g|p dµ =

�
Ω

|f + g| |f + g|p−1 dµ ≤
�
Ω

|f | |f + g|p−1 dµ+ |g| |f + g|p−1 dµ

Applichiamo la disuguaglianza di Hölder alle funzioni |f | (che sta in Lp) e |f + g|p−1 (che sta
in Lp′ , perché (p− 1)p′ = p e f, g ∈ Lp) e otteniamo

�
Ω

|f | |f + g|p−1 dµ ≤ ∥f∥p
[�

Ω

|f + g|(p−1)p′ dµ

] 1
p′

= ∥f∥p∥f + g∥
p
p′
p .

Analogamente �
Ω

|g| |f + g|p−1 dµ ≤ ∥g∥p∥f + g∥
p
p′
p .

Quindi �
Ω

|f + g|p dµ ≤ (∥f∥p + ∥g∥p) ∥f + g∥
p
p′
p
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cioè

∥f + g∥
p− p

p′
p ≤ ∥f∥p + ∥g∥p

che è la disuguaglianza cercata perché p− p
p′
= 1. □

Dunque, se p ∈ [1,∞] l’applicazione f 7→ ∥f∥p è una seminorma in Lp. La proprietà di
annullamento non vale, in generale, perché se ∥f∥p = 0 non possiamo concludere che f è
la funzione identicamente nulla ma solo che f = 0 quasi ovunque. Possiamo recuperare la
proprietà di annullamento quozientando lo spazio rispetto alla relazione (di equivalenza) di
uguaglianza quasi ovunque:

f ∼ g ⇔ f = g q.o. in Ω .

Gli elementi dello spazio quoziente Lp := Lp/∼ sono le classi di equivalenza

[f ] = {g ∈ Lp : g = f q.o. in Ω} .
Lo spazio Lp eredita da Lp una struttura di spazio vettoriale, secondo una procedura standard.
Inoltre si introduce l’applicazione [f ] 7→ Np ([f ]) = ∥f∥p che risulta ben definita perché gli
integrali di funzioni uguali quasi ovunque coincidono. Cos̀ı facendo, l’applicazione Np soddisfa
anche la proprietà di annullamento e dunque Lp è uno spazio normato con norma Np.
Per semplicità, di solito si conviene di identificare due funzioni uguali quasi ovunque e si

lavora con gli spazi normati Lp trattando i loro elementi come funzioni.

Esercizio 8 (disuguaglianze di Hölder generalizzate). Verificare che:

(i) dati tre numeri 1 ≤ r ≤ p, q ≤ ∞ tali che 1
r
= 1

p
+ 1

q
, se f ∈ Lp e g ∈ Lq allora fg ∈ Lr

e ∥fg∥r ≤ ∥f∥p∥g∥q.
(ii) dati tre numeri 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ tali che 1

p
+ 1

q
+ 1

r
= 1, se f ∈ Lp, g ∈ Lq e h ∈ Lr,

allora fgh ∈ L1 e ∥fgh∥1 ≤ ∥f∥p∥g∥q∥h∥r.

3. Completezza degli spazi Lp

La convergenza in Lp è definita rispetto alla distanza indotta dalla norma. In particolare, se
p ∈ [1,∞), dire che una successione (fn) ⊂ Lp converge a f in Lp significa che�

Ω

|fn − f |p dµ → 0 per n → ∞.

Si tratta quindi di una convergenza diversa da quella puntuale. Il seguente risultato stabilisce
la relazione tra convergenza puntuale e convergenza Lp.

Proposizione 3.1. Sia (fn) una successione in Lp, con p ∈ [1,∞] fissato.

(i) Se fn → f puntualmente q.o. ed esiste g ∈ Lp tale che |fn| ≤ g q.o. per ogni n
sufficientemente grande, allora f ∈ Lp e fn → f in Lp.

(ii) Se fn → f in Lp allora esiste una sottosuccessione (fnk
) di (fn) tale che fnk

→ f
puntualmente q.o. ed esiste g ∈ Lp tale che |fnk

| ≤ g q.o. per ogni k sufficientemente
grande.

Dimostrazione. (i) si ottiene applicando il teorema di convergenza dominata alla successione
Fn = |fn − f |p. Infatti Fn → 0 puntualmente q.o. Inoltre |f(x)| = limn |fn(x)| ≤ g(x) per
quasi ogni x. Quindi anche f ∈ Lp. Inoltre |Fn| ≤ 2p−1(|fn|p + |f |p) ≤ 2p|g|p q.o. per ogni n
sufficientemente grande e 2p|g|p ∈ L1. Quindi�

|fn − f |p =
�

Fn → 0

cioè fn → f in Lp.

(ii) si ottiene applicando il teorema di convergenza dominata inverso alla stessa successione Fn

del punto (i). Infatti sappiamo che Fn → 0 in L1. Quindi esiste una sottosuccessione (Fnk
) di
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(Fn) tale che Fnk
→ 0 puntualmente q.o., cioè fnk

→ f puntualmente q.o. Inoltre esiste G ∈ L1

tale che |Fnk
| ≤ G q.o. per ogni k sufficientemente grande. Quindi |fnk

| ≤ F
1
p
nk + |f | ≤ G

1
p + |f |.

Ora f ∈ Lp e anche G
1
p ∈ Lp perché G ∈ L1. Dunque g := G

1
p + |f | ∈ Lp e la tesi è provata. □

Esercizio 9. Data una successione (fn) ⊂ Lp ∩ Lq con p, q ∈ [1,∞] fissati, p ̸= q, dimostrare
che se fn → f in Lp e fn → g in Lq, allora f = g q.o. in Ω.

Teorema 3.2 (Fischer-Riesz). Per ogni p ∈ [1,∞] lo spazio Lp è di Banach.

Dimostrazione. Discutiamo solo il caso 1 ≤ p < ∞. Prendiamo una successione di Cauchy
(fn) ⊂ Lp. Dobbiamo trovare f ∈ Lp tale che fn → f in Lp.

Passo 1: estrazione di una sottosuccessione accelerata.

Essendo (fn) di Cauchy in Lp,

∀k ∈ N ∃nk : ∥fn − fm∥p ≤
1

2k
∀n,m ≥ nk .

Possiamo supporre nk+1 > nk. Allora la sottosuccessione (fnk
)k, detta sottosuccessione accele-

rata, verifica ∥∥fnk+1
− fnk

∥∥
p
≤ 1

2k
∀k ∈ N .

Passo 2: costruzione della funzione limite.

Per ogni k ∈ N sia

gk :=
k∑

j=1

∣∣fnj+1
− fnj

∣∣ .
Ogni gk appartiene a Lp e gk+1 ≥ gk ≥ 0 in Ω per ogni k ∈ N. Quindi

∀x ∈ Ω ∃ lim
k→∞

gk(x) = sup
k∈N

gk(x) := g(x) ∈ [0,∞]

Per il lemma di Fatou �
Ω

gp dµ ≤ lim inf

�
Ω

gpk dµ

Inoltre

∥gk∥p ≤
k∑

j=1

∥∥fnj+1
− fnj

∥∥
p
≤

k∑
j=1

1

2j
≤ 1 ∀k ∈ N .

Quindi anche �
Ω

gp dµ ≤ 1 .

Allora g(x) < ∞ per quasi ogni x ∈ Ω. Detto E = {x ∈ Ω: g(x) < ∞}, si ha che µ(Ω \E) = 0
e, siccome

g(x) =
∞∑
j=1

∣∣fnj+1
(x)− fnj

(x)
∣∣ ,

per ogni x ∈ E la serie
∞∑
j=1

[
fnj+1

(x)− fnj
(x)
]
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è assolutamente convergente e quindi convergente. Dunque per ogni x ∈ E esiste f̃(x) ∈ R tale
che

f̃(x) =
∞∑
j=1

[
fnj+1

(x)− fnj
(x)
]
= lim

k→∞

k∑
j=1

[
fnj+1

(x)− fnj
(x)
]
= fnk+1

(x)− fn1(x) .

Poniamo

f(x) =

{
f̃(x) + fn1(x) se x ∈ E

0 se x ∈ Ω \ E.

Dunque fnk
→ f puntualmente q.o. in Ω.

Passo 3: la funzione limite f appartiene a Lp e fnk
→ f in Lp.

Per ogni k ∈ N si ha che

|fnk
| = |fnk

− fnk−1
+ fnk−1

− fnk−2
+ ...+ fn2 − fn1 + fn1 |

≤ |fnk
− fnk−1

|+ |fnk−1
− fnk−2

|+ ...+ |fn2 − fn1 |+ |fn1 | = gk−1 + |fn1| ≤ g + |fn1|.
La funzione g + |fn1| appartiene a Lp ed è indipendente da k. Quindi per la proposizione 3.1,
f ∈ Lp e fnk

→ f in Lp.

Passo 4: conclusione.

È noto che se una successione di Cauchy in un dato spazio metrico ammette un’estratta con-
vergente, allora tutta la successione converge al limite della sottosuccessione. Quindi fn → f
in Lp. □

Esercizio 10. Sia (fn)n∈N una successione in L1 tale che
∑∞

n=1 ∥fn∥1 < ∞. Provare che
limn→∞ fn(x) = 0 per quasi ogni x.

Esercizio 11. Dimostrare il teorema di Fischer-Riesz nel caso p = ∞. (Suggerimento: ragio-
nare come per dimostrare la completezza di C[a, b], usando l’osservazione 2.6 e la subadditività
numerabile della misura).

Esercizio 12. Dimostrare che se p ∈ (0, 1), l’insieme Lp è strutturato a spazio metrico con la
distanza

d(f, g) =

�
Ω

|f − g|p dµ .

Quindi verificare che tale spazio è completo e riconoscere che la distanza d non è indotta da
nessuna norma. (Suggerimento: per la disuguaglianza triangolare, usare la disuguaglianza
(2.1); per la completezza, mimare la dimostrazione del teorema di Fischer-Riesz.)

Esercizio 13 (Condizione necessaria e sufficiente per la completezza di uno spazio normato).
Dimostrare che uno spazio normato X è completo se e solo se ogni serie in X assolutamente
convergente (cioè tale che

∑∞
n=1 ∥xn∥ < ∞) è convergente in X (cioè esiste x ∈ X tale che∥∥∥x−

∑k
n=1 xn

∥∥∥ → 0 per k → ∞). (Suggerimento: per dimostrare che se ogni serie in X

assolutamente convergente è convergente in X allora X è completo, ci si può ispirare alla
dimostrazione del teorema di Fischer-Riesz. Per dimostrare l’implicazione opposta, è utile usare
il criterio di Cauchy per le serie).

4. Applicazioni della disuguaglianza di Hölder

Proposizione 4.1 (disuguaglianza di interpolazione). Siano p, q ∈ [1,∞] con p < q. Se

f ∈ Lp ∩ Lq allora f ∈ Lr per ogni r ∈ [p, q] e ∥f∥r ≤ ∥f∥λp ∥f∥
1−λ
q dove λ ∈ [0, 1] è tale che

1

r
=

λ

p
+

1− λ

q
.
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Dimostrazione. Posto s = p
λr

e s′ = q
(1−λ)r

, verificare che s e s′ sono esponenti coniugati,

F := |f |λr ∈ Ls, G = |f |(1−λ)r ∈ Ls′ e applicare la disuguaglianza di Hölder. □

Proposizione 4.2 (immersioni tra spazi Lp in caso di misura finita). Supponiamo µ(Ω) < ∞.

Se 1 ≤ p < q ≤ ∞ allora Lq ⊂ Lp. Più precisamente ∥f∥p ≤ [µ (Ω)]
1
p
− 1

q ∥f∥q per ogni f ∈ Lq.

Dimostrazione. Sia f ∈ Lq. Per la disuguaglianza di Hölder applicata a |f |p ∈ L
q
p e a 1 ∈ Lr

(con r esponente coniugato a q
p
), si ha che

�
Ω

|f |p dµ ≤
(�

Ω

∣∣|f |p∣∣ qp dµ) p
q
(�

Ω

1 dµ

)1− p
q

cioè la tesi. □

Proposizione 4.3 (immersioni tra spazi ℓp). Se 1 ≤ p < q ≤ ∞ allora ℓp ⊂ ℓq. Più precisa-
mente ∥x∥q ≤ ∥x∥p per ogni x ∈ ℓp.

Dimostrazione. Se x = (xn)n∈N ∈ ℓp e ∥x∥p = 1 allora |xn| ≤ 1 ∀n e quindi |xn|q ≤ |xn|p ∀n
da cui ∥x∥qq ≤ ∥x∥pp = 1. Se x ∈ ℓp e x ̸= 0, applichiamo quanto sopra dimostrato a x̂ = x

∥x∥p e

troviamo che ∥x̂∥q ≤ 1. Quindi ∥x∥q ≤ ∥x∥p, che vale anche per x = 0. □

Osservazione 4.4. Possiamo riconoscere la validità di quanto affermato nell’esercizio 2 dal-
le proposizioni precedenti. Più precisamente, se 1 ≤ p < q ≤ ∞ allora ∥x∥q ≤ ∥x∥p ≤
N

1
p
− 1

q ∥x∥q ∀x ∈ RN .

Esercizio 14. Data una funzione f ∈ L1 ∩ L2, provare che f ∈ Lp per ogni p ∈ (1, 2) e che
∥f∥p → ∥f∥1 per p → 1+.

Esercizio 15. Sia (fn)n∈N una successione in L1∩L2 tale che limn→∞ ∥fn∥1 = 0 e supn∈N ∥fn∥2 ≤
1. Provare che limn→∞ ∥fn∥p = 0 per ogni p ∈ [1, 2).

Esercizio 16. Sia (Ω,M, µ) con µ(Ω) = 1. Provare che se f ∈ L1 allora f ∈ Lp per ogni p ∈
(0, 1), la funzione p 7→ ∥f∥p è decrescente e limp→0 ∥f∥p = exp

(�
Ω
log |f | dµ

)
. (Suggerimenti:

usare la disuguaglianza di Holder per provare che la funzione p 7→ ∥f∥p è decrescente. Usare la

disuguaglianza di Jensen per provare che exp
(�

Ω
log |f | dµ

)
≤ ∥f∥p per ogni p ∈ (0, 1]. Usare

la disuguaglianza elementare log t ≤ t− 1 per provare che ∥f∥p ≤ exp
(�

Ω
|f |p−1

p
dµ
)
e passare

al limite applicando il teorema di convergenza dominata. Può essere utile la disuguaglianza
tp ≤ 1 + pt per t > 0 e 0 < p ≤ 1.)

Esercizio 17. Fissato p ∈ [1,∞], stabilire per quali α, β ∈ R la funzione

f(x) =

{
1
xα se x ∈ (0, 1]
1
xβ se x ∈ (1,∞)

appartiene a Lp(R+) dove R+ = (0,∞). Dedurre che gli spazi Lp(R+) e Lq(R+) non sono
confrontabili insiemisticamente. Cioè, se p ̸= q esistono funzioni in Lp(R+) ma non in Lq(R+)
e viceversa.

5. Risultati di densità negli spazi Lp

Dato uno spazio misurato (Ω,M, µ), una funzione semplice è una funzione misurabile f : Ω →
R con immagine finita. Dato E ⊂ Ω, denotiamo χE la funzione caratteristica di E, cos̀ı definita

χE(x) =

{
1 se x ∈ E

0 se x ̸∈ E.
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Osservazione 5.1. Dato E ⊂ RN , χE è una funzione semplice se e solo se E ∈ M. Inoltre,
se p ∈ [1,∞), una funzione semplice f : Ω → R appartiene a Lp se e solo se esistono k ∈ N,
α1, ..., αk ∈ R e E1, ..., Ek ∈ M di misura finita e tali che f =

∑k
i=1 αiχEi

.

Teorema 5.2. Le funzioni semplici sono dense in Lp per ogni p ∈ [1,∞], cioè per ogni f ∈ Lp

esiste una successione (fn) di funzioni semplici in Lp tale che fn → f in Lp.

Dimostrazione. Discutiamo il caso 1 ≤ p < ∞. Fissiamo f ∈ Lp. Per un ben noto
teorema della teoria della misura, esiste una successione (fn) di funzioni semplici tale che
|fn(x)| ≤ |f(x)| ∀x ∈ Ω per ogni n ∈ N e fn(x) → f(x) per n → ∞ per ogni x ∈ Ω. In
particolare �

Ω

|fn|p dµ ≤
�
Ω

|f |p dµ < ∞

cioè fn ∈ Lp per ogni n. Per provare che fn → f in Lp applichiamo il teorema di convergenza
dominata alla successione gn = |fn−f |p. Vale che gn → 0 puntualmente e |gn| ≤ (|fn|+ |f |)p ≤
2p|f |p ∈ L1. Quindi sono verificate le ipotesi del teorema di convergenza dominata e possiamo
concludere che

�
Ω
gn dµ → 0, cioè

�
Ω
|fn − f |p dµ → 0 per n → ∞, cioè fn → f in Lp. □

Esercizio 18. Dimostrare il teorema 5.2 nel caso p = ∞.

I prossimi risultati riguardano specificamente il caso di spazi misurati con misure regolari
cioè tali per cui, dal punto di vista della misura, ogni insieme misurabile di misura finita si può
approssimare dall’interno con compatti e dall’esterno con aperti. In particolare, la misura di
Lebesgue è regolare.

Data una funzione f : RN → R chiamiamo supporto di f l’insieme

supp(f) := {x ∈ RN : f(x) ̸= 0}

e denotiamo Cc(RN) l’insieme delle funzioni continue da RN in R con supporto compatto.
Osserviamo che:

Osservazione 5.3. f ∈ Cc(RN) se e solo se f è continua in RN ed esiste r > 0 tale che
f(x) = 0 per |x| > r.

Teorema 5.4. Se p ∈ [1,∞) allora Cc(RN) è un sottospazio denso di Lp(RN).

Dimostrazione. Chiaramente Cc(RN) è uno spazio vettoriale e, per l’osservazione 5.3, se
f ∈ Cc(RN) allora esiste r > 0 tale che�

RN

|f(x)|p dx =

�
Br

|f(x)|p dx ≤ ∥f∥p∞ |Br| < ∞

dove Br = {x ∈ RN : |x| < r} e |Br| è la sua misura di Lebesgue. Dunque Cc(RN) ⊂ Lp(RN).
Per provare che Cc(RN) è denso in Lp(RN), sfruttiamo la densità delle funzioni semplici in Lp

(teorema 5.2) e l’osservazione 5.1 e proviamo che

(5.1) ∀E ∈ M con |E| < ∞ ∃g ∈ Cc(RN) tale che ∥χE − g∥p < ε .

Per la regolarità della misura di Lebesgue, esistono un aperto A e un compatto K in RN tali
che K ⊂ E ⊂ A e |A \K| < εp. Per il lemma di Uryshon, esiste una funzione g ∈ Cc(RN) tale
che g|K = 1, g|Ac = 0 e 0 ≤ g ≤ 1 in RN . Allora χE = g in K ∪Ac, 0 ≤ |χE − g| ≤ 1 in A \K e�

RN

|χE − g|p dµ =

�
A\K

|χE − g|p dµ ≤ |A \K| < εp

cioè ∥χE − g∥p < ε. □
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Osservazione 5.5. Nella dimostrazione precedente non è necessario invocare il lemma di Ury-
shon in tutta la sua generalità, nel senso che la funzione g con le proprietà richieste può essere
costruita esplicitamente. Infatti, si osserva che dist(K,Ac) > 0, si prende 0 < δ < dist(K,Ac)
e si considera

g(x) =
dist(x,Kc

δ)

dist(x,Kc
δ) + dist(x,K)

∀x ∈ RN dove Kδ = {x ∈ RN | dist(x,K) < δ} ,

avendo cura di provare che è una funzione in Cc(RN) con le proprietà desiderate.

Osservazione 5.6. Cc(RN) non è denso in L∞(RN). La funzione costante 1 sta in L∞(RN)
ma per ogni f ∈ Cc(RN) si ha che ∥f − 1∥∞ ≥ 1.

Teorema 5.7. Se p ∈ [1,∞) allora Lp(RN) è separabile, cioè ammette un sottoinsieme denso
e numerabile.

Dimostrazione. Costruiamo un insieme E ⊂ Lp(RN) numerabile e denso in Lp(RN). In-
troduciamo la famiglia R di rettangoli N -dimensionali della forma (a1, b1] × ... × (aN , bN ] con
ai, bi ∈ Q, ai < bi ∀i = 1, , ..., N . Essendo Q numerabile, anche R è tale. Ora definiamo

E :=

{
k∑

j=1

αjχRj
: k ∈ N , αi ∈ Q , Ri ∈ R ∀i = 1, ..., k

}
Anche E è numerabile. Ora prendiamo f ∈ Lp(RN) e ε > 0 e proviamo che esiste h ∈ E tale che
∥f − h∥p < ε. Per il teorema 5.4, esiste g ∈ Cc(RN) tale che ∥f − g∥p < ε

2
. Inoltre esiste r > 0

tale che supp(g) ⊂ (−r, r]N . Possiamo supporre r ∈ Q. Chiamiamo R := (−r, r]N e poniamo

C :=
1

4 |R|
1
p

.

Essendo g uniformemente continua in RN , esiste δ > 0 tale che

(5.2) |g(x)− g(y)| < Cε ∀x, y ∈ RN tali che |x− y| < δ .

Possiamo suddividere il rettangolo R in sottorettangoli R1, ..., Rk ∈ R mutuamente disgiunti,
con diam(Ri) < δ ∀i e tali che

⋃k
i=1Ri = R. Per ogni i = 1, ..., k scegliamo xi ∈ Ri e αi ∈ Q

tali che

(5.3) |g(xi)− αi| < Cε .

Quindi definiamo

h =
k∑

j=1

αjχRj

Allora h ∈ E e, dato che g = h = 0 fuori da R e R =
⋃

i Ri con gli Ri mutuamente disgiunti,

�
RN

|g(x)− h(x)|p dx =

�
R

|g(x)− h(x)|p dx =
k∑

i=1

�
Ri

|g(x)− h(x)|p dx .

Quindi, essendo h|Ri
= αi, usando (5.2)–(5.3),

∥g − h∥Lp(Ri) ≤ ∥g − g(xi)∥Lp(Ri) + ∥g(xi)− αi∥Lp(Ri) ≤ 2Cε |Ri|
1
p

e dunque, essendo R =
⋃

i Ri con gli Ri mutuamente disgiunti,

�
RN

|g(x)− h(x)|p dx ≤
k∑

i=1

(2Cε)p |Ri| = (2Cε)p |R|

cioè ∥g − h∥p ≤ 2Cε |R|
1
p = ε

2
, per la scelta di C. In conclusione, ∥f − h∥p < ε. □
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Osservazione 5.8. L∞(RN) non è separabile.

Esercizio 19. Sia E un sottoinsieme denso di L∞([0, 1]). Riconoscere che per ogni t ∈ [0, 1]
esiste f ∈ E tale che ∥f−χ[0,t]∥∞ < 1

2
. Dedurre che E è più che numerabile e dunque L∞([0, 1])

non è separabile. Estendere il ragionamento al caso dello spazio L∞(Ω,M, µ) con µ misura di
Lebesgue e Ω insieme misurabile con µ(Ω) > 0.

6. Convoluzioni

Il prodotto di convoluzione è un’operazione tra funzioni che risulta utile in molti ambiti e per
diversi scopi (si veda, in particolare, l’osservazione 6.9). Qui introduciamo tale operazione al
fine di costruire un procedimento per regolarizzare funzioni in Lp(RN) approssimandole rispetto
alla norma di Lp con funzioni lisce, cioè derivabili infinite volte e con supporto compatto.

Definizione 6.1. Date due funzioni misurabili f, g : RN → R poniamo

(f ∗ g)(x) :=
�
RN

f(x− y)g(y) dy ∀x ∈ D := {x ∈ RN : y 7→ f(x− y)g(y) ∈ L1(RN)} .

La funzione f ∗ g si chiama prodotto di convoluzione tra f e g.

Teorema 6.2 (Young). Se f ∈ L1(RN) e g ∈ Lp(RN) con p ∈ [1,∞], allora f ∗ g è definita
q.o. in RN , appartiene a Lp(RN) e ∥f ∗ g∥p ≤ ∥f∥1 ∥g∥p.
Dimostrazione. Il caso p = ∞ è immediato (si usa l’osservazione 2.6) ed è lasciato come
esercizio.

Caso p = 1. Ricordiamo il

Teorema di Tonelli (integrabilità per componenti⇒ integrabilità globale). Data una funzione
misurabile F = F (x, y) : RN1 × RN2 → R, se:

(i) F (·, y) ∈ L1(RN1) per q.o. y ∈ RN2,
(ii) y 7→

�
RN1

|F (x, y)| dx appartiene a L1(RN2),

allora F ∈ L1(RN1 × RN2).

Applichiamo il teorema di Tonelli a F (x, y) = f(x− y)g(y). Per ogni y ∈ RN si ha che�
RN

|F (x, y)| dx = |g(y)|
�
RN

|f(x− y)| dy = |g(y)|
�
RN

|f(z)| dz = |g(y)| ∥f∥1 < ∞ .

Dunque l’ipotesi (i) è soddisfatta. Inoltre�
RN

[�
RN

|F (x, y)| dx
]
dy =

�
RN

|g(y)| ∥f∥1 dy = ∥g∥1 ∥f∥1 < ∞ ,

e quindi anche l’ipotesi (ii) è verificata. Pertanto F ∈ L1(RN × RN). Ora ricordiamo il

Teorema di Fubini (integrabilità globale ⇒ integrabilità per componenti). Se F = F (x, y) ∈
L1(RN1 × RN2), allora:

(i) F (x, ·) ∈ L1(RN2) per q.o. x ∈ RN1, F (·, y) ∈ L1(RN1) per q.o. y ∈ RN2,
(ii) x 7→

�
RN2

F (x, y) dy appartiene a L1(RN1), y 7→
�
RN1

F (x, y) dx appartiene a L1(RN2) e�
RN1×RN2

F (x, y) dx dy =

�
RN1

[�
RN2

F (x, y) dy

]
dx =

�
RN2

[�
RN1

F (x, y) dx

]
dy .

Il teorema di Fubini applicato a F (x, y) = f(x − y)g(y) garantisce che per quasi ogni x ∈ RN

la funzione y 7→ f(x − y)g(y) è integrabile in RN , cioè (f ∗ g)(x) ∈ R, la funzione f ∗ g sta in
L1(RN) e

∥f∗g∥1 =
�
RN

|(f∗g)(x)| dx =

�
RN

∣∣∣∣�
RN

f(x− y)g(y) dy

∣∣∣∣ dx ≤
�
RN

(�
RN

|f(x− y)g(y)| dy
)
dx .
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Ora applichiamo il teorema di Fubini a |F | e otteniamo in particolare che�
RN

(�
RN

|f(x− y)g(y)| dy
)
dx =

�
RN

(�
RN

|f(x− y)g(y)| dx
)
dy

=

�
RN

(�
RN

|f(z)| dz
)
|g(y)| dy = ∥f∥1 ∥g∥1

e quindi ∥f ∗ g∥1 ≤ ∥f∥1 ∥g∥1.

Caso 1 < p < ∞. Introduciamo la funzione F̃ (x, y) = |f(x− y)| |g(y)|p. Siccome |f | ∈ L1 e
|g|p ∈ L1, per quanto già provato, per quasi ogni x ∈ RN esiste (|f | ∗ |g|p) (x) ∈ R, |f | ∗ |g|p ∈
L1(RN) e

(6.1) ∥|f | ∗ |g|p∥1 ≤ ∥f∥1 ∥|g|
p∥1 = ∥f∥1 ∥g∥

p
p .

Ora poniamo F (x, y) = f(x− y)g(y) e scriviamo

|F (x, y)| = |f(x− y)|
1
p |g(y)|︸ ︷︷ ︸

F1(x,y)

|f(x− y)|
1
p′︸ ︷︷ ︸

F2(x,y)

con p′ esponente coniugato a p. Per provare che F (x, ·) ∈ L1 per quasi ogni x ∈ RN , applichiamo
la disuguaglianza di Hölder alle funzioni F1(x, ·) e F2(x, ·). Abbiamo che�

RN

|F1(x, y)|p dy =

�
RN

|f(x− y)| |g(y)|p dy = (|f | ∗ |g|p) (x) < ∞ per q.o. x ∈ RN

e �
RN

|F2(x, y)|p
′
dy =

�
RN

|f(x− y)| dy = ∥f∥1 < ∞ ∀x ∈ RN .

Quindi F (x, ·) ∈ L1 per quasi ogni x ∈ RN , cioè (f ∗ g)(x) ∈ R per quasi ogni x ∈ RN . Ora
proviamo che f ∗ g ∈ Lp. Per quasi ogni x ∈ RN vale che

|(f ∗ g)(x)|p =
∣∣∣∣�

RN

f(x− y)g(y) dy

∣∣∣∣p ≤ (�
RN

|f(x− y)| |g(y)| dy
)p

=

(�
RN

F1(x, y)F2(x, y) dy

)p

≤

[(�
RN

|F1(x, y)|p dy
) 1

p
(�

RN

|F2(x, y)|p
′
dy

) 1
p′
]p

= (|f | ∗ |g|p) (x) ∥f∥
p
p′
1

e quindi, usando anche (6.1),�
RN

|(f ∗ g)(x)|p dx ≤ ∥|f | ∗ |g|p∥1 ∥f∥
p
p′
1 ≤ ∥f∥

1+ p
p′

1 ∥g∥pp

da cui ∥f ∗ g∥p ≤ ∥f∥1 ∥g∥p. □

Il precedente teorema di Young stabilisce l’integrabilità del prodotto di convoluzione tra due
funzioni a partire dall’integrabilità di queste. Ora esaminiamo la regolarità del prodotto di
convoluzione supponendo che una delle due funzioni sia regolare. È utile introdurre la seguente
nozione.

Definizione 6.3. Una funzione misurabile f : RN → R si dice localmente integrabile su RN

se è misurabile e integrabile sui compatti. La classe delle funzioni localmente integrabili su RN

si denota L1
loc(RN).

Osserviamo che L1
loc(RN) è uno spazio vettoriale e contiene propriamente Lp(RN) per ogni

p ∈ [1,∞].
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Osservazione 6.4. Nello spazio L1
loc(RN) si può definire una famiglia di seminorme date da

∥·∥L1(K) dove K è un qualsiasi compatto di RN . Si può inoltre introdurre una distanza cos̀ı
definita:

d(f, g) =
∞∑
n=1

1

2n
∥f − g∥L1(Bn)

1 + ∥f − g∥L1(Bn)

∀f, g ∈ L1
loc(RN)

dove Bn = {x ∈ RN : |x| ≤ n}. Si verifica che d(fn, f) → 0 se e solo se ∥fn − f∥L1(K) → 0
per ogni compatto K ⊂ RN . Inoltre lo spazio L1

loc(RN) risulta completo rispetto a tale distanza.
Tuttavia tale distanza non è indotta da alcuna norma e non esiste nessuna norma in L1

loc(RN)
che induca una metrica la cui convergenza sia quella detta sopra. Il contesto adeguato in cui
collocare lo spazio L1

loc(RN) è quello degli spazi di Fréchet che sono una classe più ampia rispetto
agli spazi normati.

Esercizio 20. Verificare che la funzione x 7→ |x|2−N sta in L1
loc(RN) ma non in L1(RN).

Esercizio 21. Verificare che una funzione f ∈ L1
loc(RN) sta in L∞(RN) se e solo se supB

�
B
|f |

dove l’estremo superiore è preso su tutte le palle di RN e
�
B
|f | := 1

|B|

�
B
|f |. Inoltre verificare

che supB

�
B
|f | = ∥f∥∞. (Suggerimento: usare il teorema di differenziazione di Lebesgue).

Teorema 6.5 (continuità). Se f ∈ Cc(RN) e g ∈ L1
loc(RN), allora (f ∗ g)(x) esiste finito per

ogni x ∈ RN e f ∗ g è una funzione continua in RN .

In generale f ∗ g non ha supporto compatto. Ciò però è vero se anche g ha supporto compatto.

Dimostrazione. Fissiamo x ∈ RN . Siccome f ∈ Cc(RN), esiste r > 0 tale che f(y) = 0 se
|y| > r. Quindi per ogni x ∈ RN

�
RN

|f(x− y)g(y)|, dy =

�
Br(x)

|f(x− y)g(y)|, dy ≤ ∥f∥∞
�
Br(x)

|g(y)| dy < ∞

perché f è limitata, Br(x)) è compatto e g ∈ L1
loc. Quindi per ogni x ∈ RN esiste (f ∗g)(x) ∈ R.

Proviamo che f ∗ g è continua. Basta provare che per ogni x0 ∈ RN e per ogni successione
xn → x0 si ha che (f ∗ g)(xn) → (f ∗ g)(x0). Siccome f ∈ Cc(RN), f è uniformemente continua
in RN , cioè

∀ε > 0 ∃δ tale che |f(z)− f(z′)| < ε ∀z, z′ ∈ RN con |z − z′| < δ .

Dato che xn → x0, esiste n̄ ∈ N tale che |xn − x0| < δ ∀n ≥ n̄. Allora per ogni n ≥ n̄

|(f ∗ g)(xn)− (f ∗ g)(x0)| =
∣∣∣∣�

RN

f(xn − y)g(y) dy −
�
RN

f(x0 − y)g(y) dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣�
Br(xn)

f(xn − y)g(y) dy −
�
Br(x0)

f(x0 − y)g(y) dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
�
Br+δ(x0)

[f(xn − y)− f(x0 − y)] g(y) dy

∣∣∣∣∣
≤
�
Br+δ(x0)

|f(xn − y)− f(x0 − y)| |g(y)| dy ≤ ε

�
Br+δ(x0)

|g(y)| dy

da cui segue subito la tesi. □

Teorema 6.6 (regolarità C1). Se f ∈ Cc(RN)∩C1(RN) e g ∈ L1
loc(RN), allora f ∗ g ∈ C1(RN)

e

(6.2)
∂

∂xi

(f ∗ g)(x) =
(
∂f

∂xi

∗ g
)
(x) ∀x ∈ RN , ∀i = 1, ..., N .
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Sketch della dimostrazione. Siccome f ∈ C1
c (RN), ∂f

∂xi
∈ Cc(RN) e dunque ∂f

∂xi
∗ g è una

ben definita funzione continua su RN per il teorema 6.5. Per verificare (6.2), basta provare che,
fissato x ∈ RN , se εn → 0 in R, allora

(f ∗ g)(x+ εnei)− (f ∗ g)(x)
εn

→
(
∂f

∂xi

∗ g
)
(x) per n → ∞ .

dove ei è l’i-esimo vettore della base canonica e i è un fissato indice tra 1 e N . Possiamo scrivere

(f ∗ g)(x+ εnei)− (f ∗ g)(x)
εn

−
(
∂f

∂xi

∗ g
)
(x) = (φn ∗ g) (x)

dove

φn(y) =
f(y + εnei)− f(y)

εn
− ∂f

∂xi

(y) .

Dato che f ∈ Cc(RN), esiste r > 0 tale che f(y) = 0 se |y| > r. Quindi φn(y) = 0 se |y| > r+1,
per ogni n sufficientemente grande. Allora∣∣∣∣(f ∗ g)(x+ εnei)− (f ∗ g)(x)

εn
−
(
∂f

∂xi

∗ g
)
(x)

∣∣∣∣ ≤ �
Br+1(x)

|φn(x− y)| |g(y)| dy

Basta infine applicare il teorema di convergenza dominata per concludere. A tale scopo si
osservi che, essendo ∂f

∂xi
∈ Cc(RN), esiste una costante C ≥ 0 tale che∣∣∣∣ ∂f∂xi

(y)

∣∣∣∣ ≤ C ∀y ∈ RN .

Inoltre, per il teorema del valor medio (applicato alla funzione t 7→ f(y + tei)), si ha che

|f(y + εnei)− f(y)| ≤
∣∣∣∣ ∂f∂xi

(y + σn(y)εnei)

∣∣∣∣ εn ||
e quindi |φn(y)| ≤ 2C per ogni y ∈ RN e per ogni n. Il resto è standard. □

Per discutere la regolarità di ordine superiore, introduciamo la notazione dei multi-indici.

Definizione 6.7. Un multi-indice N-dimensionale è una N-pla ordinata α = (α1, ..., αn) di
interi non negativi. Il numero |α| := α1+ ...+αN si chiama lunghezza del multi-indice. Inoltre

si pone D0f = f e Dαf = ∂|α|f

∂x
α1
1 ...∂x

αN
N

.

Teorema 6.8 (regolarità Ck). Sia k ∈ N∪{∞}. Se f ∈ Cc(RN)∩Ck(RN) e g ∈ L1
loc(RN), allora

f∗g ∈ Ck(RN) e per ogni multi-indice α con |α| ≤ k vale che Dα(f∗g)(x) = [(Dαf) ∗ g] (x) ∀x ∈
RN .

Tale teorema si dimostra per induzione su k ∈ N, usando il teorema 6.6. Il caso k = ∞ segue
facilmente.

In base ai teoremi 6.8 e 6.2, possiamo dire che la convoluzione eredita la regolarità migliore
e il decadimento peggiore tra quelli delle due funzioni.

Osservazione 6.9. Il prodotto di convoluzione risulta uno strumento assai utile per fornire
una rappresentazione delle soluzioni di importanti equazioni alle derivate parziali. Ad esempio,
consideriamo l’equazione di Poisson

∆u+ f = 0 in RN
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dove ∆ =
∑N

i=1
∂2

∂x2
i
è l’operatore di Laplace, f : RN → R è una assegnata funzione e u : RN → R

è l’incognita. Si dimostra che se f ∈ C∞
c (Rn), una soluzione dell’equazione di Poisson è

u = G ∗ f dove G(x) =


− 1

2π
log |x| se N = 2

1

N(N − 2)ωN |x|N−2
se N ≥ 3

è la cosiddetta soluzione fondamentale o funzione di Green per il laplaciano su RN (ωN è la
misura N-dimensionale della palla unitaria in RN).
Un altro esempio importante riguarda il problema iniziale per l’equazione del calore{

∂u
∂t

= ∆u in (0,∞)× RN

u(0, x) = u0(x) ∀x ∈ RN

dove u = u(t, x) : [0,∞) × RN → R è l’incognita e u0 : RN → R è il profilo iniziale. Se
u0 è una funzione continua e limitata, il problema precedente ammette una soluzione u ∈
C([0,∞)× RN)× C∞((0,∞)× RN) data da

u(t, ·) = Φ(t) ∗ u0 dove Φ(t, x) =
e−

|x|2
4t

(4πt)
N
2

è la cosiddetta soluzione fondamentale dell’equazione del calore.

Esercizio 22. Svolgere nei dettagli le dimostrazioni dei teoremi 6.6 e 6.8.

Esercizio 23. Dimostrare che se f ∈ L1(RN) e g ∈ L∞(RN) allora (f ∗ g)(x) ∈ R ∀x ∈ RN e
f ∗ g è continua. (Suggerimento: Cc(RN) è denso in L1(RN)).

Esercizio 24 (teorema di Steinhaus). Dimostrare che se A è un sottoinsieme misurabile di
R con misura di Lebesgue |A| > 0, allora l’insieme A − A := {x − y | x, y ∈ A} contiene un
intervallo della forma (−ε, ε) con ε > 0. (Suggerimento: introdurre la funzione f = χA ∗ χ−A,
ben definita e continua su R per l’esercizio 23. Riconoscere che f(0) > 0 e che se x ∈ (A−A)c

allora χ−A(y)χA(x− y) = 0 ∀y ∈ R. Dedurre che (A− A)c ⊂ {f = 0} e concludere).

Esercizio 25. Dimostrare che se A e B sono sottoinsiemi misurabili di R con misura di
Lebesgue |A|, |B| > 0, allora l’insieme A+B := {x+ y | x ∈ A , y ∈ B} contiene un intervallo
aperto non vuoto. (Suggerimento: ci si può ridurre al caso |A|, |B| < ∞. Si introduca la
funzione f = χA∗χB, ben definita e continua su R per l’esercizio 23. Verificare che

�
R f(x) dx >

0 e che se x ∈ (A+ B)c allora χB(y)χA(x− y) = 0 ∀y ∈ R. Dedurre che (A+ B)c ⊂ {f = 0}
e concludere).

7. Regolarizzazione per convoluzione

Una maniera efficace per regolarizzare una data funzione f : R → R consiste nel prendere la
media intorno ad ogni punto, nel senso seguente: per ogni ε > 0 definiamo

fε(x) =

 x+ε

x−ε

f(y) dy =
1

2ε

� x+ε

x−ε

f(y) dy

Ad esempio, se

f(x) =

{
0 se x < 0

1 se x ≥ 1
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ogni fε è continua in R e fε → f(x) per ε → 0, per ogni x ̸= 0. Osserviamo che fε si può
esprimere come prodotto di convoluzione di f con un’opportuna φε. Più precisamente, risulta
fε = φε ∗ f dove

φε(x) =

{
1
2ε

se |x| ≤ ε

0 se |x| > ε

Osserviamo che φε ≥ 0, e
�
R φε(x) dx = 1 ∀ε > 0. Per il teorema 6.8, la regolarità di fε migliora

tanto più quanto più regolari sono le φε. Sulla scorta di tali considerazioni, si introduce la
seguente nozione.

Definizione 7.1. Una famiglia di mollificatori (o famiglia regolarizzante) è una famiglia di
funzioni {φε}ε>0 ⊂ C∞

c (RN) tali che per ogni ε > 0 si abbia:

(i) supp(φε) ⊆ {x ∈ RN : |x| ≤ ε},
(ii) φε ≥ 0 su RN ,
(iii)

�
RN φε(x) dx = 1.

Esempio 7.2. Sia

φ(x) :=

{
e

1
|x|2−1 se |x| < 1

0 se |x| ≥ 1 .

Posto C :=
�
RN φ(x) dx, poniamo

φε(x) :=
1

CεN
φ
(x
ε

)
∀x ∈ RN , ∀ε > 0 .

Verificare che {φε}ε>0 è una famiglia di mollificatori. (Sono detti mollificatori di Friedrichs).

Data f ∈ L1
loc(RN), per ogni ε > 0 chiamiamo ε-regolarizzata di f o ε-mollificata di f la

funzione
fε := φε ∗ f .

Tale funzione è ben definita perché φε ∈ Cc(RN). Inoltre, essendo φε ∈ C∞(RN), anche
fε ∈ C∞(RN) e Dαfε = (Dαφε) ∗ f per ogni multi-indice α.

Le funzioni fε approssimano bene f nel limite ε → 0 nel senso spiegato nel seguente teorema.

Teorema 7.3. Vale che

(i) Se f ∈ Cc(RN) allora fε ∈ Cc(RN) ∀ε > 0 e fε → f per ε → 0 uniformemente in RN .
(ii) Se f ∈ Lp(RN) allora fε ∈ Lp(RN) ∀ε > 0 e fε → f per ε → 0 in Lp(RN).

Dimostrazione. (i) Posto K = supp(f) e denotato Bε(x) = {y ∈ RN : |y − x| < ε}, per ogni
x ∈ RN abbiamo che

fε(x) =

�
RN

φε(x− y)f(y) dy =

�
Bε(x)∩K

φε(x− y)f(y) dy

e quindi fε(x) = 0 se Bε(x) ∩ K = ∅, cioè se dist(x,K) ≥ ε. Dunque supp(fε) ⊂ Bε(K) =
{x ∈ RN : dist(x,K) ≤ ε}. Essendo f uniformemente continua su RN ,

∀ε > 0 ∃δε > 0 tale che |f(x)− f(x′)| < ε ∀x, x′ ∈ RN con |x− x′| < δε .

Allora per ogni δ ∈ (0, δε) e per ogni x ∈ RN si ha

|fδ(x)− f(x)| =
∣∣∣∣�

Bδ(x)

φδ(x− y)f(y) dy − f(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣�
Bδ(0)

φδ(z)f(x− z) dz − f(x)

�
Bδ(0)

φδ(z) dz

∣∣∣∣
≤
�
Bδ(0)

φδ(z) |f(x− z)− f(x)| dz ≤
�
Bδ(0)

φδ (z) ε dz = ε
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Quindi

sup
x∈RN

|fδ(x)− f(x)| ≤ ε ∀δ ∈ (0, δε)

cioè fδ → f per δ → 0 uniformemente in RN .

(ii) Per il teorema di Young fδ ∈ Lp per ogni δ > 0, perché f ∈ Lp e φδ ∈ L1. Fissato ε > 0,
per il teorema 5.4, esiste g ∈ Cc(RN) tale che ∥f − g∥p < ε

3
. Inoltre possiamo stimare

∥f − fδ∥p ≤ ∥f − g∥p + ∥g − gδ∥p + ∥gδ − fδ∥p
Per la disuguaglianza di Young

∥gδ − fδ∥p = ∥φδ ∗ (g − f)∥p ≤ ∥φδ∥1∥g − f∥p = ∥g − f∥p ≤
ε

3
.

Detto K = supp(g) e Kδ = Bδ(K), abbiamo che supp(gδ) ⊂ Kδ e�
RN

|g (x)− gδ (x) |p dx =

�
Kδ

|g (x)− gδ (x) |p dx ≤ ∥g − gδ∥p∞ |Kδ| .

Per la parte (i) esiste δε > 0 tale che ∥g − gδ∥∞ |Kδ|
1
p < ε

3
∀δ ∈ (0, δε) e quindi, ricomponendo

i pezzi,

∥f − fδ∥p ≤ ε ∀δ ∈ (0, δε)

cioè fδ → f per δ → 0 in Lp(RN). □

8. Alcune applicazioni della teoria della regolarizzazione per convoluzione

Una conseguenza immediata del teorema 7.3 è che, se p ∈ [1,∞), allora C∞
c (RN) è denso in

Lp(RN). Più in generale, dato un aperto Ω in RN si introduce lo spazio

C∞
c (Ω) := {f ∈ C∞

c (RN) : supp(f) ⊂ Ω} .

Se Ω ̸= RN una funzione f ∈ C∞(RN) sta in C∞
c (Ω) se e solo se è nulla in un intorno di ∂Ω e

in Ωc.

Teorema 8.1 (densità delle funzioni lisce negli spazi Lp(Ω)). Se p ∈ [1,∞) allora C∞
c (Ω) è

denso in Lp(Ω).

Sketch della dimostrazione. Si fa una doppia approssimazione nel senso seguente. Data
f ∈ Lp(Ω) si considera la successione di funzioni fn = fχΩn dove

Ωn =

{
x ∈ Ω: |x| < n , dist(x, ∂Ω) >

1

n

}
.

Con il teorema di convergenza dominata, si verifica che fn → f in Lp(Ω). Si estende ogni fn su
RN in modo naturale, ponendo fn(x) = 0 se x ̸∈ Ω. Ora si definisce fn,δ = φδ∗fn e si osserva che

fn,δ → fn in Lp(RN) per δ → 0, per il teorema 7.3 parte (ii). Inoltre supp(fn,δ) ⊂ Bδ(Ωn) ⊂ Ω
per 0 < δ < 1

n
. Quindi, con la disuguaglianza triangolare, si ottiene che per ogni ε > 0 esistono

n ∈ N e δ ∈
(
0, 1

n

)
tali che ∥f − fn,δ∥p < ε e fn,δ ∈ C∞

c (Ω). □

Un’altra applicazione della teoria dei mollificatori è il seguente teorema di annullamento.

Teorema 8.2 (lemma fondamentale del calcolo delle variazioni). Dato un aperto Ω in RN e
una funzione f ∈ L1

loc(Ω) (cioè f : Ω → R misurabile e integrabile sui compatti K ⊂ Ω), se�
Ω

f(x)φ(x) dx = 0 ∀φ ∈ C∞
c (Ω)

allora f = 0 q.o. in Ω.
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Dimostrazione. Consideriamo un aperto limitato ω con ω ⊂ Ω e definiamo

f̃(x) =

{
f(x) se x ∈ ω

0 se x ∈ RN \ ω.

Allora f̃ ∈ L1(RN) e f̃δ → f̃ in L1(RN), essendo f̃δ = φδ ∗ f̃ la δ-mollificata di f̃ . Preso un

punto x ∈ ω, per δ > 0 sufficientemente piccolo Bδ(x) ⊂ ω e, siccome la funzione y 7→ φδ(x−y)

è di classe C∞(RN) e ha supporto Bδ(x) ⊂ ω, per l’ipotesi del teorema

f̃δ(x) =

�
RN

φδ(x− y)f̃(y) dy =

�
Bδ(x)

φδ(x− y)f̃(y) dy =

�
Bδ(x)

φδ(x− y)f(y) dy = 0 .

Ma per una successione δk → 0 si ha che f̃δk → f̃ puntualmente quasi ovunque in RN e, in
particolare,

f(x) = f̃(x) = lim
k→∞

f̃δk(x) = 0 per quasi ogni x ∈ ω.

Siccome Ω è l’unione degli aperti limitati ω ⊂ Ω, segue che f = 0 quasi ovunque in Ω. □

Infine la teoria della convoluzione può essere usata anche per dimostrare il seguente risultato
ben noto.

Teorema 8.3 (di densità di Weiestrass). I polinomi sono densi in C[a, b] munito della norma
lagrangiana, cioè, detto P [a, b] := {p : [a, b] → R | p polinomio}, ∀ε > 0 , ∀f ∈ C[a, b] ∃p ∈
P [a, b] tale che ∥f − p∥ < ε.

Dimostrazione. Non è restrittivo supporre [a, b] = [0, 1]. Data f ∈ C[a, b] esistono α, β ∈ R
tali che g(t) := f(t) + αt + β verifica g(0) = g(1) = 0. Se troviamo q ∈ P [0, 1] tale che
∥g− q∥ < ε allora p(t) = q(t) + αt+ β sta in P [0, 1] e verifica ∥f − p∥ < ε. Ora lavoriamo su g
e la estendiamo in modo continuo su R ponendo

g̃(t) :=

{
g(t) se t ∈ [0, 1]

0 se t ∈ (−∞, 0) ∪ (1,∞).

Quindi, per ogni n ∈ N introduciamo la funzione

φn(t) :=

{
Cn(1− t2)n se |t| ≤ 1

0 se |t| > 1
con Cn tale che

� 1

−1

φn(t) dt = 1 .

Infine definiamo gn = φn ∗ g̃, cioè

gn(t) =

� ∞

−∞
φn(t− s)g̃(s) ds =

� 1

0

φn(t− s)g̃(s) ds .

Osserviamo che se t ∈ [0, 1] allora

gn(t) =

� 1

0

Cn

[
1− (t− s)2

]n
g̃(s) ds =

2n∑
k=0

tk
� 1

0

hk(s)g(s) ds

per opportuni polinomi hk(s) (si applica la formula del binomio di Newton). Quindi gn ∈ P [0, 1]
per ogni n ∈ N. Dunque basta provare che ∀ε > 0 ∃n ∈ N tale che ∥g − gn∥ < ε. Per uniforme
continuità, esiste δ > 0 tale che |g̃(t)− g̃(t′)| < ε

2
∀t, t′ ∈ R con |t− t′| < δ. Quindi

|gn(t)− g(t)| =
∣∣∣∣� ∞

−∞
φn(τ)g̃(t− τ) dτ − g(t)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣� 1

−1

φn(τ) [g̃(t− τ)− g(t)] dτ

∣∣∣∣
≤
� δ

−δ

φn(τ) |g̃(t− τ)− g(t)| dτ +

�
δ≤|τ |≤1

φn(τ) |g̃(t− τ)− g(t)| dτ .
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Per l’uniforme continuità, per ogni n ∈ N vale che� δ

−δ

φn(τ) |g̃(t− τ)− g(t)| dτ ≤ ε

2

� δ

−δ

φn(τ) dτ ≤ ε

2
.

Inoltre�
δ≤|τ |≤1

φn(τ) |g̃(t− τ)− g(t)| dτ ≤ 4 ∥g∥
� 1

δ

φn(τ) dτ

= 4 ∥g∥Cn

� 1

δ

(1− τ 2)n dτ < 4 ∥g∥Cn(1− δ2)n(1− δ) .

Vale che

(8.1) Cn <
√
n ∀n .

In tal caso, possiamo dedurre che�
δ≤|τ |≤1

φn(τ) |g̃(t− τ)− g(t)| → 0 per n → ∞

e concludiamo. Verifica di (8.1):

1 =

� 1

−1

Cn(1− t2)n dt ≥
� 1√

n

− 1√
n

Cn(1− t2)n dt ≥ 2Cn

� 1√
n

0

(1− nt2) dt =
4

3

Cn√
n

avendo usato la disuguaglianza di Bernoulli (1− s)n ≥ 1− ns. □

Corollario 8.4. Lo spazio C[a, b] con la norma lagrangiana è separabile.

Sketch della dimostrazione. La famiglia dei polinomi a coefficienti razionali è un sottoin-
sieme di C[a, b] denso e numerabile. Sviluppare i dettagli.

9. Compattezza in spazi metrici e totale limitatezza

Definizione 9.1. Uno spazio topologico X si dice compatto se ogni sua copertura aperta am-
mette una sottocopertura finita, cioè da ogni famiglia di aperti la cui unione contiene X si può
estrarre una sottofamiglia finita con la stessa proprietà.

Osservazione 9.2. I seguenti fatti sono ben noti:

(i) Un sottoinsieme chiuso di uno spazio compatto è esso stesso compatto, rispetto alla
topologia indotta.

(ii) Uno spazio metrico è compatto se e solo se è sequenzialmente compatto, cioè ogni succes-
sione ammette un’estratta convergente (nello spazio considerato). Tale equivalenza non
vale nell’ambito più ampio degli spazi topologici. In generale, compattezza e compattezza
sequenziale sono proprietà non confrontabili.

(iii) In uno spazio metrico X, se K ⊂ X è compatto allora K è chiuso e limitato, dove
limitato significa che esistono x0 ∈ X e r > 0 tali che K ⊂ Br(x0).

(iv) In RN con la metrica euclidea, un insieme è compatto se e solo se è chiuso e limitato
(teorema di Heine-Borel).

Per formulare una generalizzazione del teorema di Heine-Borel in spazi metrici è utile intro-
durre la seguente nozione.

Definizione 9.3. Dati uno spazio metrico X, un suo sottoinsieme Y e un numero ε > 0,
chiamiamo ε-rete di Y un insieme A ⊂ X tale che Y ⊂

⋃
x∈A Bε(x), dove Bε(x) denota la palla

chiusa di centro x e raggio r. L’insieme Y si dice totalmente limitato se per ogni ε > 0 esiste
una ε-rete finita di Y .
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Osservazione 9.4. Nella definizione di ε-rete di un dato insieme Y non si chiede che gli
elementi della rete appartengano a Y . Inoltre valgono le seguenti proprietà, di semplice verifica:

(i) Se un insieme Y è totalmente limitato, anche la sua chiusura Y lo è.
(ii) Se un insieme Y è totalmente limitato e Z ⊂ Y , anche Z è totalmente limitato.
(iii) Ogni insieme totalmente limitato è limitato.
(iv) In RN con la metrica euclidea, ogni insieme limitato è totalmente limitato.

Esempio 9.5 (insieme limitato ma non totalmente limitato). Nello spazio ℓ2 con la metrica
indotta dalla norma, consideriamo l’insieme Y = {ek}k∈N dove ek = (δkn)n∈N. Osserviamo che
∥ek∥ = 1 mentre ∥ek − eh∥ = 2 se h ̸= k. Quindi se ε ∈ (0, 1√

2
) l’insieme Y non ha ε-reti finite.

Esempio 9.6 (insieme totalmente limitato in uno spazio infinito-dimensionale). Nello spazio
ℓ2 con la metrica indotta dalla norma, l’insieme Y = {(xn)n∈N ∈ ℓ2 | |xn| ≤ 1

2n
∀n}, noto come

mattone di Hilbert, è totalmente limitato.

Esercizio 26. Verificare le affermazioni dell’osservazione 9.4 e dell’esempio 9.6 (Suggerimen-
to: per ogni k ∈ N riconoscere che per ogni k ∈ N l’insieme Yk = {(xn)n∈N ∈ Y | xn = 0 ∀n > k}
è totalmente limitato e che ogni ε-rete di Yk è una

(
ε+ 1

2n

)
-rete di Y .)

Teorema 9.7. Uno spazio metrico è compatto se e solo se è completo e totalmente limitato.

Dimostrazione. Sia X uno spazio metrico compatto. Iniziamo a provare che è completo:
dato che uno spazio metrico compatto è sequenzialmente compatto (osservazione 9.2 (ii)), se
prendiamo una generica successione di Cauchy, questa ammette un’estratta convergente. Ma
una successione di Cauchy con un’estratta convergente è essa stessa convergente. Proviamo
ora la totale limitatezza. Per ogni ε > 0, essendo {Bε(x)}x∈X una copertura aperta, per

compattezza esistono x1, ..., xk ∈ X tali che X ⊂
⋃k

i=1Bε(xi) ⊂
⋃k

i=1Bε(xi), cioè {x1, ..., xk} è
una ε-rete finita di X. Pertanto X è totalmente limitato.

Supponiamo ora che X sia uno spazio metrico completo e totalmente limitato. Proviamo che
X è sequenzialmente compatto. Sia (xn) una successione in X. Se tale successione consiste di
un insieme finito di punti, allora ammette un’estratta costante e quindi convergente. Altrimenti
la successione ha infiniti elementi. In tal caso, per la totale limitatezza, dato che X ammette
una 1-rete finita, esiste y1 ∈ X tale che B1(y1) contiene infiniti elementi di (xn). Cioè esiste

un insieme infinito N1 ⊂ N tale che (xn)n∈N1 ⊂ B1(y1). L’insieme B1(y1) è totalmente limitato
(osservazione 9.4 (ii)). Quindi ammette una 1

2
-rete finita. Allora esiste y2 ∈ X1 tale che

B 1
2
(y2) ∩B1(y1) contiene infiniti elementi di (xn)n∈N1 . Cioè esiste un insieme infinito N2 ⊂ N1

tale che (xn)n∈N2 ⊂ B 1
2
(y2) ⊂ B1(y1). Per induzione, per ogni k ∈ N esistono yk ∈ X e un

insieme infinito Nk ⊂ N tali che

(xn)n∈Nk
⊂ B1(y1) ∩ ... ∩B 1

k
(yk) =: Xk

e Nk ⊂ Nk−1 (con N0 = N). Gli insiemi Xk sono chiusi inscatolati (cioè Xk ⊃ Xk+1 ∀k) e
diam(Xk) → 0. Essendo X completo, per il lemma di Cantor, esiste x ∈ X tale che⋂

k∈N

Xk = {x} .

Sia nk = minNk. Essendo d(xnk
, x) ≤ diam(Xk), si ha che xnk

→ x. Dunque X è sequenzial-
mente compatto e quindi anche compatto (osservazione 9.2 (ii)). □

Definizione 9.8. Un sottoinsieme Y di uno spazio metrico X si dice precompatto o relativa-
mente compatto se Y è compatto.

Col teorema 9.7 si ottiene il seguente risultato.
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Corollario 9.9 (generalizzazione del teorema di Heine-Borel). Sia X uno spazio metrico
completo e sia Y ⊂ X. Allora

(i) Y è compatto se e solo se è chiuso e totalmente limitato.
(ii) Y è precompatto se e solo se è totalmente limitato.

La dimostrazione è proposta come esercizio.

10. Precompattezza in C[a, b] e in Lp(RN)

Si vuole dare una caratterizzazione dei sottoinsiemi precompatti dello spazio C[a, b], metriz-
zato con la distanza lagrangiana d(f, g) = maxt∈[a,b] |f(t)− g(t)|.

Esempio 10.1 (insieme chiuso e limitato ma non compatto). Posto X = C[0, 1], consideriamo
l’insieme

Y = {fn : n ∈ N} dove fn(t) = tn .

Tale insieme è limitato perché ∥fn∥ = 1 ∀n. Inoltre è chiuso perché non contiene punti di
accumulazione. Se f ∈ X fosse un punto di accumulazione, sarebbe limite di una successione
(fnk

)k ⊂ Y . Allora, dato che la convergenza in X è la convergenza uniforme,

f(t) = lim
k→∞

fnk
(t) =

{
0 per 0 ≤ t < 1

1 per t = 1

che è impossibile perché f è continua. Per la stessa ragione Y non è sequenzialmente compatto
e quindi non è compatto.

L’esempio ci suggerisce che la mancanza di compattezza è dovuta al fatto che non si riesce a
controllare la continuità di tutte le funzioni dell’insieme in modo uniforme rispetto all’insieme
considerato. Serve una proprietà più forte, espressa nel modo seguente.

Definizione 10.2. Una famiglia F ⊂ C[a, b] si dice equicontinua se

∀ε > 0 ∃δ > 0: |f(s)− f(t)| < ε ∀s, t ∈ [a, b] con |s− t| < δ , ∀f ∈ F .

Notiamo che nella precedente definizione δ dipende da ε ma è indipendente da f ∈ F .

Definizione 10.3. Una famiglia F ⊂ C[a, b] si dice equilimitata se è un sottoinsieme limitato
di C[a, b] cioè se esiste r > 0 tale che |f(t)| ≤ r ∀t ∈ [a, b] , ∀f ∈ F .

Teorema 10.4 (Ascoli-Arzelà). Una famiglia F ⊂ C[a, b] è precompatta se e solo se è equi-
continua ed equilimitata.

Dimostrazione. Prima parte. Supponiamo F ⊂ C[a, b] precompatta. Allora per il corollario
9.9, F è totalmente limitata. In particolare è un sottoinsieme limitato di C[a, b], cioè è equili-
mitata. Verifichiamo che è equicontinua. Essendo totalmente limitata, per ogni ε > 0 esistono
g1, ..., gk ∈ C[a, b] tali che F ⊂

⋃k
i=1B ε

3
(gi). Essendo ogni gi uniformemente continua, esiste

δi > 0 tale che |gi(s)− gi(t)| < ε
3
se s, t ∈ [a, b] con |s− t| < δi. Prendiamo δ = mini δi. Allora

δ > 0 e per ogni f ∈ F esiste i ∈ {1, ..., k} tale che ∥f − gi∥ ≤ ε
3
e quindi, se s, t ∈ [a, b] con

|s− t| < δ, anche |s− t| < δi e

|f(s)− f(t)| ≤ |f(s)− gi(s)|+ |gi(s)− gi(t)|+ |gi(t)− f(t)| ≤ 2∥f − gi∥+ |gi(s)− gi(t)| < ε .

Dunque F è equicontinua.

Seconda parte. Supponiamo F ⊂ C[a, b] equicontinua ed equilimitata. Proviamo che F è un
sottoinsieme totalmente limitato di C[a, b] e quindi precompatto, per il corollario 9.9. Fissiamo
ε > 0. Costruiamo una ε-rete finita per F nel modo seguente. Essendo F equilimitata, esiste
r > 0 tale che |f(t)| ≤ r ∀t ∈ [a, b] , ∀f ∈ F . Sia δ > 0 dato in base all’equicontinuità.
Fissiamo una partizione {t0, ..., tk} di [a, b] con 0 < ti − ti−1 ≤ δ ∀i = 1, ..., k e fissiamo una
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partizione {y0, ..., yh} di [−r, r] con 0 < yj − yj−1 ≤ ε
5
∀j = 1, ..., h. Quindi definiamo G come

l’insieme delle funzioni lineari a tratti con nodi nei punti (ti, yj) con i = 0, ..., k e j = 0, ..., h.
Per costruzione, tale insieme è finito. Proviamo che è una ε-rete di F . Presa f ∈ F , per ogni
i = 0, ..., k esiste ji ∈ {0, ..., h} tale che |yji − f(ti)| ≤ ε

5
. Consideriamo quella funzione g ∈ G

tale che g(ti) = yji . Per ogni t ∈ [a, b] esiste i ∈ {1, ..., k} tale che t ∈ [ti−1, ti]. Allora

|f(t)− g(t)| ≤ |f(t)− f(ti)|+ |f(ti)− g(ti)|+ |g(ti)− g(t)| .
Per l’equicontinuità |f(t)−f(ti)| < ε

5
perché |t−ti| ≤ δ. Inoltre |f(ti)−g(ti)| = |f(ti)−yji | < ε

5
.

Infine,

|g(ti)− g(t)| ≤ |g(ti)− g(ti−1)| ≤ |g(ti)− f(ti)|+ |f(ti)− f(ti−1)|+ |f(ti−1)− g(ti−1)|
e ancora |g(ti) − f(ti)| < ε

5
, |g(ti−1) − f(ti−1)| < ε

5
e |f(ti) − f(ti−1)| < ε

5
per equicontinuità.

Sommando tutti i termini, otteniamo |f(t) − g(t)| < ε per ogni t ∈ [a, b]. Dunque f ∈ Bε(g).

Cioè F ⊂
⋃

g∈G Bε(g). □

Il teorema di Ascoli-Arzelà si generalizza per funzioni continue tra spazi metrici compatti,
nella forma seguente. Innanzitutto, dati due spazi metrici (X1, d1) e (X2, d2) indichiamo con
C(X1, X2) l’insieme delle funzioni continue daX1 inX2. SeX1 è compatto, possiamo introdurre
una distanza in C(X1, X2) definendola cos̀ı:

d(f, g) = sup
x∈X1

d2(f(x), g(x)) ∀f, g ∈ C(X1, X2) .

Si verifica che d soddisfa i requisiti della distanza. In particolare d(f, g) ∈ R perché X1 è
compatto. Inoltre C(X1, X2) risulta uno spazio completo se X2 è tale (verificare!).

Teorema 10.5. Dati due spazi metrici compatti (X1, d1) e (X2, d2), una famiglia F contenuta
in C(X1, X2) è precompatta se e solo se è equicontinua, cioè

∀ε > 0 ∃δ > 0 tale che d2(f(x), f(x
′)) < ε ∀f ∈ F , ∀x, x′ ∈ X1 con d1(x, x

′) < δ .

La dimostrazione è un adattamento di quella del teorema 10.4. Si noti che la equilimitatezza
di F è garantita dal fatto che si suppone X2 compatto. I dettagli della dimostrazione sono
lasciati come esercizio.

Spesso è utile la versione sequenziale del teorema 10.4:

Teorema 10.6. Una successione di funzioni (fn)n∈N ⊂ C[a, b] equicontinua ed equilimitata
ammette un’estratta che converge uniformemente ad una certa f ∈ C[a, b].

Vediamo un tipico caso in cui è possibile applicare il teorema 10.6.

Corollario 10.7. Sia (fn)n∈N ⊂ C[a, b] una successione di funzioni equilipschitziana e limitata
in un punto, cioè:

(i) ∃L > 0 tale che |fn(s)− fn(t)| ≤ L|s− t| ∀s, t ∈ [a, b] , ∀n ∈ N,
(ii) ∃t0 ∈ [a, b] tale che supn∈N |fn(t0)| < ∞.

Allora esiste una sottosuccessione (fnk
) che converge uniformemente ad una certa f ∈ C[a, b]

e tale f è lipschitziana con costante L.

Dimostrazione. Proviamo che (fn)n∈N è equicontinua: dato un generico ε > 0, prendiamo
δ = ε

L
. Allora, per ogni n ∈ N e per ogni s, t ∈ [a, b] con |s− t| < δ si ha che |fn(s)− fn(t)| ≤

L|s − t| < Lδ = ε, grazie all’ipotesi (i). Ora proviamo che (fn)n∈N è equilimitata: posto
C0 = supn∈N |fn(t0)|, per ogni n ∈ N e per ogni t ∈ [a, b] abbiamo che

|fn(t)| ≤ |fn(t)− fn(t0)|+ |fn(t0)| ≤ L|t− t0|+ C0 ≤ L(b− a) + C0 = C < ∞
e C è indipendente da n ∈ N e da t ∈ [a, b]. Quindi la prima parte della tesi segue dal
teorema 10.6. Che f sia lipschitziana con costante L si ottiene passando al limite in (i) lungo
la sottosuccessione fnk

. □
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Esercizio 27. Verificare che una successione di funzioni (fn)n∈N ⊂ C[a, b] di classe C1 a tratti
con supn∈N ∥f ′

n∥ < ∞ è equilipschitziana, cioè verifica la condizione (i) del corollario 10.7.

La caratterizzazione dei sottoinsiemi precompatti negli spazi Lp(RN) è cos̀ı formulata:

Teorema 10.8 (Kolmogorov-Riesz-Fréchet). Sia p ∈ [1,∞). Una famiglia F ⊂ Lp(RN) è
precompatta in Lp(RN) se e solo se

(i) F è limitata in Lp, cioè esiste C > 0 tale che ∥f∥p ≤ C ∀f ∈ F ;
(ii) F è Lp-equicontinua, cioè ∀ε > 0 ∃δ > 0 tale che ∥τyf − f∥p < ε ∀f ∈ F , ∀y ∈ RN con

|y| < δ, essendo τyf(x) = f(x− y);

(iii) F è Lp-equiconcentrata, cioè ∀ε > 0 ∃R > 0 tale che
(�

|x|>R
|f(x)|p dx

) 1
p
< ε ∀f ∈ F .

Dimostrazione. Per semplicità, ci limitiamo a studiare il caso 1-dimensionale (il caso N -
dimensionale è del tutto analogo). Inoltre dimostriamo solo che se F ⊂ Lp(R) verifica (i), (ii) e
(iii) allora F è precompatta. Essendo Lp(R) completo, ciò equivale a provare che F è totalmente
limitata, cioè che per ogni ε > 0 è possibile trovare una ε-rete finita per F , cioè un insieme
finito G ⊂ Lp(R) tale che F ⊂

⋃
g∈G Bε(g), essendo Bε(g) = {f ∈ Lp(R) : ∥f − g∥p ≤ ε}.

Fissiamo ε > 0.

Step 1. Esiste δ > 0 tale che ∥fδ − f∥p ≤ ε
3
∀f ∈ F , essendo fδ la δ-regolarizzata di f .

Proviamo questo primo passo: detto p′ l’esponente coniugato a p e usando la disuguaglianza
di Hölder e il fatto che il mollificatore φδ ha norma L1 unitaria, per ogni x ∈ R e per ogni
f ∈ F abbiamo che

|fδ(x)− f(x)| =
∣∣∣∣�

R
f(x− y)φδ(y) dy − f(x)

�
R
φδ(y) dy

∣∣∣∣
≤
�
R
|f(x− y)− f(x)|φδ(y) dy

≤
�
R
|f(x− y)− f(x)|φ

1
p

δ (y)φ
1
p′

δ (y) dy

≤
(�

R

[
|f(x− y)− f(x)|φ

1
p

δ (y)

]p
dy

) 1
p
(�

R
φδ(y) dy

) 1
p′

=

(�
R
|f(x− y)− f(x)|p φδ(y) dy

) 1
p

cioè

|fδ(x)− f(x)|p ≤
�
R
|f(x− y)− f(x)|p φδ(y) dy .

Ora integriamo in x, applichiamo il teorema di Fubini e sfruttiamo il fatto che φδ(y) = 0 se
|y| ≥ δ, ottenendo che�

R
|fδ(x)− f(x)|p dx ≤

�
RN

(�
R
|f(x− y)− f(x)|p φδ(y) dy

)
dx

=

�
R

(�
R
|f(x− y)− f(x)|p dx

)
φδ(y) dy

=

�
|y|<δ

(�
R
|f(x− y)− f(x)|p dx

)
φδ(y) dy

=

�
|y|<δ

∥τyf − f∥pp φδ(y) dy
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essendo τyf(x) = f(x−y). Usando la condizione (ii), esiste δ > 0 tale che ∥τyf −f∥p < ε
3
∀f ∈

F , ∀y ∈ R con |y| < δ. Pertanto, per tale δ otteniamo�
R
|fδ(x)− f(x)|p dx ≤

�
|y|<δ

(ε
3

)p
φδ(y) dy =

(ε
3

)p
cioè quanto enunciato come Step 1.

Step 2. Esiste R > 0 tale che
(�

|x|>R
|f(x)|p dx

) 1
p
< ε

3
∀f ∈ F .

Questo segue direttamente dalla condizione (iii). Ora introduciamo la famiglia

F̃ := {fδ|[−R,R] : f ∈ F}

dove δ > 0 e R > 0 sono fissati in base, rispettivamente agli Step 1 e 2. Osserviamo che F̃ è
un sottoinsieme di C[−R,R] e proviamo che:

Step 3. F̃ è un sottoinsieme totalmente limitato di C[−R,R].

Per dimostrare tale affermazione, ci avvaliamo del teorema di Ascoli-Arzelà e dimostriamo che

la famiglia F̃ è equicontinua ed equilimitata in C[−R,R]. Basta dimostrare che tale famiglia è
equilipschitziana e che esiste C0 > 0 tale che |fδ(0)| ≤ C0 ∀f ∈ F . Infatti

|fδ(0)| =
∣∣∣∣�

R
f(−y)φδ(y) dy

∣∣∣∣
≤
(�

R
|f(−y)|p dy

) 1
p
(�

R
φδ(y)

p′ dy

) 1
p′

= ∥f∥p
(�

|y|<δ

φδ(y)
p′ dy

) 1
p′

≤ C ∥φδ∥p′

avendo usato la condizione (i). Quindi la limitatezza è provata con C0 = C ∥φδ∥p′ . Verifichiamo
l’equilipschitzianità. Siccome fδ ∈ C1(R) e f ′

δ = f ∗φ′
δ, per il teorema del valor medio, per ogni

x, x′ ∈ R e per ogni f ∈ F esiste ξ ∈ R tale che

|fδ(x)− fδ(x
′)| ≤ |f ′

δ(ξ)| |x− x′| .

Andiamo ora a provare che esiste C1 ≥ 0 tale che |f ′
δ(ξ)| ≤ C1 ∀ξ ∈ R, ∀f ∈ F . Ragionando

come sopra, abbiamo che

|f ′
δ(ξ)| =

∣∣∣∣�
R
f(ξ − y)φ′

δ(y) dy

∣∣∣∣
≤
(�

R
|f(ξ − y)|p dy

) 1
p
(�

R
φ′
δ(y)

p′ dy

) 1
p′

= ∥f∥p
(�

|y|<δ

φ′
δ(y)

p′ dy

) 1
p′

≤ C ∥φ′
δ∥p′

e quindi la stima cercata è vera prendendo C1 = C ∥φ′
δ∥p′ . Dunque

|fδ(x)− fδ(x
′)| ≤ C1|x− x′| ∀x, x′ ∈ R, ∀f ∈ F

cioè la famiglia F̃ è equilipschitziana e dunque lo Step 3 è provato. Pertanto, per il teorema

di Ascoli-Arzelà, F̃ è un insieme totalmente limitato in C[−R,R]. Quindi esiste una famiglia
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finita G ⊂ C[−R,R] che costituisce una ε′-rete di F̃ in C[−R,R], essendo ε′ = ε

3(2R)
1
p
. Ora

dobbiamo tornare allo spazio Lp(R). A tale scopo estendiamo ogni g ∈ G su R ponendo

g̃ =

{
g in [−R,R]

0 in R \ [−R,R].

La famiglia G̃ := {g̃ : g ∈ G} è un sottoinsieme finito di Lp(R). Proviamo infine che:

Step 4. G̃ è una ε-rete di F in Lp(R).
Infatti, per ogni f ∈ F esiste g ∈ G tale che

(10.1) ∥fδ − g∥C[−R,R] ≤
ε

3(2R)
1
p

.

Allora, per la disuguaglianza triangolare,

∥f − g̃∥p = ∥(f − g̃)χ[−R,R] + (f − g̃)χR\[−R,R]∥p
≤ ∥f − g̃∥Lp([−R,R]) + ∥f − g̃∥Lp(R\[−R,R])

= ∥f − g∥Lp([−R,R]) + ∥f∥Lp(R\[−R,R])

< ∥f − fδ∥Lp([−R,R]) + ∥fδ − g∥Lp([−R,R]) +
ε

3
avendo usato lo Step 2 nell’ultimo passaggio. Inoltre, per lo Step 1

∥f − fδ∥Lp([−R,R]) ≤ ∥f − fδ∥Lp(R) ≤
ε

3
.

Infine, usando (10.1), troviamo
� R

−R

|fδ(x)− g(x)|p dx ≤
� R

−R

[
ε

3(2R)
1
p

]p
dx =

(ε
3

)p
cioè ∥fδ − g∥Lp([−R,R]) ≤ ε

3
. Pertanto, combinando i vari contributi, otteniamo finalmente che

∥f − g̃∥p < ε. Ciò completa la dimostrazione. □

Esercizio 28. Fissato k ∈ N ∪ {∞}, consideriamo lo spazio di Banach Ck[0, 1] con norma
∥f∥ = sup0≤j≤k

∥∥f (j)
∥∥
C[0,1]

. Verificare se k < ∞ esistono insiemi limitati in Ck[0, 1] che non

sono totalmente limitati, mentre gli insiemi limitati in C∞[0, 1] sono anche totalmente limitati.

11. Teorema di Peano

Un’applicazione classica del teorema di Ascoli-Arzelà è data dal teorema di Peano sul-
l’esistenza di soluzioni del problema di Cauchy per un’equazione differenziale ordinaria in
RN .

Teorema 11.1 (Peano). Sia Ω un aperto di R×RN e sia f : Ω → RN una funzione continua.
Allora per ogni (t0, x0) ∈ Ω il problema di Cauchy

(P )

{
u′ = f(t, u)
u(t0) = x0

ammette almeno una soluzione locale, cioè esiste τ > 0 ed una funzione u : [t0−τ, t0+τ ] → RN

di classe C1 tale che u(t0) = x0, (t, u(t)) ∈ Ω e u′(t) = f(t, u(t)) ∀t ∈ [t0 − τ, t0 + τ ].

Dimostrazione. L’idea della dimostrazione consiste nel discretizzare l’equazione differenziale
passando ad un’equazione alle differenze su suddivisioni sempre più fini, costruire corrispon-
dentemente una successione di soluzioni approssimate e provare che tale successione converge
uniformemente ad una funzione che risolve il problema di Cauchy. Dapprima però bisogna



30 PAOLO CALDIROLI

determinare l’intervallo di definizione della soluzione. Ragioniamo solo a destra dell’istante
iniziale t0. Poi ripeteremo lo stesso discorso per costruire una soluzione a sinistra di t0 e infine
incolleremo le due parti.

I parte: stime a priori.

Fissato (t0, x0) ∈ Ω, esistono T > 0 e R > 0 tali che il cilindro K := [t0, t0 + T ] × BR(x0) è
contenuto in Ω. Sia

M = max
(x,t)∈K

|f(t, x)| .

Cerchiamo una soluzione locale (destra) di (P ) con grafico contenuto inK. Sia essa u(t), definita

in [t0, t0 + τ ]. Quindi, in particolare, τ ≤ T . La condizione u(t) ∈ BR(x0) ∀t ∈ [t0, t0 + τ ] è
soddisfatta se prendiamo τ ≤ R

M
. Infatti in tal caso

|u(t)− x0| =
∣∣∣∣� t

t0

f(s, u(s)) ds

∣∣∣∣ ≤ � t

t0

|f(s, u(s))| ds ≤ M(t− t0) ≤ Mτ ≤ R ∀t ∈ [t0, t0 + τ ] .

Prendiamo dunque

τ = min

{
T,

R

M

}
.

II parte: successione di Eulero.

Per ogni n ∈ N suddividiamo l’intervallo [t0, t0 + τ ] in n sottointervalli di ampiezza δn = τ
n
.

Definiamo tk = t0 + kδn ∀k = 0, ..., n e discretizziamo l’equazione differenziale u′ = f(t, u)
considerando l’equazione alle differenze

(11.1)
u(t+ δn)− u(t)

δn
= f(t, u(t)) con t = t0, t1, ..., tn−1 .

Introduciamo la funzione lineare a tratti un il cui grafico interpola i punti (tk, xk) a partire dal
punto iniziale (t0, x0). Dunque

xk = xk−1 + δnf(tk−1, xk−1) ∀k = 1, ..., n .

Tale funzione è ben definita perché ad ogni passo il punto (tk, xk) appartiene al cono

C := {(t, x) ∈ R× RN : t ∈ [t0, t0 + τ ] , |x− x0| ≤ M(t− t0)}
e C ⊂ K perché τ ≤ R

M
. Verifichiamo per induzione che

(tk, xk) ∈ C ∀k = 0, ..., n, ∀n ∈ N.
Tale proprietà vale per k = 0. Supponiamola vero al passo k, la proviamo per k + 1:

|xk+1−x0| = |xk+δnf(tk, xk)−x0| ≤ |xk−x0|+δn|f(tk, xk)| ≤ M(tk−t0)+δnM = M(tk+1−t0).

Dunque un(t) ∈ BR(x0) ∀t ∈ [t0, t0+τ ], ∀n ∈ N, cioè la successione (un) è limitata in C([t0, t0+

τ ],RN). È inoltre equilipschitziana perché

(11.2) u′
n(t) =

un(ti+1)− un(ti)

δn
= f(ti, un(ti)) ∀t ∈ [ti, ti+1] , ∀i = 0, ..., n− 1

e

(11.3) un(s)− un(t) =

� t

s

u′
n(r) dr ∀s, t ∈ [t0, t0 + τ ] , ∀n ∈ N

e quindi
|un(s)− un(t)| ≤ M |s− t| ∀s, t ∈ [t0, t0 + τ ] , ∀n ∈ N .

Dunque per il teorema di Ascoli-Arzelà, esiste una sottosuccessione (unk
) che converge unifor-

memente in [t0, t0 + τ ] ad una certa u ∈ C([t0, t0 + τ ],RN).

III parte: passaggio al limite.
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Dimostriamo che

(11.4) ∀ε > 0 ∃n ∈ N tale che

∣∣∣∣un(t)− x0 −
� t

t0

f(s, un(s)) ds

∣∣∣∣ < ε ∀t ∈ [t0, t0 + τ ] , ∀n ≥ n .

Infatti ∣∣∣∣un(t)− x0 −
� t

t0

f(s, un(s)) ds

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣� t

t0

u′
n(s) ds−

� t

t0

f(s, un(s)) ds

∣∣∣∣
≤
� t

t0

|u′
n(s)− f(s, un(s))| ds ≤

� t0+τ

t0

|u′
n(s)− f(s, un(s))| ds

=
n−1∑
i=0

� ti+1

ti

|f(ti, un(ti))− f(s, un(s))| ds ∀t ∈ [t0, t0 + τ ] , ∀n ∈ N .

Fissato ε > 0, essendo f uniformemente continua in K, esiste δ > 0 tale che

(11.5) |f(p)− f(q)| < ε

τ
∀p, q ∈ K con |p− q| < δ .

In particolare, prendendo p = (ti, un(ti)) e q = (s, un(s)) con s ∈ [ti, ti+1], abbiamo che

|p−q| =
√

(ti − s)2 + |un(s)− un(ti)|2 ≤
√

δ2n + |f(ti, un(ti))δn|2 ≤ δn
√
1 +M2 =

τ

n

√
1 +M2 .

Sia n ∈ N tale che
τ

n

√
1 +M2 < δ ∀n ≥ n .

Allora, per (11.5), si ha che

|f(ti, un(ti))− f(s, un(s))| <
ε

τ
∀s ∈ [ti, ti+1] , ∀i = 0, ..., n− 1 , ∀n ≥ n

e quindi∣∣∣∣un(t)− x0 −
� t

t0

f(s, un(s)) ds

∣∣∣∣ < n−1∑
i=0

� ti+1

ti

ε

τ
ds = ε ∀t ∈ [t0, t0 + τ ] , ∀n ≥ n ,

cioè (11.4). Ora passiamo al limite in (11.4) lungo la sottosuccessione (unk
) che sappiamo

convergere uniformemente a u. Troviamo cos̀ı che

∀ε > 0

∣∣∣∣u(t)− x0 −
� t

t0

f(s, u(s)) ds

∣∣∣∣ < ε ∀t ∈ [t0, t0 + τ ]

e quindi

u(t) = x0 +

� t

t0

f(s, u(s)) ds ∀t ∈ [t0, t0 + τ ] .

Da ciò segue in modo standard che u ∈ C1([t0, t0 + τ ],RN) e risolve (P ) in [t0, t0 + τ ].

IV parte: costruzione della soluzione in un intervallo a sinistra e incollamento.

Cambiamo verso al tempo, rispetto all’istante iniziale t0, andando a considerare il problema di
Cauchy

(P )′
{

u′ = g(t, u)
u(t0) = x0

dove g(t, x) = f(2t0 − t, x) .

Per quanto già provato, esistono τ ′ > 0 e v : [t0, t0 + τ ′] → RN soluzione di (P )′. Allora
u(t) = v(2t0− t) risolve (P ) in [t0− τ ′, t0] e si incolla in t0 in modo C1 alla soluzione già trovata
in [t0, t0 + τ ]. L’incollamento è C1 per via dell’equazione differenziale. Abbiamo cos̀ı costruito
una soluzione di (P ) su [t0 − τ ′, t0 + τ ]. □
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12. Lemma di Riesz e compattezza forte della palla chiusa

Riprendiamo la questione della compattezza negli spazi normati. Abbiamo visto che nello
spazio C[a, b] i chiusi e limitati in generale non sono compatti (esempio 10.1). Più in generale,
proviamo il seguente fatto:

Teorema 12.1. In uno spazio normato X la palla chiusa B = {x ∈ X : ∥x∥ ≤ 1} è compatta
per la topologia forte di X se e solo se dim(X) < ∞.

Dimostrazione. Supponiamo X spazio normato su R con dimensione finita N . Allora esiste
T : RN → X isomorfismo lineare e continuo. Essendo B chiuso e limitato in X, T−1(B) è chiuso
e limitato in RN e quindi compatto. Allora B = T (T−1(B)) è compatto in X. Ora dimostriamo
che se X è infinito-dimensionale allora B non è compatto. A tale scopo torma utile il seguente
risultato:

Lemma 12.2 (di Riesz, di ε-ortogonalità). Sia X uno spazio normato e sia Y un suo sottospazio
chiuso e proprio. Allora per ogni ε > 0 esiste xε ∈ X con ∥xε∥ = 1 e dist(xε, Y ) ≥ 1− ε.

Osservazione 12.3. Il punto xε del lemma è quello che sulla sfera unitaria di X ha distanza
quasi massima da Y cioè è quasi ortogonale a Y , dove “quasi” vuol dire a meno di un errore
ε. In generale non si può prendere ε = 0 a meno che lo spazio non possegga ulteriori proprietà.
Ad esempio sia riflessivo. Di ciò si discuterà più avanti.

Completiamo la dimostrazione del teorema andando a provare, con l’aiuto del lemma di
Riesz, che B non è totalmente limitato e quindi neppure compatto. Preso x1 ∈ X con ∥x1∥ = 1,
l’insieme X1 = {αx1 : α ∈ R} è uno sottospazio chiuso di X e proprio (perché dim(X) = ∞).
Quindi, per il lemma di Riesz, applicato con ε = 1

2
, esiste x2 ∈ X con ∥x2∥ = 1 e dist(x2, X1) ≥

1
2
. In particolare ∥x1 − x2∥ ≥ 1

2
. Ora consideriamo l’insieme X2 = {α1x1 + α2x2 : α1, α2 ∈ R}

che è uno sottospazio chiuso di X e proprio (perché dim(X) = ∞). Quindi, ancora per il
lemma di Riesz, applicato sempre con ε = 1

2
, esiste x3 ∈ X con ∥x3∥ = 1 e dist(x3, X2) ≥ 1

2
. In

particolare ∥xi − xj∥ ≥ 1
2
∀i, j = 1, 2, 3 con i ̸= j. Per induzione, sfruttando l’ipotesi dim(X) =

∞, possiamo costruire una successione (xn)n∈N ⊂ X con ∥xn∥ = 1 ∀n e ∥xi − xj∥ ≥ 1
2
∀i, j ∈ N

con i ̸= j. Perciò B che contiene tutti i punti xn non può ammettere alcuna ε-rete finita con
ε < 1

4
, cioè B non è totalmente limitato. □

Dimostrazione del lemma 12.2. Sia x ∈ X \ Y . Allora dist(x, Y ) > 0 perché Y è chiuso.
Essendo dist(x, Y ) = infy∈Y ∥x− y∥, per ogni ε ∈ (0, 1) esiste yε ∈ Y tale che ∥x− yε∥ ≤
1

1−ε
dist(x, Y ). In particolare yε ̸= x perché x ̸∈ Y . Quindi possiamo definire xε = x−yε

∥x−yε∥ che

verifica ∥xε∥ = 1. Per ogni y ∈ Y vale che

∥y − xε∥ =

∥∥ ∥x− yε∥ y + yε − x
∥∥

∥x− yε∥
≥ 1

∥x− yε∥
dist(x, Y )

perché ∥x− yε∥ y + yε ∈ Y , in quanto Y è sottospazio. Quindi

∥y − xε∥ ≥ 1− ε ∀y ∈ Y

da cui segue che dist(xε, Y ) ≥ 1− ε. □

13. Operatori lineari e continui tra spazi normati

Siano X e Y due spazi normati sullo stesso campo K ∈ {R,C}. Le applicazioni da X in Y
spesso si chiamano operatori.

Definizione 13.1. Un operatore T : X → Y si dice lineare se T (αx+x′) = αT (x)+T (x′) ∀α ∈
K , ∀x, x′ ∈ X, si dice continuo se lo è da X in Y muniti della topologia forte. Denotiamo
L (X, Y ) la famiglia degli operatori lineari e continui da X in Y .
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Proposizione 13.2. Sia T : X → Y un operatore lineare. Le seguenti affermazioni sono
equivalenti:

(i) T è continuo;
(ii) T è continuo in 0;
(iii) ∃C ≥ 0: ∥T (x)∥ ≤ C∥x∥ ∀x ∈ X.

Dimostrazione. Le implicazioni (i) ⇒ (ii) e (iii) ⇒ (ii) sono ovvie. L’implicazione (ii) ⇒ (i)
si ottiene provando la continuità in ogni punto e sfruttando la linearità. Per provare che
(ii) ⇒ (iii) si può ragionare per assurdo. Se non vale (iii) esiste una successione (xn) ⊂ X
tale che ∥T (xn)∥ > n∥xn∥ ∀n ∈ N. Quindi, posto x′

n = xn

∥T (xn)∥ , si ha che ∥x′
n∥ → 0 mentre

∥T (x′
n)∥ = 1 ∀n, contrariamente alla continuità di T in 0. □

Un operatore lineare T : X → Y che verifica (iii) si dice limitato perché manda limitati in
limitati. In base alla proposizione 13.2, un operatore lineare T : X → Y appartiene a L (X, Y )
se e solo se

sup
x∈X
x ̸=0

∥T (x)∥
∥x∥

< ∞ .

La famiglia L (X, Y ) è uno spazio vettoriale su K si struttura a spazio normato ponendo

∥T∥ := sup
x∈X
x ̸=0

∥T (x)∥
∥x∥

∀T ∈ L (X, Y ) .

Proposizione 13.3. L’applicazione T 7→ ∥T∥ è una norma in L (X, Y ), detta norma opera-
toriale. Inoltre

∥T∥ = sup
x∈X
∥x∥≤1

∥T (x)∥ = sup
x∈X
∥x∥=1

∥T (x)∥ = inf{C ≥ 0: ∥T (x)∥ ≤ C∥x∥ ∀x ∈ X}

e
∥T (x)∥Y ≤ ∥T∥L (X,Y ) ∥x∥X ∀x ∈ X .

Teorema 13.4. Se Y è uno spazio di Banach, anche L (X, Y ) lo è.

Esercizio 29. Dimostrare la proposizione 13.3 e il teorema 13.4.

Esercizio 30. Siano X e Y due spazi normati sullo stesso campo e supponiamo Y completo.
Sia X0 un sottospazio di X e sia T ∈ L (X0, Y ). Provare che esiste un unico operatore T ∈
L (X0, Y ) tale che T |X0 = T e ∥T∥ = ∥T∥.

14. Lo spazio duale

Sia X uno spazio normato sul campo K ∈ {R,C}. Le applicazioni da X in K si chiamano
funzionali.

Definizione 14.1. Si chiama spazio duale di X lo spazio dei funzionali lineari e continui in
X e lo si denota X∗.

Dunque X∗ = L (X,K). Considerando K come spazio normato, per il teorema 13.4, X∗ è
uno spazio di Banach con norma

∥f∥X∗ := sup
x∈X
x ̸=0

|f(x)|
∥x∥

∀f ∈ X∗.

Per la proposizione 13.3, la norma in X∗ verifica

∥f∥X∗ = sup
x∈X
∥x∥≤1

|f(x)| = sup
x∈X
∥x∥=1

|f(x)| = inf{C ≥ 0: |f(x)| ≤ C∥x∥ ∀x ∈ X} ∀f ∈ X∗.
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Inoltre

|f(x)| ≤ ∥f∥X∗ ∥x∥X ∀x ∈ X , ∀f ∈ X∗.

L’applicazione da X∗ ×X in K cos̀ı definita

⟨f, x⟩ := f(x) ∀x ∈ X , ∀f ∈ X∗

si chiama prodotto di dualità.

Esempio 14.2 (funzionali lineari e continui negli spazi Lp). Fissato p ∈ [1,∞], sia p′ l’espo-
nente coniugato a p e sia g ∈ Lp′. Il funzionale Tg : L

p → R cos̀ı definito

Tg(f) =

�
Ω

fg dµ ∀f ∈ Lp

appartiene a (Lp)∗ e ∥Tg∥(Lp)∗ ≤ ∥g∥p′. Inoltre se p > 1 allora ∥Tg∥(Lp)∗ = ∥g∥p′.

Il funzionale Tg è ben definito perché se f ∈ Lp e g ∈ Lp′ allora fg ∈ L1. Inoltre è lineare
per la linearità dell’integrale e, per la disuguaglianza di Hölder,

|Tg(f)| ≤ ∥fg∥1 ≤ ∥f∥p∥g∥p′ ∀f ∈ Lp

e quindi Tg ∈ (Lp)∗ con ∥Tg∥(Lp)∗ ≤ ∥g∥p′. Supponiamo ora g ̸= 0, p > 1 e quindi p′ < ∞. La
funzione

f(x) =

{
|g(x)|p′

g(x)
se g(x) ̸= 0

0 se g(x) = 0

appartiene a Lp, �
Ω

|f |p dµ =

�
Ω

|g|p′ dµ > 0

e

∥Tg∥(Lp)∗ ≥
Tg(f)

∥f∥p
=

�
Ω
|g|p′ dµ[�

Ω
|g|p′ dµ

] 1
p

= ∥g∥p′

Vedremo più avanti che se p ∈ (1,∞) ogni funzionale lineare e continuo in Lp è della forma
Tg con g ∈ Lp′. Lo stesso vale nel caso p = 1 ma sotto opportune ipotesi sullo spazio misurato.
Invece non vale, in generale, se p = ∞.

Esempio 14.3 (duale dello spazio delle funzioni continue). Fissata una funzione g ∈ L1([a, b]),
il funzionale

Tg(f) =

� b

a

f(t)g(t) dt ∀f ∈ C[a, b]

è un ben definito funzionale lineare e continuo nello spazio C[a, b] con la norma lagrangiana.
Tuttavia vi sono funzionali lineari e continui in C[a, b] che non sono della forma suddetta. Ad
esempio, fissato τ ∈ [a, b], il funzionale

Sτ (f) = f(τ) ∀f ∈ C[a, b]

sta nel duale di C[a, b] ma non esiste nessuna funzione g ∈ L1([a, b]) tale che Sτ = Tg (verificare
tale affermazione). Invece si può scrivere

Sτ (f) =

�
[a,b]

f dµτ ∀f ∈ C[a, b] ,

dove µτ è la misura di Dirac concentrata in τ , cioè

µτ (E) =

{
1 se τ ∈ E

0 se τ ̸∈ E.
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Sussiste un importante risultato (teorema di rappresentazione di Riesz) che afferma che per
ogni funzionale continuo e limitato φ : C[a, b] → R esiste un’unica misura di Radon con segno
µ tale che

φ(f) =

�
[a,b]

f dµ ∀f ∈ C[a, b] .

Per maggiori dettagli, si rimanda al testo di W. Rudin, Analisi reale e complessa, Boringhieri.

Esercizio 31. Dati uno spazio normato X e un funzionale lineare f : X → K, dimostrare
che se f non è continuo, allora ker(f) è denso. (Suggerimento: per ogni x ∈ X considerare

yn = x− f(x)
f(xn)

xn dove xn ∈ X è tale che ∥xn∥ = 1 e |f(xn)| > n ∀n ∈ N.)

15. Teorema di Hahn-Banach

Nella sezione precedente abbiamo costruito esempi di funzionali lineari e continui negli spazi
Lp e C[a, b]. Tuttavia, se X è un generico spazio normato infinito-dimensionale, l’esistenza di
funzionali lineari e continui in X è una questione per nulla banale. Tale problema è ricondotto
in ultima istanza al seguente: dato uno spazio normato X, se Y è un suo sottospazio e f ∈ Y ∗, è
possibile trovare un’estensione F ∈ X∗ di f tale che ∥F∥X∗ = ∥f∥Y ∗? La risposta è affermativa
ed è il contenuto del teorema di Hahn-Banach.

Definizione 15.1. Dato uno spazio vettoriale reale X, un funzionale p : X → R si dice
sublineare se:

(i) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) ∀x, y ∈ X (subadditività);
(ii) p(αx) = αp(x) ∀α > 0 , ∀x ∈ X (positiva omogeneità).

Osservazione 15.2. Ogni funzionale sublineare si annulla in 0 (verificarlo). Ogni seminorma
e dunque ogni norma è un funzionale sublineare. Nella definizione di funzionale sublineare non
si chiede che sia non negativo. In effetti, un funzionale sublineare può assumere valori negativi
(ad esempio, si consideri la funzione identità in X = R).

Teorema 15.3 (Hahn-Banach). Sia X spazio vettoriale reale e sia p : X → R un funzionale
sublineare. Se Y è un sottospazio di X e f : Y → R è un funzionale lineare tale che f ≤ p in
Y , allora esiste un funzionale lineare F : X → R tale che F |Y = f e F ≤ p in X.

Lemma 15.4 (di estensione). Sia X spazio vettoriale reale e sia p : X → R un funzionale
sublineare. Se Y è un sottospazio di X, f : Y → R è un funzionale lineare tale che f ≤ p in
Y e x0 ∈ X \ Y allora, detto X0 = {x + αx0 : x ∈ Y , α ∈ R}, esiste un funzionale lineare
F : X0 → R tale che F |Y = f e F ≤ p in X0.

Dimostrazione. Osserviamo che X0 è un sottospazio di X e definiamo

F (x+ αx0) = f(x) + αλ ∀x+ αx0 ∈ X0

con λ ∈ R da fissare opportunamente. Indipendentemente dalla scelta di λ, F estende f in
modo lineare. La costante λ va scelta in modo da garantire che F ≤ p in X0. Abbiamo che

F ≤ p in X0 ⇔ f(x) + αλ ≤ p(x+ αx0) ∀x ∈ Y, ∀α ∈ R

⇔
{

f(x) + λ ≤ p(x+ x0) ∀x ∈ Y
f(x)− λ ≤ p(x− x0) ∀x ∈ Y

⇔
{

λ ≤ infx∈Y [p(x+ x0)− f(x)]
λ ≥ supx∈Y [f(x)− p(x− x0)]

Si tratta quindi di stabilire se

(15.1) a := sup
x∈Y

[f(x)− p(x− x0)] ≤ inf
x∈Y

[p(x+ x0)− f(x)] =: b
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In caso affermativo, il funzionale F con λ ∈ [a, b] soddisfa F ≤ p in X0. Osserviamo che

a ≤ b ⇔ f(x)− p(x− x0) ≤ p(y + x0)− f(y) ∀x, y ∈ Y

che è vero perché

f(x) + f(y) = f(x+ y) ≤ p(x+ y) ≤ p(x− x0) + p(y + x0) ∀x, y ∈ Y

per la linearità di f , l’ipotesi f ≤ p in Y e la subadditività di p. □

Se f è un funzionale lineare su un sottospazio di uno spazio vettoriale e f è controllato da
un fissato funzionale, applicando iterativamente il lemma 15.4 riusciamo ad estendere f fino ad
un certo punto ma non sappiamo se con tale procedimento l’estensione ottenuta sia definita su
tutto lo spazio. In generale, per realizzare tale obiettivo dobbiamo ricorrere all’assioma della
scelta o, più precisamente, al lemma di Zorn che è una forma equivalente dell’assioma della
scelta, operativamente più utile in questo caso.

Definizione 15.5. Dato un insieme non vuoto P , un ordinamento parziale in P è una relazione
in P (cioè un sottoinsieme di P × P ), che denotiamo ≤, con le seguenti proprietà:

(i) x ≤ x ∀x ∈ P (riflessività),
(ii) x ≤ y , y ≤ z ⇒ x ≤ z (transitività),
(iii) x ≤ y , y ≤ x ⇒ x = y (antisimmetria).

L’insieme P munito di un ordinamento parziale si chiama spazio parzialmente ordinato. Un
sottoinsieme Q di uno spazio parzialmente ordinato si dice totalmente ordinato se per ogni
x, y ∈ Q vale che x ≤ y oppure y ≤ x. Un elemento x ∈ P si dice maggiorante di Q se
y ≤ x ∀y ∈ Q. Un elemento x ∈ P si dice elemento massimale di P se non esiste nessun altro
y ∈ P con x ≤ y.

La retta orientata con l’ordinamento naturale è un esempio di spazio totalmente ordinato.

Esempio 15.6. Dato un insieme non vuoto X, l’insieme delle parti di X risulta parzialmente
ordinato rispetto alla relazione di inclusione. Inoltre ogni sottofamiglia Q di P(X) ammette
maggiorante, dato da X, che è anche elemento massimale di P(X).

Esempio 15.7 (ordinamento parziale in R2). Lo spazio R2 risulta parzialmente ordinato ri-
spetto alla relazione cos̀ı definita:

(x, y) ≤ (x′, y′) ⇔
{

x ≤ x′

y ≤ y′
⇔ (−∞, x′]× (−∞, y′] ⊂ (−∞, x]× (−∞, y] .

Data una funzione f : A ⊂ R → R, il suo grafico {(t, f(t)) : t ∈ A} è un insieme totalmente
ordinato se e solo se f è non decrescente in A. Lo spazio R2 non ammette elemento massimale.
I semipiani della forma {(x, y) ∈ R2 : y ≤ mx + q} con q ∈ R e m < 0 fissati, muniti
dell’ordinamento parziale di R2, ammettono infiniti elementi massimali, dati dai punti sulla
retta y = mx+ q.

Lemma 15.8 (di Zorn). Dato uno spazio parzialmente ordinato P , se ogni sottoinsieme di P
totalmente ordinato ammette maggiorante, allora P ammette un elemento massimale.

Dimostrazione del teorema 15.3. Sia

P = {g : Xg → R | Xg sottospazio di X, Xg ⊃ Y, g lineare, g|Y = f, g ≤ p in Xg}

Osserviamo che P ̸= ∅ perché f ∈ P . In P definiamo un ordinamento parziale ponendo

g1 ≤ g2 ⇔
def.

g2 è un’estensione di g1 .
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Si tratta effettivamente di un ordinamento parziale (verifica immediata). Proviamo che se
Q ⊂ P è totalmente ordinato, allora Q ammette maggiorante. Poniamo

Z =
⋃
g∈Q

Xg

Riconosciamo che Z è un sottospazio di X. Infatti se x1, x2 ∈ Z allora esistono g1, g2 ∈ Q tali
che xi ∈ Xgi (i = 1, 2). Siccome Q è totalmente ordinato, deve essere g1 ≤ g2 oppure g2 ≤ g1.
Nel primo caso, Xg1 ⊂ Xg2 . Quindi x1, x2 ∈ Xg2 ed, essendo Xg2 sottospazio, x1+x2 ∈ Xg2 ⊂ Z.
Analogamente nel secondo caso. Ora definiamo

h(x) = g(x) ∀x ∈ Z essendo g ∈ Q tale che x ∈ Xg.

La definizione è ben posta perché se g1, g2 ∈ Q, dovendo essere g1 ≤ g2 oppure g2 ≤ g1, si
ha che g1 = g2 su Xg1 ∩ Xg2 . Si dimostra che h è lineare (verificare). Inoltre Z ⊃ Y (perché
Z ⊃ Xg ⊃ Y ∀g ∈ Q), h|Y = f (perché g|Y = f ∀g ∈ Q), h ≤ p in Z (perché g ≤ p in
Xg ∀g ∈ Q). Quindi h ∈ P e per costruzione g ≤ h ∀g ∈ Q. Pertanto h è un maggiorante
di Q. Possiamo allora applicare il lemma di Zorn che garantisce l’esistenza di un elemento
massimale F in P . Resta da riconoscere che XF = X. Se cos̀ı non fosse, per il lemma 15.4, F
ammetterebbe un’estensione propria in P , in contrasto col fatto che F è massimale. □

Teorema 15.9. Sia X uno spazio normato reale. Se Y è un sottospazio di X e f ∈ Y ∗ allora
esiste F ∈ X∗ tale che F |Y = f e ∥F∥X∗ = ∥f∥Y ∗.

Dimostrazione. Introduciamo il funzionale sublineare p(x) = ∥f∥Y ∗ ∥x∥. Per il teorema di
Hahn-Banach esiste un funzionale lineare F : X → R tale che F |Y = f e F (x) ≤ p(x) ∀x ∈ X.
Allora anche −F (x) = F (−x) ≤ p(−x) = p(x) ∀x ∈ X. Quindi |F | ≤ p in X. In particolare
∥F∥X∗ ≤ ∥f∥Y ∗ . Inoltre ∥F∥X∗ = supx∈X, ∥x∥≤1 |F (x)| ≥ supx∈Y, ∥x∥≤1 |F (x)| = ∥f∥Y ∗ . □

Teorema 15.10 (caratterizzazione della norma). Sia X uno spazio normato reale. Allora per
ogni x ∈ X esiste f ∈ X∗ tale che ∥x∥ = f(x) e ∥f∥ = 1. Inoltre ∥x∥ = sup g∈X∗

∥g∥≤1

|g(x)|.

Dimostrazione. Supponiamo x ̸= 0. Introduciamo il sottospazio X0 = {αx : α ∈ R} e il
funzionale f0(αx) = α ∥x∥. Si ha che f0 ∈ X∗

0 con ∥f0∥X∗
0
= 1 (verificare). Allora per il

teorema 15.9, esiste f ∈ X∗ tale che ∥f∥X∗ = ∥f0∥X∗
0
= 1 e f |X0 = f0 e quindi, in particolare

f(x) = ∥x∥. Consideriamo ora x = 0. Per la parte precedente, applicata ad un qualunque
vettore non nullo, esiste f ∈ X∗ con ∥f∥ = 1. Essendo f lineare, vale anche che f(0) = 0.
Proviamo la seconda parte: se g ∈ X∗ con ∥g∥ ≤ 1, si ha |g(x)| ≤ ∥g∥ ∥x∥ = ∥x∥. Quindi
∥x∥ ≥ sup g∈X∗

∥g∥≤1

|g(x)|. Per quanto provato nella prima parte, sup g∈X∗

∥g∥≤1

|g(x)| ≥ |f(x)| = ∥x∥

per quel funzionale f ∈ X∗ tale che ∥x∥ = f(x) e ∥f∥ = 1. □

Teorema 15.11 (caratterizzazione dei sottospazi densi). Sia X uno spazio normato reale e sia
Y un suo sottospazio. Allora Y è denso in X se e solo se l’unico funzionale f ∈ X∗ tale che
f |Y = 0 è f = 0. Ovvero Y ̸= X ⇔ ∃f ∈ X∗ \ {0} tale che f |Y = 0.

Dimostrazione. Supponiamo Y ̸= X. Allora esiste x ∈ X \Y . Sia X0 = {αx+y : α ∈ R , y ∈
Y } e sia f0(αx+ y) = α ∀αx+ y ∈ X0. Allora f0|Y = 0 e f è lineare. Inoltre

∥αx+ y∥ = |α|
∥∥∥x+

y

α

∥∥∥ ≥ |α| dist(x, Y ) ∀α ̸= 0 , ∀y ∈ Y

e quindi, dist(x, Y ) > 0 (perché x ̸∈ Y ),

|f0(αx+ y)| = |α| ≤ ∥αx+ y∥
dist(x, Y )

∀αx+ y ∈ X0

cioè f0 ∈ X∗
0 . Per il teorema di Hahn-Banach, esiste f ∈ X∗ tale che f |X0 = f0. In particolare

f |Y = 0 e f(x0) = f0(x0) = 1, dunque f ̸= 0.
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Viceversa, supponiamo che f ∈ X∗ sia tale che f |Y = 0 e f ̸= 0. Allora, per continuità, f |Y = 0.
Quindi Y ̸= X, perché f ̸= 0. □

Il teorema di Hahn-Banach si estende a spazi vettoriali su C nella forma seguente:

Teorema 15.12 (teorema di Hahn-Banach nel caso complesso). Sia X spazio vettoriale com-
plesso e sia p : X → R una seminorma. Se Y è un sottospazio di X e f : Y → C è un funzionale
lineare tale che |f | ≤ p in Y , allora esiste un funzionale lineare F : X → C tale che F |Y = f e
|F | ≤ p in X.

Esercizio 32. Dimostrare che se X è uno spazio normato reale infinito-dimensionale, esi-
ste sempre un funzionale lineare f : X → R non continuo. (Suggerimento: sia (xn)n∈N una
successione di vettori linearmente indipendenti e sia Y lo spazio delle combinazioni lineari (fi-
nite) di xn. Quindi definire f(xn) = n ∀n ed estendere f in modo lineare sullo spazio Y delle
combinazioni lineari (finite) dei vettori xn. Introdurre la famiglia dei funzionali lineari che
estendono f su sottospazi di X, munirla dell’ordinamento parziale dato dall’estensione e, con
l’aiuto del lemma di Zorn, provare che ammette un elemento massimale. Infine riconoscere che
tale elemento massimale è un funzionale lineare definito su X).

16. Teoremi di separazione

Dato uno spazio normato reale X e dati due suoi sottoinsiemi non vuoti, convessi e disgiunti
A e B, si vuole “separare” tali insiemi con un iperpiano chiuso. Spiegamo meglio tali concetti.

Definizione 16.1. Un iperpiano è un sottoinsieme di X della forma H = {x ∈ X : f(x) = α}
dove f : X → R è un funzionale lineare non nullo e α ∈ R. Tale iperpiano separa debolmente
A e B se A ⊂ {x ∈ X : f(x) ≤ α} e B ⊂ {x ∈ X : f(x) ≥ α}. Li separa fortemente se esiste
ε > 0 tale che A ⊂ {x ∈ X : f(x) ≤ α− ε} e B ⊂ {x ∈ X : f(x) ≥ α + ε}.

Esempio 16.2. Gli insiemi A = {(x, y) ∈ R2 : y > 1
|x| , x < 0} e B = {(x, y) ∈ R2 : y >

1
x
, x > 0} sono sottoinsiemi di R2 convessi e disgiunti che si possono separare debolmente

(dalla retta di equazione x = 0) ma non fortemente.

Dunque A e B si possono separare debolmente (rispettivamente, fortemente) con un iper-
piano se e solo se esiste un funzionale lineare non nullo f : X → R tale che supA f ≤ infB f
(rispettivamente, supA f < infB f).

La condizione f ̸= 0 implica che ogni iperpiano è un sottospazio affine proprio e non vuoto
di X. In particolare

(16.1) ∀α ∈ R ∃xα ∈ X : f−1(α) = xα + ker(f) .

Il fatto che l’iperpiano separatore sia chiuso equivale all’essere il funzionale continuo.

Teorema 16.3. Dati un funzionale lineare non nullo f : X → R e α ∈ R, l’iperpiano H =
f−1(α) è chiuso se e solo se f ∈ X∗.

Dimostrazione. L’implicazione f ∈ X∗ ⇒ H chiuso segue dalla continuità di f . L’implica-
zione opposta si ottiene ragionando per assurdo e sfruttando il fatto che

(16.2) se f : X → R è lineare e non continuo, allora ker(f) è denso.

Allora, per (16.1), anche H è denso. Essendo chiuso, segue che H = X. Ciò implica α = 0 e
f = 0, che è falso. L’implicazione (16.2) si prova facilmente (esercizio 31). □

Teorema 16.4 (di separazione debole). Siano X uno spazio normato reale e A,B ⊂ X con-
vessi, non vuoti e disgiunti. Se A è aperto, allora esiste f ∈ X∗ \ {0} tale che supA f ≤ infB f ,
cioè A e B si possono separare debolmente con un iperpiano chiuso.
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Lemma 16.5. Sia C un aperto convesso non vuoto e sia x0 ∈ X \ C. Allora esiste f ∈ X∗

tale che f(x) < f(x0) ∀x ∈ C.

Dimostrazione. Supponiamo inizialmente che 0 ∈ C. Introduciamo il funzionale di Minkow-
ski di C cos̀ı definito

p(x) = inf{t ≥ 0: x ∈ tC} ∀x ∈ X .

Si verifica che:

(i) p è un funzionale sublineare in X (perché C è convesso e contiene 0);
(ii) C = {x ∈ X : p(x) < 1} (perché C è aperto);
(iii) ∃M ≥ 0: p(x) ≤ M ∥x∥ ∀x ∈ X (perché 0 è punto interno a C).

Introduciamo il sottospazio X0 = {αx0 : α ∈ R} e il funzionale lineare f0 : X0 → R definito
ponendo f0(αx0) := α ∀α ∈ R. Allora f0(αx0) ≤ p(αx0) ∀α ∈ R. Infatti ciò vale per
α ≤ 0 perché f0(αx0) ≤ 0 mentre p(αx0) ≥ 0. Per α > 0 si ha che, essendo x0 ̸∈ C, per
(ii) p(x0) ≥ 1 e quindi p(αx0) = αp(x0) ≥ α = f0(αx0). Per il teorema di Hahn-Banach
esiste un funzionale lineare f : X → R tale che f |X0 = f0 e f ≤ p in X. In particolare
f(x0) = f0(x0) ≥ 1 mentre f(x) ≤ p(x) < 1 se x ∈ C. Resta da provare che f ∈ X∗.
Per (iii), f(x) ≤ p(x) ≤ M ∥x∥ ∀x ∈ X e, cambiando x con −x, −f(x) ≤ M ∥x∥. Quindi
|f(x)| ≤ M ∥x∥ ∀x ∈ X. Dunque la tesi è completamente dimostrata.

Esaminiamo ora il caso generale. Essendo C non vuoto, prendiamo x1 ∈ C e chiamiamo
C1 = C−x1 e y0 = x0−x1. Allora C1 è un aperto convesso contenente 0 e y0 ̸∈ C1. Per quanto
già provato, esiste f ∈ X∗ tale che f(y) < f(y0) ∀y ∈ C1, cioè f(x− x1) < f(x0 − x1) ∀x ∈ C
e quindi la tesi segue per la linearità di f . □

Dimostrazione del teorema 16.4. Sia C = A − B = {x − y : x ∈ A , y ∈ B}. Allora
C è convesso (perché A e B lo sono), è aperto (perché C =

⋃
y∈B(A − y) e A è aperto) e

0 ̸∈ C (perché altrimenti esisterebbero x ∈ A e y ∈ B tali che x − y = 0, cioè A ∩ B ̸= ∅,
contrariamente all’ipotesi che A ∩ B = ∅). Dunque per il lemma, esiste f ∈ X∗ tale che
f(x− y) < f(0) ∀x ∈ A , ∀y ∈ B. La tesi segue per la linearità di f . □

Teorema 16.6 (di separazione forte). Siano X uno spazio normato reale e A,B ⊂ X convessi,
non vuoti e disgiunti. Se A è compatto e B è chiuso, allora esiste f ∈ X∗ tale che supA f <
infB f , cioè A e B si possono separare fortemente con un iperpiano chiuso.

Dimostrazione. In primo luogo riconosciamo che

(16.3) dist(A,B) := inf
x∈A
y∈B

∥x− y∥ > 0 .

Infatti dist(A,B) = infx∈A φ(x) dove φ(x) = dist(x,B). La funzione φ : X → R è continua
(verifica |φ(x) − φ(x′)| ≤ ∥x− x′∥ ∀x, x′ ∈ X) e A è compatto. Quindi esiste x ∈ A tale che
dist(A,B) = dist(x,B). Inoltre dist(x,B) > 0 perché se no x ∈ B = B (essendo B chiuso), e
dunque A ∩B ̸= ∅ in contrasto con una delle ipotesi.

Ora introduciamo l’insieme Aε = {x ∈ X : dist(x,A) < ε}. Aε è aperto e convesso per ogni
ε > 0 e Aε ∩B = ∅ se ε < dist(A,B). Fissiamo ε = 1

2
dist(A,B). Per il teorema di separazione

debole esiste f ∈ X∗ \ {0} tale che supAε
f ≤ infB f cioè

f(x± εz) ≤ f(y) ∀x ∈ A , ∀y ∈ B , ∀z ∈ X con ∥z∥ < 1

cioè

±εf(z) ≤ f(y)− f(x) ∀x ∈ A , ∀y ∈ B , ∀z ∈ X con ∥z∥ < 1

Per continuità

ε sup
z∈X
∥z∥≤1

|f(z)| ≤ f(y)− f(x) ∀x ∈ A , ∀y ∈ B ,



40 PAOLO CALDIROLI

da cui

sup
x∈A

f(x) < sup
x∈A

f(x) + ε ∥f∥ ≤ inf
y∈B

f(y)

perché ε > 0 e f ̸= 0. □

Osservazione 16.7. I teoremi di separazione sono la versione geometrica del teorema di esten-
sione di Hahn-Banach e sono equivalenti alla formulazione analitica di tale teorema. In altri
termini, possiamo dimostrare il teorema 15.9 a partire dal teorema 16.4. Vediamo come.

Siano X uno spazio normato reale, Y un suo sottospazio e f ∈ Y ∗. Se f = 0 allora f si
estende banalmente su X al funzionale identicamente nullo che ha la stessa norma di f . Se
f ̸= 0, poniamo

A = {x ∈ X : ∥x∥ < 1} , B = {x ∈ Y : f(x) = ∥f∥Y ∗} .

Allora A e B sono convessi non vuoti. In particolare A è aperto e B è non vuoto perché esiste
x0 ∈ Y dove f(x0) ̸= 0 e quindi tx0 ∈ B per un opportuno t ∈ R. Inoltre A e B sono disgiunti,
perché per ogni x ∈ A si ha ∥f∥Y ∗ ≤ ∥f∥Y ∗ ∥x∥ e quindi ∥x∥ ≥ 1, dato che f ̸= 0. Per il
teorema di separazione 16.4, esiste F ∈ X∗ tale che

F (x) < F (y) ∀x ∈ A , ∀y ∈ B .

Da ciò segue che

∥F∥ ≤ F (y) ∀y ∈ B .

Ora

B = x+ ker(f) ∀x ∈ B .

Quindi

∥F∥ ≤ F (x) + F (z) ∀x ∈ B , ∀z ∈ ker(f) .

In particolare

∥F∥ ≤ F (x) + tF (z) ∀x ∈ B , ∀z ∈ ker(f) \ {0} , ∀t ∈ R .

Quindi deve essere F (z) = 0 ∀z ∈ ker(f), cioè ker(f) ⊂ ker(F ). Se x ∈ Y e f(x) ̸= 0, allora

∥f∥
f(x)

x ∈ B

e quindi

∥F∥ ≤ F

(
∥f∥
f(x)

x

)
∀x ∈ Y \ ker(f)

cioè

∥F∥ f(x) ≤ ∥f∥F (x) ∀x ∈ Y \ ker(f) .
Siccome se x ∈ Y \ ker(f) anche −x ∈ Y \ ker(f), deduciamo che

∥F∥ f(−x) ≤ ∥f∥F (−x) ∀x ∈ Y \ ker(f)

cioè

∥F∥ f(x) ≥ ∥f∥F (x) ∀x ∈ Y \ ker(f)
e dunque

∥F∥ f(x) = ∥f∥F (x) ∀x ∈ Y .

Pertanto g := ∥f∥
∥F∥F verifica g ∈ X∗, g|Y = f e ∥g∥ = ∥f∥.
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17. Lemma di Baire e teorema di Banach-Steinhaus

Definizione 17.1. Un sottoinsieme di uno spazio topologico si dice raro se è chiuso, non vuoto
e ha interno vuoto. Si dice magro o di prima categoria se è unione di una famiglia numerabile
di insiemi rari.

Esempio 17.2. L’insieme di Cantor è un esempio di insieme raro. I razionali formano un
sottoinsieme magro di R.

Lemma 17.3 (di Baire). Uno spazio metrico completo X non è mai magro, cioè se X =⋃
n∈N Xn con Xn chiuso per ogni n ∈ N allora esiste n0 ∈ N tale che int(Xn0) ̸= ∅.

Dimostrazione. Per assurdo, supponiamo che int(Xn) = ∅ ∀n ∈ N. Costruiamo una suc-
cessione di chiusi inscatolati con diametro che tende a 0, nel modo seguente. Osserviamo che
Xc

1 è aperto e non vuoto. Altrimenti sarebbe X1 = X che ha interno non vuoto. Quindi esi-

stono x1 ∈ X, ε1 ∈ (0, 1) tali che Bε1(x1) ⊂ Xc
1. Ora consideriamo Xc

2 ∩ Bε1(x1) che è aperto
(perché intersezione di due aperti) e non vuoto (se no, Bε1(x1) ⊂ X2, contrariamente all’ipotesi

int(X2) = ∅). Quindi esistono x2 ∈ X, ε2 ∈
(
0, 1

2

)
tali che Bε2(x2) ⊂ Xc

2 ∩ Bε1(x1). Per
induzione, troviamo che

∀k = 2, 3, ... ∃xk ∈ X, ∃εk ∈
(
0,

1

k

)
tali che Bεk(xk) ⊂ Xc

k ∩Bεk−1
(xk−1) .

In particolare Bεk+1
(xk+1) ⊂ Bεk(xk) ∀k ∈ N. Gli insiemi Bεk(xk) (k ∈ N) formano una

successione di chiusi inscatolati con diam(Bεk(xk)) → 0 per k → ∞. Essendo X completo, per
il teorema di Cantor, ⋂

k∈N

Bεk(xk) = {x} per un unico x ∈ X.

In particolare x ∈ Bεk(xk) ⊂ Xc
k ∀k ≥ 2. Inoltre x ∈ Bε1(x1) ⊂ Xc

1. Quindi x ∈
⋂

k∈N X
c
k =(⋃

k∈N Xk

)c
= Xc = ∅, una contraddizione. □

Esercizio 33. Dimostrare che uno spazio di Banach infinito-dimensionale non può ammettere
basi algebriche numerabili. (Suggerimento: ragionare per assurdo, supponendo che uno spazio
di Banach infinito-dimensionale X ammetta una base algebrica numerabile {un}n∈N. Quindi
applicare il lemma di Baire alla successione di insiemi Xn := span{u1, ..., un} con n ∈ N.
Osservare che se Xn ha interno non vuoto, allora Xn = X.)

Teorema 17.4 (di Banach-Steinhaus, o principio di uniforme limitatezza). Siano X uno spazio
di Banach, Y uno spazio normato e {Tα}α∈I ⊂ L (X, Y ) (con I insieme qualunque di indici)
tale che

sup
α∈I

∥Tα(x)∥ < ∞ ∀x ∈ X.

Allora supα∈I ∥Tα∥ < ∞.

Il teorema asserisce che se una famiglia di operatori lineari e continui è limitata puntualmente
allora è limitata uniformemente, rispetto alla norma operatoriale. Da ciò l’espressione “principio
di uniforme limitatezza”. Osserviamo che questo fatto non è vero per le famiglie di funzioni
continue.

Dimostrazione. Si vuole applicare il lemma di Baire nel modo seguente. Per ogni n ∈ N
poniamo

Xn = {x ∈ X : ∥Tα(x)∥ ≤ n ∀α ∈ I} =
⋂
α∈I

{x ∈ X : ∥Tα(x)∥ ≤ n} .
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Per l’ipotesi di limitatezza puntuale,
⋃

n∈N Xn = X. Inoltre ogni Xn è chiuso, perché interse-
zione di chiusi (si usa la continuità di Tα e della norma). Essendo X completo, per il lemma di
Baire, esiste n0 ∈ N tale che int(Xn0) ̸= ∅, cioè

∃x0 ∈ X, ∃δ > 0 tali che Bδ(x0) ⊂ Xn0 .

Quindi ∥Tα(x)∥ ≤ n0 ∀x ∈ Bδ(x0) , ∀α ∈ I. Dunque per ogni x′ ∈ X con ∥x′∥ ≤ 1 e per ogni
α ∈ I vale che

∥Tα(x
′)∥ =

1

δ
∥Tα(x0 + δx′)− Tα(x0)∥ ≤ 1

δ
∥Tα(x0 + δx′)∥+ 1

δ
∥Tα(x0)∥ ≤ 2n0

δ

cioè

∥Tα∥ = sup
x′∈X
∥x′∥≤1

∥Tα(x
′)∥ ≤ 2n0

δ
∀α ∈ I

che è la tesi, essendo 2n0

δ
indipendente da α. □

Corollario 17.5. Siano X uno spazio di Banach, Y uno spazio normato e {Tn}n∈N ⊂ L (X, Y )
tale che

∀x ∈ X ∃ lim
n→∞

Tn(x) =: T (x) ∈ Y.

Allora T ∈ L (X, Y ) e ∥T∥ ≤ lim infn→∞ ∥Tn∥.

Questo risultato stabilisce che il limite puntuale di una successione di operatori lineari e
continui è una funzione continua. Osserviamo che ciò non è vero, in generale, senza la linearità.
Notiamo anche che in generale non si può concludere che Tn → T in L (X, Y ): la convergenza
puntuale e la convergenza “uniforme”, cioè in norma operatoriale, non sono equivalenti.

Dimostrazione. L’operatore T è lineare perché lo sono i Tn e la linearità è preservata sotto
passaggio al limite. Per ogni x ∈ X fissato, la successione (Tn(x))n∈N è limitata in X, perché
convergente. Quindi per il teorema di Banach-Steinhaus, supn∈N ∥Tn∥ =: C < ∞. Allora

∥T (x)∥ =
∥∥∥ lim
n→∞

Tn(x)
∥∥∥ = lim

n→∞
∥Tn(x)∥ = lim inf

n→∞
∥Tn(x)∥ ≤ lim inf

n→∞
∥Tn∥ ∥x∥ ≤ C ∥x∥ ∀x ∈ X.

Da ciò segue la tesi, perché ∥T∥ = inf{C ≥ 0: ∥T (x)∥ ≤ C ∥x∥ ∀x ∈ X}. □
Diamo ora una caratterizzazione dei sottoinsiemi limitati di uno spazio normato.

Teorema 17.6. Un sottoinsieme E di uno spazio normato X su K è limitato se e solo se f(E)
è limitato in K per ogni f ∈ X∗ (in tal caso, si dice che E è debolmente limitato).

Dimostrazione. Se E è un sottoinsieme di X limitato e f ∈ X∗ allora f(E) è limitato in K
(ogni funzionale lineare continuo manda limitati in limitati). Viceversa supponiamo che E ⊂ X
sia tale che f(E) è limitato in K. Per ogni x ∈ E introduciamo il funzionale φx : X

∗ → K cos̀ı
definito: φx(f) = f(x) ∀f ∈ X∗. Abbiamo che {φx}x∈E ⊂ L (X∗,K), X∗ è uno spazio di
Banach e per ogni f ∈ X∗ risulta supx∈E |φx(f)| < ∞, perché f(E) è limitato in K. Quindi
per il teorema di Banach-Steinhaus,

sup
x∈E

∥φx∥L (X∗,K) < ∞ .

Ma

∥φx∥L (X∗,K) = sup
f∈X∗

∥f∥≤1

|φx(f)| = sup
f∈X∗

∥f∥≤1

|f(x)| = ∥x∥

e quindi E è limitato. □
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18. Teorema dell’applicazione aperta e applicazioni

Dati due spazi normatiX e Y sullo stesso campo e un operatore lineare invertibile T : X → Y ,
se T è continuo, allora T−1 : Y → X è un operatore lineare ma non è detto che sia continuo.
Ad esempio, prendiamo X = C[0, 1] e Y = {f ∈ C1[0, 1] : f(0) = 0} muniti della norma
lagrangiana e T : X → Y cos̀ı definito:

T (f) = g dove g(t) =

� t

0

f(s) ds ∀f ∈ X .

Si verifica facilmente che T è un operatore lineare, continuo e invertibile da X in Y e T−1(f) =
f ′. L’operatore T−1 è lineare ma non continuo perché se consideriamo, ad esempio, fn(t) =

tn

n
,

abbiamo che ∥fn∥ → 0 ma ∥f ′
n∥ = 1 ∀n.

In generale, dato un operatore lineare T : X → Y , dire che l’operatore inverso, quando esiste,
è continuo significa dire che T manda aperti di X in aperti di Y , cioè è un’applicazione aperta.
Tale proprietà è legata alla completezza degli spazi, come espresso dal seguente teorema.

Teorema 18.1 (dell’applicazione aperta). Siano X e Y spazi di Banach. Se T ∈ L (X, Y ) è
suriettivo, cioè T (X) = Y , allora T è un’applicazione aperta.

Dimostrazione. Denotiamo BX la palla unitaria aperta di X e BY la palla unitaria aperta
di Y . Inoltre, per r > 0 denotiamo rBX (rispettivamente rBY ) la palla aperta in X cen-
trata nell’origine di X (risp. di Y ) di raggio r. Individuiamo tre passaggi nel ragionamento
dimostrativo:

Passo 1. esiste r > 0 tale che T (BX) ⊃ 2rBY ,

Passo 2. Se T (BX) ⊃ 2rBY , allora T (BX) ⊃ rBY ,
Passo 3. se A è un sottoinsieme aperto di X, allora T (A) è aperto in Y .

Se non è necessario e si evince dal contesto, nelle notazioni BX e BY omettiamo l’indice. Ad
esempio scrivendo T (B) è chiaro che B = BX .
Passo 1. Proviamo che

(18.1) ∃r > 0: B2r ⊂ T (B1).

Per fare ciò, useremo la completezza di Y , la suriettività di T e il lemma di Baire. Infatti, per
ogni n ∈ N poniamo

Yn = T (nB) .

Ogni Yn è chiuso e
⋃

n∈N Yn = Y perché Y = T (X). Essendo Y completo, per il lemma di
Baire, esiste n0 tale che Yn0 ha interno non vuoto, cioè esistono y0 ∈ Y e δ > 0 tali che

y0 + δB ⊂ T (n0B) .

In particolare y0 ∈ T (n0B). Allora anche −y0 ∈ T (n0B) (esplicitare i dettagli!). Quindi

δB = −y0 + (y0 + δB) ⊂ T (n0B) + T (n0B).

Siccome vale che
y, y′ ∈ T (n0B) ⇒ y + y′ ∈ T (2n0B)

(esplicitare i dettagli!), segue che

δB ⊂ T (2n0B)

cioè
δ

2n0

B ⊂ T (B)

e dunque (18.1) è provato con r = δ
4n0

.

Passo 2. Proviamo che

(18.2) rB ⊂ T (B) dove r è come nel passo 1.
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In via preliminare osserviamo che da (18.1) segue che

(18.3) 2αrB ⊂ T (αB) ∀α > 0 .

Per provare (18.2), prendiamo y ∈ rB, cioè ∥y∥ < r. Dobbiamo trovare x ∈ X tale che ∥x∥ < 1
e y = T (x). Costruiamo tale x nel modo seguente. Dato che y ∈ rB, per (18.3) con α = 1

2
,

∀ε > 0 ∃xε ∈
1

2
B : ∥y − T (xε)∥ < ε .

In particolare

∃x1 ∈ X : ∥x1∥ <
1

2
e ∥y − T (x1)∥ <

r

2
cioè y − T (x1) ∈ r

2
B. Allora, per (18.3) con α = 1

4
,

∀ε > 0 ∃x′
ε ∈

1

4
B : ∥y − T (x1)− T (x′

ε)∥ < ε .

In particolare

∃x2 ∈ X : ∥x2∥ <
1

4
e ∥y − T (x1)− T (x2)∥ <

r

4
.

Procedendo per induzione,

∀k ∈ N ∃xk ∈ X : ∥xk∥ <
1

2k
e ∥y − T (x1)− ...− T (xk)∥ <

r

2k
.

Posto sk = x1 + ...+ xk, si ha che

∥y − T (sk)∥ <
r

2k

e la successione (sk)k è di Cauchy, perché, se h < k

∥sh − sk∥ =

∥∥∥∥∥
k∑

j=h+1

xj

∥∥∥∥∥ ≤
k∑

j=h+1

1

2j
→ 0 per h, k → ∞.

Essendo X completo, esiste x = limxk e

∥x∥ = lim
k

∥s∥ ≤ lim
k

k∑
j=1

∥xj∥ < lim
k

k∑
j=1

1

2j
= 1 .

Inoltre, per la continuità di T ,

∥y − T (x)∥ = lim
k

∥y − T (x̃k)∥ = 0

cioè y = T (x).

Passo 3. Sia A ⊂ X aperto non vuoto e sia y0 ∈ T (A). Quindi esiste x0 ∈ A tale che y0 = T (x0).
Essendo A aperto, esiste δ > 0 tale che x0 + δB ⊂ A. Quindi, per il passo 2,

y0 + rδB ⊂ T (x0) + δT (B) = T (x0 + δB) ⊂ T (A)

cioè y0 è punto interno a T (A). Per l’arbitrarietà di y0 ∈ T (A), T (A) è aperto. □

Corollario 18.2. Siano X e Y spazi di Banach. Se T ∈ L (X, Y ) è biiettivo, allora T−1 ∈
L (Y,X).

Definizione 18.3. Due norme ∥·∥1 e ∥·∥2 definite sullo stesso spazio vettoriale X si dicono:

• confrontabili se ∃C > 0: ∥x∥1 ≤ C∥x∥2 ∀x ∈ X;
• equivalenti se ∃C1, C2 > 0: C1∥x∥1 ≤ ∥x∥2 ≤ C2∥x∥1 ∀x ∈ X.

Teorema 18.4. Sia X uno spazio vettoriale munito di due norme ∥·∥1 e ∥·∥2. Se X è completo
rispetto a entrambe le norme e se le due norme sono confrontabili, allora sono equivalenti.
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Dimostrazione. Posto Xi = (X, ∥·∥i) (i = 1, 2), l’operatore identità I sta in L (X2, X1) ed è
una biiezione. Per il corollario 18.2, I−1 ∈ L (X1, X2). Ma I−1 = I. Quindi esiste C2 > 0 tale
che ∥x∥2 ≤ C2∥x∥1 ∀x ∈ X. Dunque ∥·∥1 e ∥·∥2 sono equivalenti. □

Esempio 18.5. Nello spazio C[0, 1] la norma lagrangiana

∥f∥∞ = max
t∈[0,1]

|f(t)|

e la norma integrale

∥f∥1 =
� 1

0

|f(t)| dt

sono confrontabili. Infatti

∥f∥1 ≤ ∥f∥∞ ∀f ∈ C[0, 1] .

Le due norme non sono equivalenti. Infatti se consideriamo fn(t) = tn, abbiamo che

∥fn∥∞ = 1 , ∥fn∥1 =
1

n+ 1
∀n ∈ N .

Sappiamo che C[0, 1] è di Banach rispetto alla norma lagrangiana. Per il teorema 18.4 non
può esserlo rispetto alla norma integrale.

19. Operatori lineari chiusi e teorema del grafico chiuso

Dati due spazi normati X e Y sullo stesso campo, un operatore lineare T : X → Y si dice
chiuso se possiede la seguente proprietà:

xn → x in X
T (xn) → y in Y

}
⇒ y = T (x).

La condizione precedente è più debole della continuità perché si assume che anche la successione
(T (xn)) sia convergente. L’essere un operatore chiuso è equivalente a dire che il suo grafico è
chiuso nello spazio X × Y munito della norma

∥(x, y)∥ = ∥x∥X + ∥y∥Y .

È facile riconoscere che gli operatori lineari e continui sono chiusi. Ma si possono costruire
operatori lineari chiusi ma non continui. Ad esempio, prendiamo X = C1[0, 1], Y = C[0, 1]
entrambi con la norma lagrangiana, e T (f) = f ′. Si verifica che T è lineare, chiuso ma non
continuo (considerare la successione fn(t) =

tn

n
).

Tuttavia il seguente risultato garantisce che se gli spazi X e Y sono entrambi di Banach,
allora l’essere un operatore chiuso è equivalente alla continuità.

Teorema 19.1 (del grafico chiuso). Siano X e Y spazi di Banach. Sia T : X → Y un operatore
lineare e sia G(T ) = {(x, T (x)) : x ∈ X} il suo grafico. Le seguenti proprietà solo equivalenti:

(i) T è continuo,
(ii) T è chiuso,
(iii) G(T ) è un sottoinsieme chiuso di X × Y .

Dimostrazione. Verifichiamo che (iii) ⇒ (ii). Introduciamo in X due norme ∥x∥1 = ∥x∥X e
∥x∥2 = ∥x∥X +∥T (x)∥Y . Tali norme risultano confrontabili, X con la norma ∥·∥1 è Banach per
ipotesi. Siccome G(T ) è chiuso e Y è Banach, risulta che anche X con la norma ∥·∥2 è Banach.
Un’applicazione del teorema 18.4 porta alla conclusione. Le altre implicazioni sono di semplice
verifica.
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20. La topologia debole

Abbiamo visto che negli spazi normati infinito-dimensionali le palle chiuse non sono compatte
rispetto alla topologia forte, cioè la topologia indotta dalla norma. Ci proponiamo di introdurre
negli spazi normati una nuova topologia che sia meno fine, cioè più debole di quella forte, cioè
abbia meno aperti. La nostra speranza è che cos̀ı facendo, si ampli la classe dei compatti in
modo da includere, in particolare, la palla chiusa anche nel caso di spazi infinito-dimensionali.

Descriviamo in primo luogo una procedura generale per costruire in un insieme qualsiasi X
non vuoto la topologia meno fine che rende continue una data classe di funzioni F da X in un
dato spazio topologico Y .

Definizione 20.1. Dati X, Y e F come sopra, si chiama topologia generata da F e si denota
σ(X,F) la topologia meno fine rispetto alla quale risultano continue tutte le funzioni f ∈ F .

La topologia σ(X,F) esiste ed è unica. Infatti, la collezione T di tutte le topologie in X che
siano F -ammissibili, cioè tali per cui ogni f ∈ F risulta continua, contiene almeno la topologia
banale. Dato che l’intersezione di topologie è ancora una topologia, risulta σ(X,F) =

⋂
τ∈T τ .

La topologia σ(X,F) si può costruire più esplicitamente in questo modo. Poniamo

A =
{
f−1(U) : f ∈ F , U aperto di Y

}
B =

{
k⋂

i=1

Ai : k ∈ N , Ai ∈ A ∀i = 1, ..., k

}

C =

{⋃
i∈I

Bi : I insieme qualunque di indici , Bi ∈ B ∀i ∈ I

}
Allora C è una topologia (non lo sono né A né B) ed è F -ammissibile. Inoltre deve essere
A ⊂ σ(X,F) e quindi anche B ⊂ σ(X,F) e C ⊂ σ(X,F). Dunque C = σ(X,F).

Proposizione 20.2. Sia X un insieme non vuoto e sia F una famiglia di funzioni da X in R
o in C. Fissato x0 ∈ X, per ogni ε > 0 e per ogni f1, ..., fk ∈ F (con k ∈ N) poniamo

Vε,f1,...,fk = {x ∈ X : |fi(x)− fi(x0)| < ε ∀i = 1, ..., k} .
Allora Vε,f1,...,fk ∈ σ(X,F) e la famiglia

Nx0 := {Vε,f1,...,fk : ε > 0 , k ∈ N , f1, ..., fk ∈ F}
è una base di intorni di x0 nella topologia σ(X,F).

Definizione 20.3. Dato uno spazio normato X, si chiama topologia debole in X la topologia
in X generata da X∗ cioè σ(X,X∗).

Dunque la topologia debole è la topologia meno fine rispetto alla quale risultano continui tutti
gli elementi del duale di X. Quindi σ(X,X∗) è meno fine, ovvero più debole, della topologia
forte di X.

Esercizio 34. Provare che se lo spazio X è finito-dimensionale, le topologie debole e forte
coincidono. (Suggerimento: fissata una base {v1, ..., vN} in X, per ogni i = 1, ..., N la proiezione
su vi sta in X∗).

Se lo spazio X è infinito-dimensionale, la topologia debole è strettamente più debole della
topologia forte. Ad esempio la palla aperta non vi appartiene. Ciò si ottiene dal seguente fatto.

Proposizione 20.4. Se X è uno spazio normato infinito-dimensionale e A ∈ σ(X,X∗) è non
vuoto, allora per ogni x0 ∈ A esiste v0 ∈ X \ {0} tale che x0 + tv0 ∈ A ∀t ∈ R. Cioè, per
ogni punto di A passa una retta contenuta interamente in A. In particolare A non può essere
limitato.
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Dimostrazione. Fissato x0 ∈ A, esiste un intorno di x0 nella topologia debole contenuto in
A cioè, per la proposizione 20.2, esistono ε > 0, k ∈ N, f1, ..., fk ∈ X∗ tali che

{x ∈ X : |fi(x)− fi(x0)| < ε ∀i = 1, ..., k} ⊂ A .

Consideriamo l’operatore lineare F : X → KN definito da F (x) = (f1(x), ..., fk(x)) ∀x ∈ X.
Deve essere ker(F ) ̸= {0}. Altrimenti F sarebbe un isomorfismo tra X e la sua immagine
e, in particolare, dim(X) ≤ N < ∞, contro l’ipotesi fatta. Sia v0 ∈ ker(F ) \ {0}. Allora
|fi(x0 + tv0)− fi(x0)| = 0 ∀t ∈ R (i = 1, ..., k). Cioè la tesi. □

Lemma 20.5. σ(X,X∗) è di Hausdorff cioè ∀x1, x2 ∈ X , x1 ̸= x2 ∃V1 ∈ Nx1 , ∃V2 ∈ Nx2 tali
che V1 ∩ V2 = ∅.

Dimostrazione. Per il teorema di Hahn-Banach (o per il teorema di separazione forte), esiste
f ∈ X∗ tale che f(x1) ̸= f(x2). Poniamo ε = 1

2
|f(x1)−f(x2)| e Vi = {x ∈ X : |f(x)−f(xi)| < ε}

(i = 1, 2). Allora Vi è un intorno di xi nella topologia debole e V1 ∩ V2 = ∅. □

Studiamo ora la convergenza delle successioni rispetto alla topologia debole. In generale,
data una successione (xn)n∈N ⊂ X, scriviamo xn → x per indicare che xn converge ad x nella
topologia forte, cioè ∥xn − x∥ → 0. Scriviamo xn ⇀ x per indicare che xn converge ad x nella
topologia debole, cioè ∀V ∈ Nx = {intorni di x in σ(X,X∗)} ∃n̄ ∈ N tale che xn ∈ V ∀n ≥ n̄.
Notiamo che per il lemma 20.5, se una successione è debolmente convergente il suo limite debole
è unico.

Lemma 20.6. Valgono le seguenti proprietà:

(i) xn ⇀ x ⇔ f(xn) → f(x) ∀f ∈ X∗.
(ii) xn → x ⇒ xn ⇀ x e l’implicazione opposta vale se dim(X) < ∞.
(iii) xn ⇀ x ⇒ supn ∥xn∥ < ∞ e ∥x∥ ≤ lim inf ∥xn∥.
(iv) xn ⇀ x , fn → f in X∗ ⇒ fn(xn) → f(x).

Osservazione 20.7. L’equivalenza (i) esprime il fatto che la convergenza debole equivale so-
stanzialmente alla convergenza per componenti. Rispetto all’implicazione (ii), non è vero che se
X è uno spazio in cui ogni successione debolmente convergente è fortemente convergente, allora
X è finito-dimensionale. In ℓ1 la convergenza debole sequenziale equivale alla convergenza forte
sequenziale (teorema di Shur). Eppure la topologia debole è strettamente meno fine di quella
forte. Il punto è che la topologia debole non è metrizzabile.

Dimostrazione. (i) L’implicazione ⇒ segue dal fatto che ogni f ∈ X∗ è una funzione continua
da (X, σ(X,X∗)) in K. Proviamo ⇐. Fissato V ∈ Nx, esistono ε > 0, k ∈ N, f1, ..., fk ∈ X∗

tali che V = {y ∈ X : |fi(y)−fi(x)| < ε ∀i = 1, ..., k}. Siccome, per ipotesi fi(xn) → fi(x) ∀i =
1, ..., k, esistono n1, ..., nk ∈ N tali che |fi(xn) − fi(x)| < ε ∀n ≥ ni , ∀i = 1, ..., k. Posto
n = maxi=1,...,k ni, abbiamo che xn ∈ V ∀n ≥ n, cioè xn ⇀ x.

(ii) xn → x ⇒ f(xn) → f(x) ∀f ∈ X∗ ⇒ xn ⇀ x per (i). Nel caso dim(X) < ∞, se xn ⇀ x,
fissata una base {v1, ..., vN} in X, per ogni i = 1, ..., N la proiezione πi su vi sta in X∗ e quindi,
per (i), πi(xn) → πi(x) ∀i = 1, ..., N , da cui xn → x.

(iii) Se xn ⇀ x, per il punto (i) per ogni f ∈ X∗ la successione (f(xn))n ⊂ K è limitata, perché
convergente. Cioè l’insieme {xn}n∈N è debolmente limitato e quindi è limitato (teorema 17.6)
cioè supn ∥xn∥ < ∞. Inoltre per il teorema 15.10 (che vale anche nel caso di spazio su C), esiste
f ∈ X∗ tale che ∥x∥ = f(x) e ∥f∥ = 1. Allora per (i),

∥x∥ = f(x) = lim f(xn) = lim inf f(xn) ≤ lim inf ∥f∥ ∥xn∥ = lim inf ∥xn∥ .
(iv) Per (iii) esiste C ≥ 0 tale che ∥xn∥ ≤ C ∀n ∈ N e quindi

|fn(xn)− f(x)| ≤ |fn(xn)− f(xn)|+ |f(xn)− f(x)| ≤ C ∥fn − f∥ ∀n ∈ N
da cui segue la tesi, grazie all’ipotesi e alla proprietà (i). □
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Ora esaminiamo sotto quali condizioni aggiuntive si può dire che la convergenza debole
sequenziale implica quella forte. Se xn ⇀ x, per avere xn → x serve che ∥xn∥ → ∥x∥. Anche
valendo ciò, serve una proprietà aggiuntiva sullo spazio.

Definizione 20.8. Una norma si dice uniformemente convessa e lo spazio normato si dice
uniformemente convesso se ∀δ > 0 ∃r ∈ (0, 1) tale che ∀x, y ∈ X con ∥x∥ = ∥y∥ = 1 e
∥x− y∥ ≥ δ si ha che

∥∥x+y
2

∥∥ ≤ r.

Presi due punti arbitrari sulla sfera unitaria a distanza δ > 0 il loro punto medio sta “ben
all’interno della palla”, cioè sta in una palla di raggio r < 1 con r che dipende da δ ma non
dalla scelta dei punti. La convessità della palla deve mantenersi uniformemente stretta.

Esempio 20.9. In R2 le norme ∥·∥1 e ∥·∥∞ non sono uniformemente convesse, perché in tali
casi la sfera unitaria è un quadrato e presi due punti sullo stesso lato anche il loro punto
medio sta sulla sfera. Invece le norme ∥·∥p con p ∈ (1,∞) sono uniformemente convesse (verrà

dimostrato più avanti il caso p ≥ 2).

La proprietà di uniforme convessità di una norma è una proprietà geometrica e non topologica
(tutte le norme p sono equivalenti ma non tutte sono uniformemente convesse). Tuttavia tale
proprietà ha importanti ripercussioni sulla topologia debole nel senso espresso dal seguente
risultato.

Lemma 20.10. Dato uno spazio normato X uniformemente convesso e data una successione
(xn) in X, se xn ⇀ x e ∥xn∥ → ∥x∥, allora xn → x.

Dimostrazione. Se x = 0 il risultato è ovvio. Supponiamo x ̸= 0. Allora esiste n ∈ N tale
che xn ̸= 0 ∀n ≥ n. Sia S = {y ∈ X : ∥y∥ = 1}. Si dimostra che una norma è uniformemente
convessa se e solo se possiede la seguente proprietà:

(20.1) xn, yn ∈ S ∀n ,

∥∥∥∥xn + yn
2

∥∥∥∥→ 1 ⇒ ∥xn − yn∥ → 0 .

Definiamo x̂n = xn

∥xn∥ e x̂ = x
∥x∥ . Quindi x̂n, x̂ ∈ S. Inoltre f(x̂n) → f(x̂) ∀f ∈ X∗. Quindi

x̂n ⇀ x̂ e di conseguenza x̂n+x̂
2

⇀ x̂. Allora

1 = ∥x̂∥ ≤ lim inf

∥∥∥∥ x̂n + x̂

2

∥∥∥∥ ≤ lim sup

∥∥∥∥ x̂n + x̂

2

∥∥∥∥ ≤ 1

cioè ∥∥∥∥ x̂n + x̂

2

∥∥∥∥→ 1 .

Per (20.1) x̂n → x̂. Allora xn = ∥xn∥ x̂n → ∥x∥ x̂ = x. □

Esercizio 35. Provare che se T è un operatore lineare e continuo da X in Y (spazi normati),
allora T manda successioni debolmente convergenti in successioni debolmente convergenti.

21. Ruolo della convessità nella topologia debole

Un sottoinsieme E di uno spazio normato X si dice s-chiuso (rispettivamente, w-chiuso) se
è chiuso rispetto alla topologia forte (rispetto alla topologia debole). Analogamente per dire
che è s-aperto o w aperto. Inoltre denotiamo E

s
e E

w
la chiusura di E rispetto alla topologia

forte o debole di X, rispettivamente.

Proposizione 21.1. Se C è w-chiuso allora è anche s-chiuso. L’inverso in generale non vale
se dim(X) = ∞. Tuttavia se C è convesso e s-chiuso allora C è w-chiuso.
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Dimostrazione. Sia C convesso non vuoto e s-chiuso. Proviamo che Cc è w-aperto. Se
x0 ∈ Cc allora C e {x0} sono convessi disgiunti, con C chiuso e {x0} compatto (nella topologia
forte). Per il teorema di separazione forte esiste f ∈ X∗ \ {0} tale che f(x0) < infC f . Sia
Vε = {x ∈ X : |f(x) − f(x0)| < ε} con ε > 0. Dunque Vε ∈ Nx0 . Se ε ≤ infC f − f(x0) allora
Vε ∩ C = ∅ (se x ∈ Vε ∩ C allora infC f ≤ f(x) < f(x0) + ε). Cioè Vε ⊂ Cc. □

Proposizione 21.2. Se dim(X) = ∞ allora la sfera S := {x ∈ X : ∥x∥ = 1} non è w-chiusa
e S

w
= {x ∈ X : ∥x∥ ≤ 1}.

Dimostrazione. Chiamo B = {x ∈ X : ∥x∥ < 1} e B = {x ∈ X : ∥x∥ ≤ 1}. Siccome B è s-
chiuso e convesso, è anche w-chiuso. Essendo S ⊂ B, si ha che S

w ⊂ B. Ora provo l’inclusione
opposta. Chiaramente S ⊂ S

w
. Se x ∈ B, essendo dim(X) = ∞, per ogni V ∈ Nx esiste v ∈ X

con v ̸= 0 tale che x+ tv ∈ V ∀t ∈ R. Quindi ∃t ∈ R tale che x+ tv ∈ S. Quindi ogni intorno
debole di x interseca S, cioè x ∈ S

w
. Dunque B ⊂ S

w
. □

Esercizio 36. Dimostrare che se C è convesso, allora anche C
w
e C

s
lo sono e C

w
= C

s
.

Esercizio 37 (lemma di Mazur). Data una successione (xn) ⊂ X sia C l’inviluppo convesso di
(xn)n, cos̀ı definito: C = {λ1xn1 + ...+λkxnk

: k ∈ N , λi ∈ [0, 1] , λ1+ ...+λk = 1}. Dimostrare
che se xn ⇀ x allora esiste (yn) ⊂ C tale che yn → x.

22. Spazi riflessivi

Esaminiamo la questione della compattezza della palla unitaria chiusa di uno spazio normato
rispetto alla topologia debole. A tale scopo, dobbiamo introdurre il concetto di spazio riflessivo.

Dato uno spazio normato X chiamiamo biduale di X lo spazio di Banach X∗∗ := (X∗)∗ =
L (X∗,R). Consideriamo l’operatore J : X → X∗∗ cos̀ı definito

J(x) = Jx ∈ L (X∗,R) dove Jx(f) = f(x) ∀f ∈ X∗.

Si ha che J è lineare e

∥J(x)∥X∗∗ = sup
f∈X∗

∥f∥X∗≤1

|Jx(f)| = sup
f∈X∗

∥f∥X∗≤1

|f(x)| = ∥x∥

Dunque J è un’isometria. In particolare è continuo e iniettivo. Tale operatore si chiama
iniezione canonica di X in X∗∗.

Definizione 22.1. Uno spazio normato si dice riflessivo se l’iniezione canonica è suriettiva.

Osservazione 22.2. Uno spazio normato riflessivo deve essere di Banach, perché isomorfo
al suo biduale che è sempre di Banach. Nella definizione di spazio riflessivo si richiede che
uno spazio sia isometricamente isomorfo al suo biduale specificamente attraverso l’iniezione
canonica. Esistono spazi isometricamente isomorfi al loro biduale ma non riflessivi.

L’importanza degli spazi riflessivi è dovuta al seguente fatto:

Teorema 22.3. Dato uno spazio normato X, le seguenti affermazioni sono equivalenti:

(i) X è riflessivo,
(ii) gli insiemi convessi, s-chiusi e limitati sono w-compatti,
(iii) ogni successione limitata ammette un’estratta debolmente convergente.

L’equivalenza (i) ⇔ (ii) è dovuta a Kakutani, l’equivalenza (i) ⇔ (iii) è nota come teorema
di Eberlein-Smulian. La proprietà (iii) è la (pre-)compattezza sequenziale in senso debole degli
insiemi limitati. Le implicazioni (i) ⇒ (ii) e (i) ⇒ (iii) sono importanti nello studio dei
problemi di ottimizzazione.
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Osservazione 22.4. Per il teorema 12.1, abbiamo che in uno spazio normato X la palla chiusa
B := {x ∈ X : ∥x∥ ≤ 1} è s-compatta se e solo se X è finito-dimensionale. Per il teorema
22.3, B è w-compatta se e solo se X è riflessivo.

Il seguente risultato fornisce una condizione sufficiente (ma non necessaria) per la riflessività.

Teorema 22.5 (Milman Pettis). Ogni spazio di Banach uniformemente convesso è riflessivo.

Esempio 22.6. Ogni spazio normato finito-dimensionale è riflessivo, perché le topologie forte e
debole coincidono. In quanto ad esempi nel caso di spazi infinito-dimensionali, come dimostre-
remo in seguito, gli spazi Lp sono riflessivi se e solo se 1 < p < ∞. Invece C[0, 1] non è riflessi-
vo. Se lo fosse, per il teorema T:caratt-rifl, la successione di funzioni fn(t) = tn ammetterebbe
un’estratta debolmente convergente in C[0, 1]. Ma se fnk

⇀ f allora fnk
(t) → f(t) ∀t ∈ [0, 1],

perché il funzionale T : C[0, 1] → R definito ponendo T (f) = f(t) (con t ∈ [0, 1] fissato) sta
nel duale di C[0, 1]. Ma allora f(t) = 0 per t ∈ [0, 1) e f(1) = 1, in contrasto col fatto che
f ∈ C[0, 1].

Il resto di questa sezione è dedicato alla dimostrazione del fatto che:

in uno spazio riflessivo la palla chiusa è w-compatta. (*)

Da ciò l’implicazione (i) ⇒ (ii) del teorema 22.3 segue facilmente, perché se C è un convesso, s-
chiuso e limitato, esiste r > 0 tale che C ⊂ Br. Sappiamo che {x ∈ X : ∥x∥ ≤ 1} è w-compatto.
L’operatore x 7→ rx è continuo rispetto alla topologia debole. Quindi anche {x ∈ X : ∥x∥ ≤ r}
è w-compatto. Inoltre C è w-chiuso, per la proposizione 21.1. Quindi anche C è w-compatto,
in quanto sottoinsieme chiuso di uno spazio topologico compatto.

Per dimostrare (*) ci servono alcuni strumenti preliminari, sulla compattezza di spazi pro-
dotto (teorema di Tychonoff) e sulla topologia debole* (teorema di Banach-Alaoglou).

Ricordiamo che:

(i) In uno spazio topologico X, se E ⊂ X è chiuso allora è anche sequenzialmente chiuso
cioè ∀(xn)n∈N ⊂ E tale che xn → x, anche x ∈ E.

(ii) Dati due spazi topologici X e Y , se f : X → Y è continua allora è anche sequenzialmente
continua, cioè ∀(xn)n∈N ⊂ X tale che xn → x in X vale che f(xn) → f(x) in Y .

In generale non è detto che gli insiemi sequenzialmente chiusi siano chiusi nè che le funzioni se-
quenzialmente continue siano continue. Tali informazioni si possono recuperare se si generalizza
il concetto di successione nel senso seguente.

Definizione 22.7. Un insieme di indici orientato è un insieme munito di un ordinamento
parziale tale che ∀α, β ∈ I ∃γ ∈ I : α ≤ γ , β ≤ γ.

In altre parole, un insieme orientato è uno spazio parzialmente ordinato tale che ogni suo
sottoinsieme finito ammette maggiorante.

Chiaramente ogni spazio totalmente ordinato (ad esempio N o R) è un insieme di indici
orientato. Anche RN con l’ordinamento x ≤ y ⇔ xi ≤ yi ∀i = 1, ..., N è un insieme di indici
orientato.

Definizione 22.8. Dato uno spazio topologico X con topologia τ , una successione generalizzata
o net in X è una funzione α 7→ xα da un insieme di indici orientato I a valori in X. In tal
caso, scriviamo (xα)α∈I in analogia con la notazione usata per le successioni (xn)n∈N.
Una successione generalizzata (xα)α∈I è convergente in X a x ∈ X se ∀V ∈ Nx ∃ᾱ ∈ I tale
che xα ∈ V ∀α ≥ ᾱ. In tal caso, scriviamo xα −→

τ
x.
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Le successioni sono net. Anche le funzioni da R o da RN in X lo sono e il limite nel senso dei
net corrisponde a quello usuale. Il seguente risultato stabilisce che le nozioni di insieme chiuso
e funzione continua si possono riformulare in modo equivalente in termini di convergenza nel
senso dei net.

Proposizione 22.9. (i) Un sottoinsieme E di uno spazio topologico (X, τ) è chiuso se e solo
se lo è nel senso dei net, cioè ∀(xα)α∈I ⊂ E tale che xα −→

τ
x, anche x ∈ E.

(ii) Dati due spazi topologici (X, τ) e (Y, σ), una funzione f : X → Y è continua se e solo se
lo è nel senso dei net, cioè ∀(xα)α∈I ⊂ E tale che xα −→

τ
x, si ha che f(xα) −→

σ
f(x).

(iii) Se τ e σ sono topologie in un insieme X allora τ = σ ⇔ {net τ -convergenti} =
{net σ-convergenti}.
Osservazione 22.10. La necessità di ricorrere al concetto di net è dovuta al fatto che, in
generale, le le nozioni di insieme chiuso e funzione continua non sono riformulabili in modo
equivalente alla convergenza solo sequenziale. Ciò è possibile nell’ambito degli spazi metrici.
Ma in uno spazio normato infinito-dimensionale la topologia debole non è metrizzabile.

Passiamo ora ad esaminare la questione della compattezza. Data una famiglia di spazi
topologici {(Xλ, τλ)}λ∈Λ poniamo

X :=
∏
λ∈Λ

Xλ =

{
φ : Λ →

⋃
λ∈Λ

Xλ | φ(λ) ∈ Xλ ∀λ ∈ Λ

}
Osserviamo che X ̸= ∅ per l’assioma della scelta. Per ogni λ ∈ Λ l’applicazione πλ : X → Xλ

definita da
πλ(φ) = φ(λ)

si chiama proiezione su Xλ. La topologia prodotto in X è la topologia τ in X generata dalle
proiezioni cioè la topologia meno fine che assicura la continuità della famiglia di applicazioni
πλ (λ ∈ Λ). Con notazioni già viste, τ = σ (X, {πλ}λ∈Λ).
Proposizione 22.11. Sia (φα)α∈I un net nello spazio prodotto X. Allora

φα −→
τ

φ ⇔ πλ(φα) −→
τλ

πλ(φ) ∀λ ∈ Λ ⇔ φα(λ) −→
τλ

φ(λ) ∀λ ∈ Λ .

Teorema 22.12 (Tychonoff). (X, τ) è compatto se e solo se (Xλ, τλ) è compatto ∀λ ∈ Λ.

Come ultimo strumento utile per la discussione del teorema di Kakutani, introduciamo la
topologia debole*, definita nel modo seguente nel duale di uno spazio normato.

Sia X uno spazio normato, con duale X∗. Per ogni x ∈ X consideriamo il funzionale
Jx : X

∗ → R definito da Jx(f) = f(x) ∀f ∈ X∗.

Definizione 22.13. Si chiama topologia debole*, e si denota σ(X∗, X) la topologia in X∗

generata dalla famiglia {Jx}x∈X cioè la topologia meno fine che rende continui tutti i funzionali
Jx.

Nello spazio duale X∗ sono dunque definite tre topologie: la topologia forte, la topologia
debole σ(X∗, X∗∗) e la topologia debole* σ(X∗, X). Siccome Jx ∈ X∗∗ ∀x ∈ X, si ha che

σ(X∗, X) ⊂ σ(X∗, X∗∗) ⊂ topologia forte.

Osservazione 22.14. L’uguaglianza σ(X∗, X) = σ(X∗, X∗∗) vale se X è riflessivo. L’ugua-
glianza σ(X∗, X∗∗) = topologia forte vale se X è finito-dimensionale.

Proposizione 22.15. Dato un net (fα)α∈I ⊂ X∗ e f ∈ X∗, si ha che

fα −−−→
σ(X∗,X)

f ⇔ fα(x) −→
R

f(x) ∀x ∈ X .

Cioè la topologia debole* è la topologia della convergenza puntuale.



52 PAOLO CALDIROLI

Dimostrazione. Per la proposizione 22.11,

fα −−−→
σ(X∗,X)

f ⇔ Jx(fα) −→
R

Jx(f) ∀x ∈ X ⇔ fα(x) −→
R

f(x) ∀x ∈ X . □

Osservazione 22.16. Anche per la topologia debole vale un’analoga caratterizzazione della
convergenza via net, cioè dato un net (xα)α∈I in uno spazio normato X vale che

xα −−−→
σ(X,X∗)

x ⇔ f(xα) −→
R

f(x) ∀f ∈ X∗ .

Teorema 22.17 (Banach-Alaoglou). Se X è uno spazio normato con duale X∗, la palla B∗ =
{f ∈ X∗ : ∥f∥ ≤ 1} è σ(X∗, X)-compatta.

Dimostrazione. Introduciamo la classe di tutti i funzionali (non necessariamente lineari né
continui)

P := {φ : X → R : |φ(x)| ≤ ∥x∥ ∀x ∈ X} .
Osserviamo che

P =
∏
x∈X

[−∥x∥ , ∥x∥ ] .

Definiamo in P la topologia prodotto τ rispetto alla famiglia di spazi topologici {(Xλ, τλ)}λ∈Λ
dove Λ = X e ogni spazio topologico è [−∥x∥ , ∥x∥] con la topologia euclidea. Le proiezioni πλ

sono i funzionali Jx. Per il teorema di Tychonoff, (P, τ) è compatto. Osserviamo che

B∗ = {φ ∈ P | φ lineare}.
Proviamo che

(a) B∗ è τ -chiuso,
(b) τ |B∗ = σ(X∗, X)|B∗ .

Da (a) deduciamo che B∗ è τ -compatto. Da (b) segue poi che è σ(X∗, X)-compatto.

Verifica di (a). Per la proposizione 22.9 (i), basta provare che B∗ è τ -chiuso nel senso dei net.
Sia dunque (fα)α∈I un net in B∗ tale che fα −→

τ
f per un certo f ∈ P . Per la proposizione 22.11

(22.1) fα −→
τ

f ⇔ fα(x) −→
R

f(x) ∀x ∈ X .

Allora f è lineare e, appartenendo a P , |f(x)| ≤ ∥x∥ ∀x ∈ X. Dunque f ∈ B∗.

Verifica di (b). Per la proposizione 22.9 (iii), basta provare che un net (fα)α∈I in B∗ è τ -
convergente se e solo se è σ(X∗, X)-convergente. Ciò segue da (22.1) e dalla caratterizzazione
della convergenza debole* via net (proposizione 22.15). □

Dimostrazione di (*). Consideriamo l’iniezione canonica di X in X∗∗. Essendo X rifles-
sivo, J(B) = B∗∗ := {φ ∈ X∗∗ : ∥φ∥X∗∗ ≤ 1}. Per il teorema di Banach-Alaoglou B∗∗ è
σ(X∗∗, X∗)-compatto. Proviamo che J−1 è continua da (X∗∗, σ(X∗∗, X∗)) in (X, σ(X,X∗)).
Per la proposizione 22.9 (ii), basta provare la continuità per net. Sia dunque (φα)α∈I un net in
X∗∗ tale che φα −−−→

σ(X∗∗,X∗)
φ per un certo φ ∈ X∗∗. Poniamo

xα = J−1(φα) e x = J−1(φ)

Pertanto
φα(f) = f(xα) e φ(f) = f(x) ∀f ∈ X∗.

Per la caratterizzazione della convergenza debole* via net (proposizione 22.15) e per quella
analoga per la topologia debole (osservazione 22.16) vale che

(22.2) φα −−−→
σ(X∗∗,X∗)

φ ⇔ φα(f) →
R

φ(f) ∀f ∈ X∗ ⇔ f(xα) = f(x) →
R

∀f ∈ X∗ ⇔ xα−−−→
σ(X,X∗)

x

cioè J−1(φα) −→
σ(X,X∗)

J−1(φ). □
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Esercizio 38. Dato uno spazio di Banach X con duale X∗ e data una successione (fn)n ⊂ X∗,

denotiamo fn ⇀∗ f la convergenza debole* in X∗ ad un certo f ∈ X∗. Verificare quanto segue:

(i) la topologia σ(X∗, X) è di Hausdorff.

(ii) fn ⇀∗ f ⇔ fn(x) → f(x) ∀x ∈ X.

(iii) fn → f ⇒ fn ⇀ f ⇒ fn ⇀∗ f .

(iv) fn ⇀∗ f ⇒ supn ∥fn∥ < ∞ e ∥f∥ ≤ lim inf ∥fn∥.
(v) fn ⇀∗ f , xn → x ⇒ fn(xn) → f(x).

Osservazione 22.18. La necessità di ricorrere alla nozione di net nello studio delle topologie
debole e debole* deriva dal fatto che tali topologie non sono metrizzabili. A tale riguardo,
ricordiamo che, in generale, in uno spazio topologico compattezza e compattezza sequenziale
non sono proprietà confrontabili. Sono proprietà equivalenti in uno spazio metrico. Seppure
negli spazi normati infinito-dimensionale le topologie debole e debole* non siano metrizzabili,
vale però che, detto B = {x ∈ X : ∥x∥ ≤ 1} e B∗ = {f ∈ X∗ : ∥f∥ ≤ 1},

• σ(X,X∗)|B metrizzabile ⇔ X∗ separabile.
• σ(X∗, X)|B∗ metrizzabile ⇔ X separabile.

Completiamo questa sezione con due risultati strettamente legati alla proprietà di riflessività.
Il primo riguarda la nozione di norma di un funzionale. Ricordiamo che per ogni f ∈ X∗ si
ha ∥f∥X∗ = sup∥x∥≤1 |f(x)|. È naturale chiedersi se tale estremo superiore è assunto, cioè è un
massimo. A tale questione risponde il seguente:

Teorema 22.19 (di James). Uno spazio di Banach è riflessivo se e solo se ∀f ∈ X∗ ∃x ∈ X
tale che ∥x∥ = 1 e f(x) = ∥f∥.

Dimostrazione. Proviamo solo l’implicazione ⇒. Se f ∈ X∗ allora f è debolmente continua
cioè è continua daX munito della topologia debole σ(X,X∗), a valori in R. EssendoX riflessivo,
la palla unitaria chiusa B di X è w-compatta. Quindi esiste x ∈ B tale che f(x) = max f(B).
Inoltre ∥f∥ = supy∈B |f(y)| = max f(B) = f(x) ≤ ∥f∥ ∥x∥ e quindi, se f ̸= 0, ∥x∥ = 1. Se
f = 0 qualsiasi x ∈ X con ∥x∥ = 1 va bene. □

Il secondo risultato completa il lemma di ε-ortogonalità già visto, secondo cui ogni sottospazio
chiuso proprio ammette un versore “quasi” ortogonale (nel senso che ha distanza 1 − ε dal
sottospazio), discutendo quando si può arrivare a trovare un versore ortogonale (nel senso che
ha distanza 1 dal sottospazio).

Teorema 22.20 (lemma di Riesz – caso di spazi riflessivi). Sia X uno spazio riflessivo. Allora
per ogni sottospazio Y ⊂ X chiuso e proprio esiste x ∈ X tale che ∥x∥ = 1 e dist(x, Y ) = 1.

Dimostrazione. Essendo Y ̸= X, esiste f ∈ X∗ tale che f ̸= 0 e f |Y = 0. Per il teorema
di James, esiste x ∈ X tale che ∥x∥ = 1 e f(x) = ∥f∥. Allora ∥f∥ = f(x) = f(x − y) ≤
∥f∥ ∥x− y∥ ∀y ∈ Y , da cui segue che dist(x, Y ) ≥ 1. D’altra parte, essendo 0 ∈ Y , dist(x, Y ) ≤
∥x− 0∥ = 1. Quindi dist(x, Y ) = 1. □

23. Minimizzazione di funzionali su domini chiusi e convessi

Molti problemi applicativi si presentano in forma di problemi di minimizzazione, ovvero si
cerca il minimo di una certa funzione “costo” o “energia” su un certo insieme C di “configura-
zioni ammissibili”, generalmente contenuto in un dato spazio ambiente X. Ricordiamo che un
punto di minimo per un funzionale (non necessariamente lineare) f : C → R è un punto x0 ∈ C
tale che f(x0) ≤ f(x) ∀x ∈ C.
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Il problema dell’esistenza del minimo si può studiare munendo X e R di topologie tali da
assicurare la continuità di f e la compattezza di C. La scelta delle topologie è una questione
fondamentale. Si tratta di rispondere a due esigenze opposte: da una parte, per favorire la
compattezza di C si vuole una topologia in X con pochi aperti; dall’altra, la continuità di f si
realizza più facilmente quanti più aperti ci sono in X.

In molti casi lo spazio ambiente X è strutturato a spazio normato. Ipotesi “ragionevoli” (nel
senso che sono soddisfatte in diversi casi interessanti) sono che X sia uno spazio riflessivo e C
sia un suo sottoinsieme convesso e chiuso. In tal caso conviene considerare la topologia debole
di X, rispetto alla quale C risulta compatto, qualora sia anche limitato.

Per quanto riguarda R, vale un discorso simile: serve una topologia che da un lato favorisca
la continuità ma dall’altro sia tale per cui i compatti non vuoti siano insiemi che ammettono
minimo. La topologia euclidea rispetta tale requisito ma si può far meglio, definendo una
topologia più debole, detta topologia della semicontinuità inferiore, che si caratterizza per il
fatto che i compatti sono tutti e soli gli insiemi che ammettono minimo.

La topologia in questione è definita come la collezione degli intervalli (α,∞) con −∞ ≤ α ≤
∞. È facile verificare che si tratta effettivamente di una topologia in R.

Lemma 23.1. Detta τ la topologia della semicontinuità inferiore, vale che:

(i) Un sottoinsieme non vuoto K di R è τ -compatto se e solo se ammette minimo.
(ii) Dato uno spazio topologico (X,T ), una funzione f : X → R è τ -continua in x0 se e

solo se f(x0) ≤ lim infx→x0 f(x).

La proprietà (ii) spiega perché τ si chiama topologia della semicontinuità inferiore.

Dimostrazione. (i) Se K è τ -compatto, la famiglia {(α−1,∞)}α∈K è una copertura aperta di
K. Da questa possiamo estrarre una sottocopertura finita. Quindi K è inferiormente limitato.
Sia α0 = infK. Se α0 ̸∈ K allora {(α,∞)}α>α0 è una copertura aperta di K da cui possiamo
estrarre una sottocopertura finita, cioè K ⊂

⋃n
i=1(αi,∞) per certi α1, ..., αn > α0. Detto

ᾱ = mini=1,..,n αi, risulta allora K ⊂ (ᾱ,∞) e quindi infK ≥ ᾱ > α0 = infK, contraddizione.
Quindi infK ∈ K. Viceversa, supponiamo che K ammetta minimo. Se {(α,∞)}α∈A è una
copertura aperta di K, allora minK ∈ (ᾱ,∞) per qualche ᾱ ∈ A. Quindi K ⊂ (ᾱ,∞).
Ovviamente la famiglia il cui unico elemento è l’insieme (ᾱ,∞) è una sottocopertura finita di
quella data. Dunque K è τ -compatto.
(ii) si ottiene ricordando che lim infx→x0 f(x) := supU∈Nx0

infx∈U f(x), dove Nx0 è la famiglia
degli intorni di x0 nella topologia di X. Quindi

lim inf
x→x0

f(x) ≥ f(x0) ⇔ ∀ε > 0 ∃U ∈ Nx0 : inf
x∈U

f(x) ≥ f(x0)− ε

⇔ ∀ε > 0 ∃U ∈ Nx0 : f(x) ≥ f(x0)− ε ∀x ∈ U

⇔ ∀V ∈ τ con f(x0) ∈ V ∃U ∈ Nx0 : f(U \ {x0}) ⊂ V

⇔ f è τ -continua in x0. □

Osservazione 23.2. I compatti nella topologia della semicontinuità inferiore non sono chiusi.
Quindi la topologia della semicontinuità inferiore non è di Hausdorff.

Definizione 23.3. Dati uno spazio normato X e un suo sottoinsieme chiuso e convesso C,
una funzione f : C → R si dice:

• debolmente semicontinua inferiormente in C se è continua da C con la topologia debole
di X in R con la topologia della semicontinuità inferiore,

• coerciva se f(x) → ∞ per ∥x∥ → ∞, x ∈ C.

Possiamo quindi enunciare questo importante risultato:
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Teorema 23.4. Siano X uno spazio normato, C un suo sottoinsieme non vuoto e f : C → R.
Se X è riflessivo, C è convesso e chiuso e f è debolmente semicontinua inferiormente e coerciva,
allora f ammette minimo in C.

Dimostrazione. Se C è limitato, allora è debolmente compatto. Quindi, per la debole
semicontinuità inferiore di f , f(C) è compatto per la topologia della semicontinuità inferiore e
dunque ammette minimo. Se C non è limitato, allora

(23.1) ∃R > 0 tale che inf
C

f = inf
CR

f dove CR = C ∩ {x : ∥x∥ ≤ R}.

La disuguaglianza infC f ≤ infCR
f è sempre vera perché CR ⊆ C. Proviamo l’altra disugua-

glianza. Sia (xn)n ⊂ C una successione minimizzante. Tale successione è limitata, perché se
no, per la coervicità, sarebbe f(xn) → +∞. Dunque esiste R > 0 tale che xn ∈ CR per ogni
n. Allora infCR

f ≤ f(xn) ∀n e prendendo il limite per n → ∞ si ottiene che infCR
f ≤ infC f .

Ora che abbiamo provato (23.1), ragioniamo cos̀ı: CR è convesso e chiuso perché intersezione di
convessi chiusi. Inoltre è limitato. Per quanto già provato, f ammette mimimo in CR e quindi
in C, grazie a (23.1). □

La proprietà di debole semicontinuità inferiore sussiste nel caso seguente:

Lemma 23.5. Dati uno spazio normato X e un suo sottoinsieme convesso C, una funzione
f : C → R continua e convessa è debolmente semicontinua inferiormente in C.

Dimostrazione. Basta provare che la preimmagine di ogni sottoinsieme di R chiuso rispetto
alla topologia della semicontinuità inferiore è un sottoinsieme debolmente chiuso di X. I chiusi
di R per la topologia della semicontinuità inferiore sono tutti e soli gli intervalli (−∞, α] con
−∞ ≤ α ≤ +∞. Inoltre, essendo f continua e convessa, f−1((−∞, α]) è convesso e chiuso
rispetto alla topologia forte di X, e quindi anche debolmente chiuso, che è ciò che si voleva
ottenere. □

Si perviene cos̀ı al seguente risultato:

Teorema 23.6. Sia X uno spazio riflessivo. Se C ⊂ X è un convesso non vuoto, chiuso
e f : C → R è una funzione continua, convessa e coerciva, allora esiste x0 ∈ C tale che
f(x0) = min f(C).

24. Riflessività di Lp e rappresentazione del duale di Lp per 1 < p < ∞

Teorema 24.1. Se p ∈ [2,∞) lo spazio Lp è uniformemente convesso e quindi riflessivo.

Dimostrazione. Si usa la disuguaglianza di Clarkson:

(24.1)

∣∣∣∣a+ b

2

∣∣∣∣p + ∣∣∣∣a− b

2

∣∣∣∣p ≤ 1

2
(|a|p + |b|p) ∀a, b ∈ R , ∀p ≥ 2 .

Tale disuguaglianza si può ottenere in questo modo: sappiamo che se p ≥ 2 allora ∥x∥p ≤
∥x∥2 ∀x ∈ R2, cioè

(24.2) |x1|p + |x2|p ≤
(
x2
1 + x2

2

) p
2 ∀x1, x2 ∈ R .

Fissati a, b ∈ R, applichiamo (24.2) con x1 =
a+b
2

e x2 =
a−b
2

e troviamo∣∣∣∣a+ b

2

∣∣∣∣p + ∣∣∣∣a− b

2

∣∣∣∣p ≤ (a2

2
+

b2

2

) p
2

.

Quindi applichiamo la disuguaglianza

(s+ t)q ≤ 2q−1(sq + tq) ∀s, t ≥ 0 , ∀q ≥ 1
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con q = p
2
, s = a2

2
e t = b2

2
e otteniamo(

a2

2
+

b2

2

) p
2

≤ 2
p
2
−1

[(
a2

2

) p
2

+

(
b2

2

) p
2

]
=

1

2
(|a|p + |b|p)

da cui (24.1). Ora proviamo che la norma in Lp è uniformemente convessa. Ciò equivale a
verificare la seguente proprietà

(fn)n, (gn)n ⊂ Lp con ∥fn∥p = ∥gn∥p = 1 ∀n e

∥∥∥∥fn + gn
2

∥∥∥∥
p

→ 1 ⇒ ∥fn − gn∥p → 0 .

Applichiamo (24.1) con a = fn(x) e b = gn(x) e integriamo, ottenendo che∥∥∥∥fn + gn
2

∥∥∥∥p
p

+

∥∥∥∥fn − gn
2

∥∥∥∥p
p

=

�
Ω

∣∣∣∣fn + gn
2

∣∣∣∣p dµ+

�
Ω

∣∣∣∣fn − gn
2

∣∣∣∣p dµ

≤ 1

2

(�
Ω

|fn|p dµ+

�
Ω

|gn|p dµ

)
= 1 ∀n

Perciò, essendo
∥∥fn+gn

2

∥∥
p
→ 1, otteniamo che ∥fn − gn∥p → 0. □

Lo spazio Lp è uniformemente convesso anche per p ∈ (1, 2), per la cosiddetta “seconda”
disuguaglianza di Clarkson. Per maggiori dettagli si veda, ad esempio, il testo di H. Brezis,
Analisi funzionale, Liguori editore. Discutiamo qui la riflessività di Lp per p ∈ (1, 2) procedendo
per altra via.

Teorema 24.2. Se p ∈ (1, 2) lo spazio Lp è riflessivo.

Dimostrazione. Fissato p ∈ (1, 2), sia p′ l’esponente coniugato a p. Introduciamo l’operatore
T : Lp → (Lp′)∗ cos̀ı definito

T (g) = Tg dove Tg(f) =

�
Ω

fg dµ ∀f ∈ Lp′ .

Sappiamo che T è un ben definito operatore lineare isometrico cioè ∥T (g)∥(Lp′ )∗ = ∥g∥p ∀g ∈ Lp

(vedi esempio 14.2 ). In particolare è continuo e iniettivo. Dimostriamo che T (Lp) è chiuso.
Sia (gn)n ⊂ Lp tale che ∥T (gn)− φ∥(Lp′ )∗ → 0 per qualche φ ∈ (Lp′)∗. La successione (T (gn))n
è di Cauchy in (Lp′)∗. Quindi (gn)n è di Cauchy in Lp, perché T è un’isometria. Essendo
Lp completo, esiste g ∈ Lp tale che gn → g in Lp. Allora T (gn) → T (g) in (Lp′)∗. Perciò
φ = T (g) ∈ T (Lp), cioè T (Lp) è chiuso. Siccome p′ ∈ (2,∞), Lp′ è riflessivo. In generale, il
duale di uno spazio riflessivo è pure riflessivo e un sottospazio chiuso di uno spazio riflessivo è
esso stesso riflessivo. Quindi (Lp′)∗ e T (Lp) sono spazi riflessivi. In generale, se due spazi di
Banach sono isometricamente isomorfi ed uno di essi è riflessivo, anche l’altro lo è. Siccome T
è un isomorfismo isometrico tra Lp e T (Lp), otteniamo che anche Lp è riflessivo. □

Teorema 24.3 (di Riesz, di rappresentazione del duale di Lp per p ∈ (1,∞)). Se p ∈ (1,∞)
per ogni φ ∈ (Lp)∗ esiste un’unica g ∈ Lp′, con p′ esponente coniugato a p, tale che φ = Tg

dove Tg : L
p → R è il funzionale

Tg(f) =

�
Ω

fg dµ ∀f ∈ Lp.

Inoltre l’operatore T : Lp′ → (Lp)∗ definito da T (g) = Tg è un isomorfismo isometrico tra Lp′ e
(Lp)∗ detto isomorfismo canonico.

Il teorema asserisce che possiamo identificare i funzionali lineari e continui di Lp con le
funzioni di Lp′ , dove p′ è l’esponente coniugato a p.
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Dimostrazione. Nella dimostrazione del teorema 24.2 abbiamo già visto che T : Lp′ → (Lp)∗ è
un isomorfismo isometrico tra Lp′ e T (Lp′). Inoltre sappiamo che T (Lp′) è chiuso. Per concludere
che T (Lp′) = (Lp)∗ basta provare che T (Lp′) è denso in (Lp)∗. Ciò equivale a verificare che
l’unico funzionale lineare e continuo φ : (Lp)∗ → R tale che φ|T (Lp) = 0 è il funzionale nullo.
Verifichiamo tale fatto. Siccome Lp è riflessivo e φ ∈ (Lp)∗∗ esiste f ∈ Lp tale che φ = J(f)
dove J è l’iniezione canonica di Lp su (Lp)∗∗. Allora

φ(T ) = T (f) ∀T ∈ (Lp)∗.

In particolare

Tg(f) = φ(Tg) = 0 ∀g ∈ Lp′ .

Siccome |f |p−1sgn(f) ∈ Lp′ , possiamo prendere g = |f |p−1sgn(f) e troviamo che

0 = Tg(f) =

�
Ω

fg dµ =

�
Ω

|f |p dµ

cioè f = 0 e quindi φ = J(0) = 0. □

Esercizio 39. Sia (Ω,M, µ) uno spazio di misura finita e sia p ∈ (1,∞). Dimostrare che se
(fn)n è una successione limitata in Lp(Ω,M, µ) e converge puntualmente a f q.o., allora fn → f
debolmente in Lp. (Suggerimento: sfruttare la caratterizzazione della convergenza debole negli
spazi normati, il teorema di rappresentazione del duale di Lp ed il teorema di Severini-Egoroff).
Quindi dimostrare che se (fn)n è una successione limitata in Lp(RN) e converge puntualmente
a f q.o., allora fn → f debolmente in Lp. (Suggerimento: sfruttare la parte precedente e la
densità di Cc(RN) in Lp(RN)).

Esercizio 40. Sia (Ω,M, µ) uno spazio di misura finita e sia p ∈ (1,∞). Dimostrare che se
(fn) ⊂ Lp converge debolmente a f ∈ Lp e puntualmente quasi ovunque a g allora f = g q.o.
in Ω. (Suggerimento: sfruttare il teorema di Severini-Egoroff).

25. Non riflessività di L1 e rappresentazione del duale di L1

Teorema 25.1. Lo spazio L1(RN) non è riflessivo.

Dimostrazione. Data una successione di numeri positivi εn → 0+ consideriamo la corri-
spondente successione di mollificatori (φεn)n. Per le proprietà dei mollificatori, φεn ∈ L1(RN)
con ∥φεn∥L1 = 1 ∀n. Se per assurdo L1(RN) fosse riflessivo, esisterebbe una sottosuccessione
di (φεn)n, che denotiamo ancora (φεn)n, ed esisterebbe φ ∈ L1(RN) tale che φεn → φ de-
bolmente in L1. Quindi, per la caratterizzazione della convergenza debole (lemma 20.6 (i)),
T (φεn) → T (φ) per ogni T ∈ (L1)∗. In particolare

(25.1)

�
RN

φεng dx →
�
RN

φg dx ∀g ∈ Cc(RN)

perché, fissata una funzione g ∈ Cc(RN), il funzionale in L1 definito dalla corrispondenza
f 7→

�
RN fg dx è un funzionale lineare e continuo in L1. Prendendo g con supporto in RN \{0},

otteniamo che supp(φεn) ∩ supp(g) = Bεn(0) ∩ supp(g) = ∅ se εn ≤ dist(supp(g), 0) (si noti
che, essendo supp(g) chiuso, dist(supp(g), 0) > 0). Quindi�

RN

φεng dx = 0 per n sufficientemente grande

e di conseguenza �
RN

φg dx = 0 ∀g ∈ Cc(RN \ {0}) .
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Ciò implica φ = 0 quasi ovunque in RN \{0} (per il teorema 8.2) e dunque anche quasi ovunque
in RN . Perciò, essendo φ = 0, da (25.1) otteniamo

(25.2)

�
RN

φεng dx → 0 ∀g ∈ Cc(RN) .

Ora prendiamo g ∈ Cc(RN) con g ≡ 1 in un intorno U di 0. Allora supp(φεn) ⊂ U per n
sufficientemente grande e �

RN

φεng dx =

�
RN

φεn dx = 1

in contraddizione con (25.2). □

La non riflessività di L1 vale sempre:

Teorema 25.2. Lo spazio L1(Ω,M, µ) non è riflessivo, tranne che nel caso in cui Ω è finito.
In tal caso, L1(Ω,M, µ) è identificabile con RN dove N = card(Ω).

Dimostrazione. Discutiamo la dimostrazione quando la misura possiede la seguente proprietà:

(25.3) ∀ε > 0 ∃E ∈ M : 0 < µ(E) < ε .

Dunque possiamo trovare una successione (En) ⊂ M con 0 < µ(En) <
1
2n

∀n ∈ N. Poniamo
Ωn =

⋃
k≥nEk e osserviamo che

0 < µ(Ωn) ≤
∑
k≥n

µ(Ek) <
∑
k≥n

1

2n−1
∀n ∈ N .

Introduciamo la successione (fn)n dove fn = 1
µ(Ωn)

χΩn . Si ha che ∥fn∥1 = 1 ∀n ∈ N. Se

L1 fosse riflessivo, per il teorema di Eberlein-Smulian, esisterebbe una sottosuccessione (fnk
)k

debolmente convergente ad una certa f ∈ L1. Essendo µ(Ωn) → 0, per l’assoluta continuità
dell’integrale,

�
Ωn

f dµ → 0. Sia n ∈ N tale che∣∣∣∣�
Ωn

f dµ

∣∣∣∣ < 1 .

Consideriamo ora il funzionale

φ(g) =

�
Ωn

g dµ ∀g ∈ L1.

Siccome φ ∈ (L1)∗ e fnk
⇀ f , si ha che φ(fnk

) → φ(f). Ora

φ(fnk
) =

1

µ(Ωnk
)

�
Ωn

χΩnk
dµ = 1 se nk ≥ n

perché in tal caso Ωnk
⊂ Ωn. Dunque

1 = lim
k→∞

φ(fnk
) =

�
Ωn

f dµ ̸= 1 ,

una contraddizione. □

Osservazione 25.3. La condizione 25.3 è soddisfatta dalla misura di Lebesgue. Non vale per
la misura di conteggio. Si può comunque dimostrare che anche ℓ1 è non riflessivo.

Teorema 25.4 (di Riesz, di rappresentazione del duale di L1). Se (Ω,M, µ) è uno spazio di
misura σ-finita allora per ogni φ ∈ (L1)∗ esiste una funzione g ∈ L∞, unica a meno di insiemi
di misura nulla, tale che φ(f) =

�
Ω
fg dµ =: Tg(f) ∀f ∈ L1. Inoltre l’operatore g 7→ Tg è un

isomorfismo isometrico tra L∞ e (L1)∗ detto isomorfismo canonico.
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Dimostrazione. I parte: supponiamo µ(Ω) < ∞. Allora L2 ⊂ L1 con immersione continua,
cioè esiste C > 0 tale che ∥f∥1 ≤ C∥f∥2 ∀f ∈ L2. Quindi se φ ∈ (L1)∗ allora φ|L2 ∈ (L2)∗.
Allora, per il teorema di rappresentazione del duale di L2, esiste g ∈ L2, unica a meno di insiemi
di misura nulla, tale che

φ(f) =

�
Ω

fg dµ ∀f ∈ L2 .

Proviamo che g ∈ L∞. Per ogni α > 0 siano

Eα := {x ∈ Ω: |g(x)| > α} e fα = χEαsgn(g) .

Allora fα ∈ L1 ∩ L2 (perché µ(Ω) < ∞). Quindi

∥φ∥(L1)∗∥fα∥1 ≥ |φ(fα)| =
∣∣∣∣�

Ω

fαg dµ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣�
Eα

|g| dµ
∣∣∣∣ ≥ αµ(Eα)

Inoltre ∥fα∥1 = µ(Eα) e quindi αµ(Eα) ≤ ∥φ∥(L1)∗µ(Eα). Allora

µ(Eα) > 0 ⇒ α ≤ ∥φ∥(L1)∗

cioè
α > ∥φ∥(L1)∗ ⇒ µ(Eα) = 0

Quindi g ∈ L∞ con ∥g∥∞ ≤ ∥φ∥(L1)∗ . Allora Tg ∈ (L1)∗ e Tg|L2 = φ|L2 . Siccome L2 ∩ L1 è
denso in L1, otteniamo che Tg = φ. Inoltre

(25.4) ∥g∥∞ ≤ ∥φ∥(L1)∗ = ∥Tg∥(L1)∗ ≤ ∥g∥∞ .

Pertanto vale l’uguaglianza. Verifichiamo che L2 ∩ L1 è denso in L1. Sappiamo che la famiglia
S delle funzioni semplici è densa in L1 (perché µ(Ω) < ∞). Siccome S ⊂ L2∩L1, anche L2∩L1

è denso in L1.

II parte: caso di misura σ-finita. Esiste una famiglia numerabile di insiemi misurabili Ωn

(n ∈ N) tale che Ω =
⋃

n Ωn e µ(Ωn) < ∞ ∀n ∈ N. Senza perdita di generalità, possiamo
supporre gli Ωn a due a due disgiunti. Sia φ ∈ (L1(Ω))∗. Per ogni n ∈ N sia φn : L

1(Ωn) → R
definito cos̀ı:

φn(f) = φ(fn) dove fn =

{
f in Ωn

0 in Ω \ Ωn.

Allora φn ∈ (L1(Ωn))
∗ con ∥φn∥L1(Ωn))∗ ≤ ∥φ∥L1(Ω))∗ . Per quanto provato nella prima parte,

per ogni n ∈ N esiste gn ∈ L∞(Ωn) tale che

∥φn∥L1(Ωn))∗ = ∥gn∥∞ e φn(f) =

�
Ωn

fgn µ ∀f ∈ L1(Ωn) .

Ora definiamo
g =

∑
n

gnχΩn

Risulta g ∈ L∞(Ω), con ∥g∥∞ ≤ ∥φ∥L1(Ω))∗ . Quindi Tg ∈ (L1(Ω))∗ e per ogni f ∈ L1(Ω) vale
che

Tg(f) =

�
Ω

fg =
∑
n

�
Ωn

fgn =
∑
n

φn(f |Ωn) =
∑
n

φ(f |Ωn) = φ

(∑
n

f |Ωn

)
= φ(f)

dove nella seconda uguaglianza è giustificata col teorema di convergenza dominata e la penul-
tima uguaglianza sussiste grazie alla continuità di φ e perché

∑
n f |Ωn = f in L1. Continua a

valere la stima (25.4) e quindi si conclude. □

Esercizio 41. Data una successione (fn)n∈N ⊂ Lp(R) con p ∈ [1,∞), dimostrare che se fn ⇀ f
debolmente in Lp e fn ≥ 0 q.o. in R per ogni n ∈ N, allora f ≥ 0 q.o. in R.
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26. Proprietà dello spazio L∞

Teorema 26.1. Se (Ω,M, µ) è uno spazio di misura σ-finita allora L∞ non è riflessivo, tranne
quando Ω è un insieme finito.

Dimostrazione. Se no, essendo L∞ isomorfo al duale di L1, anche L1 sarebbe riflessivo, che
è falso se Ω non è un insieme finito. □

Osservazione 26.2. In generale si ha che:

• (L∞)∗ ⊋ L1.
• La palla di L∞ non è w-compatta ma è w∗-compatta.
• Se (fn)n è una successione limitata in L∞, allora esiste un’estratta (fnk

) ed f ∈ L∞ tali

che fnk ⇀∗ f cioè
�
fnk

g →
�
fg ∀g ∈ L1.

27. Spazi di Hilbert

In questa sezione presentiamo una classe di spazi che posseggono una struttura euclidea cioè
sono spazi vettoriali muniti di un prodotto interno, secondo questa definizione:

Definizione 27.1. Dato uno spazio vettoriale X su R un prodotto interno o prodotto scalare
in X è un’applicazione ⟨·|·⟩ 7→ X ×X → R che verifica le seguenti proprietà:

(i) ⟨αx+ y|z⟩ = α⟨x|z⟩+ ⟨y|z⟩ ∀α ∈ R , ∀x, y, z ∈ X (linearità nella prima variabile);
(ii) ⟨x|y⟩ = ⟨y|x⟩ ∀x, y ∈ X (simmetria);
(iii) ⟨x|x⟩ ≥ 0 ∀x ∈ R (positività);
(iv) ⟨x|x⟩ = 0 ⇒ x = 0 (annullamento).

Uno spazio munito di prodotto interno si chiama spazio prehilbertiano o spazio con prodotto
interno.

Osservazione 27.2. Le proprietà (i) e (ii) implicano la linearità anche nella seconda variabile.
Dunque, in uno spazio vettoriale reale un prodotto interno è una forma bilineare, simmetrica,
definita positiva. Se X è uno spazio vettoriale su C nella definizione di prodotto interno, nella
proprietà (i) si intende che α ∈ C e la proprietà (ii) va cambiata in

⟨x|y⟩ = ⟨y|x⟩ ∀x, y ∈ X .

Ne consegue che in uno spazio vettoriale complesso, un prodotto interno verifica

⟨x|αy + z⟩ = α⟨x|y⟩+ ⟨x|z⟩ ∀α ∈ C , ∀x, y, z ∈ X .

In tal caso il prodotto interno è una forma sesquilineare, hermitiana, definita positiva.

Osservazione 27.3. In uno spazio pre-hilbertiano reale X, per ogni v ∈ X fissato, le applica-
zioni Lv, Rv : X → R definite ponendo Lv(x) = ⟨x|v⟩ e Rv(x) = ⟨v|x⟩ ∀x ∈ X sono lineari. Se
X è uno spazio pre-hilbertiano complesso, le applicazioni Lv e Rv hanno valori in C, solo Lv è
lineare, mentre Rv è antilineare o lineare coniugata, cioè Rv(αx + y) = αRv(x) + Rv(y) ∀α ∈
C , ∀x, y ∈ X. In tutti i casi, ⟨v|0⟩ = ⟨0|v⟩ = 0 ∀v ∈ X.

Teorema 27.4. L’applicazione x 7→
√

⟨x|x⟩ =: ∥x∥ è una norma. Inoltre

(27.1) |⟨x|y⟩| ≤ ∥x∥ ∥y∥ ∀x, y ∈ X (disuguaglianza di Cauchy-Schwarz-Bunjakowskij).

Dimostrazione. Dalle proprietà del prodotto interno segue che l’applicazione x 7→ ∥x∥ è
ben definita da X in R e soddisfa e proprietà di omogeneità e annullamento. Per provare la
disuguaglianza triangolare conviene prima dimostrare (27.1). Nel caso di spazio su C, fissati
x, y ∈ X, consideriamo la funzione di variabile reale

f(t) = ∥x+ ty∥2 = ⟨x+ ty|x+ ty⟩ = ∥x∥2 + 2tRe⟨y|x⟩+ t2∥y∥2



LEZIONI DI ISTITUZIONI DI ANALISI MATEMATICA 61

Siccome f(t) ≥ 0 ∀t ∈ R, deve essere (Re⟨y|x⟩)2 ≤ ∥x∥2 ∥y∥2. Scambiando x con y, otteniamo
che (Im⟨y|x⟩)2 ≤ ∥x∥2 ∥y∥2. Dunque vale (27.1). Infine

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + 2Re⟨y|x⟩+ ∥y∥2 ≤ ∥x∥2 + 2 ∥x∥ ∥y∥+ ∥y∥2 = (∥x∥+ ∥y∥)2

cioè vale la disuguaglianza triangolare. □

Osservazione 27.5 (quando vale l’uguaglianza nella disuguaglianza di Cauchy). Si ha che
|⟨x|y⟩| = ∥x∥ ∥y∥ se e solo se x e y sono linearmente dipendenti.

Esercizio 42. Discutere la validità delle uguaglianze ⟨x|y⟩ = ∥x∥ ∥y∥ e ∥x∥+ ∥y∥ = ∥x+ y∥.

Osservazione 27.6 (teorema di Pitagora). Due vettori x, y ∈ X si dicono ortogonali e si
scrive x⊥y se ⟨x|y⟩ = 0. Se x⊥y allora ∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2.

Definizione 27.7. Uno spazio con prodotto interno si chiama spazio di Hilbert se è di Banach
rispetto alla norma indotta dal prodotto interno.

Esempio 27.8. Nello spazio L2(Ω,M, µ) la forma

⟨f |g⟩ =
�
Ω

fg dµ

è un prodotto interno e struttura L2 a spazio di Hilbert. La norma corrispondente è la norma
L2. Gli spazi funzionali L2 con funzioni a valori complessi sono particolarmente importanti in
meccanica quantistica. Se Ω = {1, ..., N} con µ misura di conteggio, otteniamo lo spazio euclideo
N-dimensionale e il prodotto interno è l’usuale prodotto scalare tra vettori. In effetti gli spazi
con prodotto interno sono una generalizzazione infinito-dimensionale degli spazi euclidei.

Osservazione 27.9. In uno spazio normato X su R, la norma è indotta da un prodotto interno
se e solo se verifica l’identità del parallelogramma

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2
(
∥x∥2 + ∥y∥2

)
∀x, y ∈ X .

In tal caso il prodotto interno è

⟨x|y⟩ =
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥2 − ∥∥∥∥x− y

2

∥∥∥∥2 .

Se X è uno spazio normato su C il prodotto interno che induce la norma di X è

⟨x|y⟩ =
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥2 − ∥∥∥∥x− y

2

∥∥∥∥2 + i

(∥∥∥∥x+ iy

2

∥∥∥∥2 − ∥∥∥∥x− iy

2

∥∥∥∥2
)

.

Osservazione 27.10. Tra gli spazi Lp l’unico con norma hilbertiana è L2.

Corollario 27.11. Uno spazio di Hilbert è uniformemente convesso e quindi anche riflessivo.

Teorema 27.12 (di rappresentazione di Riesz-Fréchet sul duale di uno spazio di Hilbert). Se
X è uno spazio di Hilbert, allora ∀f ∈ X∗ ∃!v ∈ X : f = Lv dove Lv(x) := ⟨x|v⟩ ∀x ∈ X.
L’operatore v 7→ Lv si chiama isometria canonica (coniugata) di X su X∗. (Nel caso di spazio
complesso vale che Lαv+w = αLv + Lw ∀α ∈ C , ∀x, y ∈ X).

Corollario 27.13. In uno spazio di Hilbert si ha che xn → x ⇔
{

⟨xn|v⟩ → ⟨x|v⟩ ∀v ∈ X
∥xn∥ → ∥x∥ .

Dimostrazione. L’operatore L : X → X∗ definito da L(v) = Lv è lineare nel caso di spazio
reale o lineare coniugato nel caso di spazio complesso. Inoltre:

L è un’isometria: ∥L(v)∥ ≤ ∥v∥ per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz-Bunjakowskij. Inoltre
se v ̸= 0, ∥L(v)∥ = ∥Lv∥ = sup∥x∥≤1 |Lv(x)| ≥

∣∣∣Lv

(
v

∥v∥

)∣∣∣ = ∥v∥.
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L(X) è chiuso: se fn ∈ L(X), fn → f , allora esiste xn tale che fn = L(xn). La successione (fn) è
di Cauchy in X∗. L è un’isometria. Quindi la successione (xn) è di Cauchy in X. X è completo.
Quindi esiste x ∈ X tale che xn → x. Allora L(xn) → L(x). Pertanto f = L(x) ∈ L(X).

L(X) è denso: sia φ ∈ X∗∗ tale che φ|L(X) = 0. Essendo X riflessivo, esiste x ∈ X tale che φ =
J(x) dove J è l’iniezione canonica di X su X∗∗. Allora 0 = φ(Lv) = Lv(x) = ⟨v|x⟩ ∀v ∈ X.
Prendiamo v = x e troviamo x = 0. Quindi φ = 0.

Essendo L(X) un sottospazio chiuso e denso in X∗ segue che L(X) = X∗. □

Definizione 27.14. Dati x, y ∈ X \ {0} chiamiamo angolo tra x e y quel numero θ ∈ [0, π]
tale che ⟨x|y⟩ = cos(θ) ∥x∥ ∥y∥. In particolare x⊥y ⇔ θ = π

2
.

Definizione 27.15. Dati un insieme non vuoto C ⊂ X e un vettore x ∈ X, chiamiamo
proiezione di x su C, se esiste, un vettore y ∈ C tale che ∥y − x∥ = dist(x,C).

Teorema 27.16 (proiezione sui convessi). Sia X spazio di Hilbert reale e sia C ⊂ X convesso,
chiuso e non vuoto. Allora ogni vettore x ∈ X ammette una e una sola proiezione su C,
denotata P (x). Inoltre P (x) è l’unica soluzione y di

(27.2)

{
y ∈ C
⟨z − y|x− y⟩ ≤ 0 ∀z ∈ C .

Infine, la proiezione è una mappa non espansiva, cioè:

(27.3) ∥P (x)− P (x′)∥ ≤ ∥x− x′∥ ∀x, x′ ∈ X .

Osservazione 27.17. L’esistenza della proiezione vale più in generale in uno spazio riflessivo.
L’unicità vale in spazi uniformemente convessi. La condizione ⟨z − y|x − y⟩ ≤ 0 ∀z ∈ C è
propriamente legata al prodotto interno e ha un’interpretazione geometrica, dice che P (x) è
l’unico punto di C tale che l’angolo compreso tra i vettori z − P (x) e x − P (x) è ottuso per
qualunque z ∈ C.

Dimostrazione. Per provare l’esistenza si applica il teorema 23.6 alla funzione f(y) = ∥x−y∥
definita su C (verificare che è continua, convessa e coerciva). Ora verifichiamo (27.2). Fissato
z ∈ C, si considera la funzione g(t) = ∥x− [tz+(1− t)y]∥2. Essendo g(0) = mint∈[0,1] g(t), deve
essere g′(0) ≥ 0, cioè, a conti fatti, vale (27.2). Per provare l’unicità, si dimostra che (27.2) ha
un’unica soluzione. Se y1 e y2 risolvono (27.2), allora in particolare

⟨y2 − y1|x− y1⟩ ≤ 0 e ⟨y1 − y2|x− y2⟩ ≤ 0

che sommate danno ∥y1 − y2∥2 ≤ 0 cioè y1 = y2. Infine verifichiamo (27.3). Posto y = P (x) e
y′ = P (x′), da (27.2) segue che

⟨y′ − y|x− y⟩ ≤ 0 e ⟨y − y′|x′ − y′⟩ ≤ 0

e quindi
0 ≥ ⟨y′ − y|x− y⟩+ ⟨y − y′|x′ − y′⟩ = −⟨y − y′|x− x′⟩+ ∥y − y′∥2.

Pertanto (27.3) segue dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz-Bunjakowskij. □

Esercizio 43. Detto C = {f ∈ L2(0, 1) :
� 1

2

0
f = 1} provare che esiste un unica funzione

f ∈ C che realizza la minima distanza (in L2) di 0 da C. Quindi trovare tale f . Infine
riconoscere che lo stesso risultato non vale se al posto di L2(0, 1) si prende C[0, 1] con il prodotto
interno di L2.

Definizione 27.18. Dato un sottoinsieme non vuoto M di uno spazio di Hilbert X, chiamiamo
complemento ortogonale di M l’insieme

M⊥ := {x ∈ X : ⟨x|y⟩ = 0 ∀y ∈ M} .
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Osservazione 27.19. In generale M⊥ è un sottospazio chiuso di X.

Teorema 27.20 (decomposizione ortogonale). Se Y è un sottospazio chiuso di X allora X =
Y ⊕ Y ⊥ cioè ∀x ∈ X ∃!(y, z) ∈ Y × Y ⊥ tale che x = y + z.

Dimostrazione. Fissato x ∈ X prendiamo y = P (x) = proiezione di x su Y , che è chiuso e
convesso. Proviamo che z := x− y appartiene a Y ⊥. Per ogni v ∈ Y vale che ⟨v− y|x− y⟩ ≤ 0.
Essendo Y un sottospazio, v = y ± w ∈ Y ∀w ∈ Y . Quindi ⟨±w|z⟩ ≤ 0 ∀w ∈ Y , cioè ⟨w|z⟩ =
0 ∀w ∈ Y , cioè z ∈ Y ⊥. Proviamo l’unicità della decomposizione: se (y, z), (y′, z′) ∈ Y × Y ⊥

verificano y + z = y′ + z′ allora y − y′ = z′ − z. Quindi ∥y − y′∥2 = ⟨y − y′|z′ − z⟩ = 0 perché
y − y′ ∈ Y e z − z′ ∈ Y ⊥. Pertanto y = y′ e z = z′. □

Corollario 27.21. Un sottospazio Y di X è denso in X se e solo se Y ⊥ = {0}.

Dimostrazione. Per il teorema di decomposizione ortogonale X = Y ⊕
(
Y
)⊥

. Inoltre Y ⊥ =(
Y
)⊥

(verifica direttamente dalla definizione). □

Esercizio 44. Dato uno spazio di Hilbert X, provare che un operatore lineare T : X → X è
continuo se e solo se sup

x,y∈X
|x|=|y|=1

|⟨Tx|y⟩| < ∞. In tal caso sup
x,y∈X

|x|=|y|=1

|⟨Tx|y⟩| = ∥T∥.

28. Basi hilbertiane

Definizione 28.1. Dato uno spazio con prodotto interno (X, ⟨·|·⟩), un sistema ortonormale in
X è un insieme V ⊂ X costituito da vettori mutuamente ortogonali, tutti di norma 1, cioè

⟨v|w⟩ = 0 ∀v, w ∈ V , v ̸= w e ∥v∥ = 1 ∀v ∈ V .

Un sistema ortonormale completo di X o base hilbertiana di X è un sistema ortonormale V
tale che span(V ) = X, essendo span(V ) = {

∑k
i=1 αivi : k ∈ N , αi ∈ K , vi ∈ V ∀i = 1, ..., k}.

Osservazione 28.2. La condizione span(V ) = X si formula dicendo che V genera X. Se X è
di Hilbert, equivale a chiedere V ⊥ = {0} (cfr. corollario 27.21).

Esempio 28.3. Lo spazio vettoriale delle funzioni continue f : R → C periodiche di periodo 2π
è strutturato a spazio prehilbertiano (complesso) con prodotto interno

⟨f |g⟩ = 1

2π

� 2π

0

f(t) g(t) dt ∀f, g ∈ C(R/2πZ,C) .

La norma indotta da tale prodotto interno è la norma L2. Pertanto tale spazio è solo prehil-
bertiano ma non di Hilbert. Vogliamo dimostrare che la famiglia di funzioni t 7→ eint := un(t)
(n ∈ Z) è una base hilbertiana di tale spazio. Si verifica facilmente che

(28.1) ⟨un|um⟩ =
1

2π

� 2π

0

ei(n−m)t dt =

{
0 se n ̸= m

1 se n = m.

Con un argomento simile a quello usato per provare il teorema di densità dei polinomi nello
spazio C[a, b] si dimostra che per ogni f ∈ C(R/2πZ,C) esiste una successione (fk)k di polinomi
trigonometrici (cioè combinazioni lineari finite di eint) tale che fk → f uniformemente in
[0, 2π]. Allora

∥fk − f∥2 = 1

2π

� 2π

0

|fk(t)− f(t)|2 dt → 0 .

In altre parole, i polinomi trigonometrici sono densi in C(R/2πZ,C) rispetto alla norma L2.
Quindi la famiglia {un}n∈Z è una base hilbertiana di C(R/2πZ,C). Ora consideriamo lo spazio

L2(R/2πZ,C) :=
{
f : R → C | f(t) = f(t+ 2π) per q.o. t ∈ R,

� 2π

0

|f |2 < ∞
}
.
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Anch’esso è uno spazio vettoriale munito dello stesso prodotto interno (28.1) e C(R/2πZ,C)
è un suo sottospazio denso (nella topologia indotta dalla norma associata al prodotto interno).
Pertanto la famiglia {un}n∈Z è una base hilbertiana di L2(R/2πZ,C).
Quando si considerano funzioni 2π-periodiche a valori reali, si può ripetere lo stesso discorso
definendo il prodotto interno cos̀ı:

⟨f |g⟩ = 1

π

� π

−π

f(t) g(t) dt ∀f, g ∈ L2(R/2πZ,R).

La famiglia di funzioni

(28.2) V :=

{
1

2

}
∪ {cos(nt) : n = 1, 2, ...} ∪ {sin(nt) : n = 1, 2, ...}

risulta essere una base hilbertiana di L2(R/2πZ,R) (e anche di C(R/2πZ,R)).

Osservazione 28.4. Ricordiamo che una base algebrica per uno spazio vettoriale X è un sot-
toinsieme V di X di vettori linearmente indipendenti tale che span(V ) = X. La definizione di

base hilbertiana si differenzia da quella di base algebrica perché nella condizione span(V ) = X
entra in gioco la topologia.

Teorema 28.5. Uno spazio di Hilbert infinito-dimensionale è separabile se e solo se ammette
una base hilbertiana numerabile.

Dimostrazione. Sia X uno spazio di Hilbert separabile infinito-dimensionale. Esiste un
sottoinsieme Y denso e numerabile, cioè Y = {vn}n∈N. Sia n1 = min{n ∈ N : vn ̸= 0} e
sia X1 = span{vn1}. Quindi dim(X1) = 1 e siccome dim(X) = ∞, esiste n2 = min{n >
n1 : vn ̸∈ X1}. Posto X2 = span{vn1 , vn2}, si ha che dim(X2) = 2 e, siccome dim(X) =
∞, esiste n3 = min{n > n2 : vn ̸∈ X2}. Per ricorrenza, troviamo una successione crescente
(nk)k tale che, posto Xk = span{vn1 , ..., vnk

}, risulta vn ∈ Xk ∀n = 1, ..., nk. Quindi Y ⊂⋃∞
k=1 Xk e dunque X =

⋃∞
k=1Xk. Con il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt,

a partire dalla successione {vnk
}k∈N si costruisce un sistema ortonormale {uk}k∈N tale che

Xk = span{u1, ..., uk} ∀k ∈ N. Allora span{uk}k∈N = span
⋃∞

k=1Xk = X, cioè {uk}k∈N è una
base hilbertiana di X. Viceversa, se uno spazio di Hilbert X ammette una base hilbertiana
numerabile V , allora il sottospazio delle combinazioni lineari finite di vettori di V con coefficienti
razionali è un sottoinsieme denso e numerabile di X, cioè X è separabile. □

Esercizio 45. La dimostrazione presentata sopra è costruttiva. Il teorema vale più in generale
nella forma seguente: ogni spazio di Hilbert ammette una base hilbertiana. Nel caso generale
però occorre appellarsi al lemma di Zorn, procedendo in questo modo: si introduce la collezione
V dei sistemi ortonormali, ordinato parzialmente con l’inclusione; si verifica che se W ⊂ V è
totalmente ordinato, allora

⋃
V ∈W V è un maggiorante di W; quindi per il lemma di Zorn esiste

un sistema ortonormale massimale e tale sistema è completo. Verificare i dettagli.

Teorema 28.6. Se {un}n∈N è una base hilbertiana numerabile di spazio di Hilbert X allora

(28.3)
∑
n∈N

⟨x|un⟩un = x e ∥x∥2 =
∑
n∈N

|⟨x|un⟩|2 ∀x ∈ X .

La prima uguaglianza in (28.3) è da intendere

lim
n→∞

∥∥∥∥∥x−
n∑

k=1

⟨x|uk⟩uk

∥∥∥∥∥ = 0 .

La serie
∑

n∈N⟨x|un⟩un si chiama serie di Fourier di x rispetto alla base {un} e i coefficienti
⟨x|un⟩ si chiamano coefficienti di Fourier di x rispetto alla base {un}. La seconda uguaglianza
in (28.3) si chiama identità di Parseval.
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Esempio 28.7. Applichiamo il teorema 28.6 all’esempio 28.3. Ad ogni funzione f ∈ L2(R/2πZ,C)
associamo la successione dei suoi coefficienti di Fourier

f̂n =
1

2π

� 2π

0

f(t)e−int dt (n ∈ Z).

Risulta che
1

2π

� 2π

0

|f |2 =
∑
n∈Z

∣∣∣f̂n∣∣∣2 e f =
∑
n∈Z

f̂ne
int

dove nell’ultima uguaglianza si intende che la serie (bilatera) di funzioni
∑

n∈Z f̂ne
int converge

a f in L2, cioè � 2π

0

∣∣∣f(t)− m∑
k=−n

f̂ke
ikt
∣∣∣2dt → 0 per n,m → +∞.

Nello spazio delle funzioni periodiche a valori reali L2(R/2πZ,C) consideriamo la base hilber-
tiana V come in (28.2). In tal caso i coefficienti di Fourier di una funzione f ∈ L2(R/2πZ,R)
sono dati da

a0 =
1

2π

� π

−π

f(t) dt , an =
1

π

� π

−π

f(t) cos(nt) dt , bn =
1

π

� π

−π

f(t) sin(nt) dt (n− 1, 2, ...)

e, per il teorema 28.6 vale che

1

π

� π

−π

|f |2 = a20 +
∞∑
n=1

(
a2n + b2n

)
e f =

a0
2

+
∞∑
n=1

[an cos(nt) + bn sin(nt)]

dove nell’ultima uguaglianza si intende che la serie converge in L2, cioè
� 2π

0

∣∣∣f(t)− a0
2

−
n∑

k=1

[ak cos(kt) + bk sin(kt)]
∣∣∣2dt → 0 per n → +∞.

Osservazione 28.8. Il teorema 28.6 si può formulare più in generale per una qualsiasi base
hilbertiana, non necessariamente numerabile. Più precisamente, dato uno spazio di Hilbert X,
se V è una base hilbertiana di X, allora per ogni x ∈ X l’insieme Vx := {u ∈ V : ⟨x|u⟩ ≠ 0} è al
più numerabile, per ogni enumerazione {un}n∈N di Vx le serie

∑
n∈N |⟨x|un⟩|2 e

∑
n∈N⟨x|un⟩un

sono convergenti, rispettivamente in R e in X, hanno somme indipendenti dall’enumerazione
considerata e vale (28.3).

Lemma 28.9 (disuguaglianza di Bessel). Se {vn}n è un sistema ortonormale allora

∞∑
n=1

|⟨x|vn⟩|2 ≤ ∥x∥2 ∀x ∈ X.

Inoltre, data una successione (αn) ⊂ K, la serie
∑

n αnvn converge in X se e solo se
∑

n |αn|2 <
∞. In tal caso

(28.4)

∥∥∥∥∥∑
n

αnvn

∥∥∥∥∥
2

=
∑
n

|αn|2 .

Dimostrazione. Per il teorema di Pitagora∥∥∥∥∥
k∑

n=1

⟨x|vn⟩vn

∥∥∥∥∥
2

=
k∑

n=1

|⟨x|vn⟩|2 ∀k ∈ N .
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Quindi∥∥∥∥∥x−
k∑

n=1

⟨x|vn⟩vn

∥∥∥∥∥
2

= ∥x∥2 − 2
k∑

n=1

Re
(
⟨x|vn⟩⟨x|vn⟩

)
+

k∑
n=1

|⟨x|vn⟩|2 = ∥x∥2 −
k∑

n=1

|⟨x|vn⟩|2

cioè
k∑

n=1

|⟨x|vn⟩|2 ≤ ∥x∥2 ∀k ∈ N

e quindi la tesi.

II parte. Poniamo

xk =
k∑

n=1

αnvn e βk =
k∑

n=1

|αn|2 ∀k ∈ N

Allora per il teorema di Pitagora

∥xk − xh∥2 = |βk − βh| ∀h, k ∈ N .

Quindi
∞∑
n=1

αnvn converge in X ⇔ (xk)k converge in X ⇔ (xk)k di Cauchy in X

⇔ (βk)k di Cauchy in R ⇔ (βk)k converge in R ⇔
∞∑
n=1

|αn|2 < ∞ .

L’uguaglianza (28.4) si ottiene applicando il teorema di Pitagora∥∥∥∥∥
k∑

n=1

αnvn

∥∥∥∥∥
2

=
k∑

n=1

|αn|2

e passando al limite per k → ∞. □

Dimostrazione del teorema 28.6. Fissato x ∈ X, sia αn = ⟨x|un⟩. Per la disuguaglianza di
Bessel,

∑
n |αn|2 < ∞. Per la seconda parte del lemma 28.9, la serie

∑
n αnun converge ad un

certo y ∈ X. Vogliamo provare che y = x. Si ha che ⟨y|un⟩ = αn = ⟨x|un⟩ ∀n ∈ N. Quindi,
posto V = span{un}n, y − x ∈ V ⊥. Essendo V un sottospazio denso in X, V ⊥ = {0}, cioè
y = x. □

Corollario 28.10. Ogni spazio di Hilbert separabile infinito-dimensionale X è isometricamente
isomorfo a ℓ2. Inoltre ogni base hilbertiana di X è numerabile.

Dimostrazione. Dato uno spazio di Hilbert separabile infinito-dimensionale X, per il teorema
28.5 X ammette una base hilbertiana numerabile {un}n. Introduciamo l’operatore T : ℓ2 → X
definito da

T (α) =
∑
n

αnun ∀α = (αn)n∈N ∈ ℓ2 .

Si verifica facilmente che T è lineare e, per il lemma 28.9 e per il teorema 28.6 è un’isometria
suriettiva. Dunque è un isomorfismo isometrico tra ℓ2 e X. Sia ora V un’altra base hilbertiana
di X. Per ogni n, k ∈ N sia

Vn,k :=

{
v ∈ V : |⟨v|un⟩| ≥

1

k

}
Per ogni sottoinsieme finito V ′ di Vn,k si ha che

1 = ∥un∥2 ≥
∑
v∈V ′

|⟨v|un⟩|2 ≥
1

k2
#(V ′)
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e dunque l’insieme Vn,k è finito e per ogni n ∈ N l’insieme

Vn := {v ∈ V : ⟨v|un⟩ ≠ 0} =
∞⋃
k=1

Vn,k

è numerabile. Quindi anche l’insieme
⋃∞

n=1 Vn è numerabile. Ma tale insieme è V perché per

ogni v ∈ V esiste n ∈ N tale che ⟨v|un⟩ ≠ 0 in quanto 1 = ∥v∥2 −
∑

n∈N |⟨v|un⟩|2. □

Vale più in generale il seguente fatto:

Teorema 28.11. Per ogni spazio di Hilbert X esiste uno spazio misurato (Ω,M, µ) tale che X
è isometricamente isomorfo a L2(Ω,M, µ). Inoltre due basi hilbertiane di X hanno la stessa
cardinalità.
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