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Voto

Esercizio 1 (9 punti) Sia σ : I → R2 una curva regolare p.r.l.a., e sia t : I → R2 la curva
dei versori tangenti a σ. Sia inoltre θ : I → R una funzione di classe C∞ tale che t(s) =
(cos θ(s), sin θ(s)) per ogni s ∈ I.

(i) Mostrare che la curvatura orientata k̃ di σ è data da θ′(s).

Supponiamo d’ora in poi che k̃ sia sempre positiva. Mostrare che:

(ii) θ è, a meno di traslazioni, la lunghezza d’arco della curva t;

(iii) il versore tangente alla curva t è il versore normale n alla curva σ;

(iv) la curvatura della curva t è identicamente +1.

Esercizio 2 (12 punti) Sia S = {(x, y, z) ∈ R3 | (x6 + y4 + 1)2 − z2 = 0}, e sia ϕ : R2 → R3 la
funzione definita da

ϕ(u, v) = (u, v, u6 + v4 + 1).

(i) Mostrare che S è una superficie regolare, e che ϕ è una parametrizzazione locale di S.

(ii) Calcolare la curvatura gaussiana di S in ogni punto di ϕ(R2).

(iii) Mostrare che l’applicazione f : S → S data da f(x, y, z) = (x, y,−z) è un’isometria di S in
sé.

(iv) Determinare la natura dei punti di S (ovvero quali punti di S sono ellittici, iperbolici,
parabolici o planari).



Esercizio 3 (10 punti) Sia S ⊂ R3 la superficie regolare data da

S = {(x, y, z) ∈ R3 | 4x2 + 9y2 + z2 = 1}.

Fissata un’orientazione su S, calcolare:

(i) l’integrale su S della curvatura gaussiana di S;

(ii) l’integrale su S della 2-forma ω = x2ydx ∧ dy + eyz cosx dx ∧ dz + eyz sinx dy ∧ dz.


