Geometria 3 — a.a. 2018-19

Esercizi 3 — Superfici nello spazio

Esercizio 1. do Carmo, Esercizio 2-5.1

Soluzione.
a. x(u,v) = (asinwucosv,bsinusinv, ccosu): ellissoide di equazione cartesiana

2 2 2
x Y z
—+=+==1
a? b2 2
1
05
R Rl L = 452
= 05

La superficie non ¢ di rotazione. Le curve u = costante sono ellissi oriz-
zontali di semiassi asinu e bsinu, perché la coordinata z € costante mentre le
curve v = costante sono semiellissi che hanno un asse lungo 'asse z e semiassi
Va? cos? v + b2 sin? v (sul piano zy) e ¢ (sull’asse z).

I parametri (u,v) variano in 0 < u < 7, 0 < v < 27. Le derivate parziali
Sono:

Xy, = (acosucosv,bcosusinv, —csinu)

X, = (—asinusinv, bsinu cos v, 0)
e il prodotto esterno e

Xy A X, = (besin? u cos v, acsin® usin v, absin u cos u)

= sinu(besin u cos v, acsin u sin v, ab cos u)

che si annulla solo per sinu = 0 e cio¢ u = 0,7 (fuori dal dominio). Quindi la
parametrizzazione & sempre regolare (naturalmente, non copre tutto l'ellissoide).
La prima forma fondamentale é:

E =x, - Xy = a®cos? ucos? v + b? cos® usin? v + ¢? sin® u
F =x, -%x, = (b* — a*) cos u cos v sin usin v

2sin? v + b% cos? v)

G =x, x, =sin’u(a

Il determinante EG — F? = ||x, A %, ||? & piuttosto complicato e non presenta
semplificazioni significative.



b. x(u,v) = (aucosv, businv,u?): paraboloide ellittico di equazione cartesiana
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La superficie non ¢ di rotazione. Le curve u = costante sono ellissi orizzontali
di semiassi au e bu, perché la coordinata z € costante mentre le curve v =
costante sono semiparabole con I’asse lungo ’asse z. Le due semiparabole per
v e v+ 7 si uniscono e formano una parabola sul piano di equazione (sinv)x —
(cosv)y = 0, con vertice nell’origine e asse 1'asse delle 2.

I parametri (u,v) variano in v > 0, 0 < v < 27. In questo modo la pa-
rametrizzazione non copre la semiparabola v = 0 e cioé la semiparabola sul
semipiano zz con x > 0 ('origine non e coperta). Si potrebbe pensare di mette-
re —oo < u < +00, 0 < v < m. In questo modo le curve v = costante sono delle
parabole intere, ma la funzione non risulta iniettiva, in quanto il punto (0,v) ha
sempre immagine l'origine.

Le derivate parziali sono:

x, = (acosv,bsinv, 2u)

X, = (—ausinv, bucosv, 0)
e il prodotto esterno e

Xy A Xy = (—2bu? cos v, —2au’ sin v, abu)
= u(—2bu cos v, —2au sin v, ab)
che si annulla solo per u = 0 (fuori dal dominio). Quindi la parametrizzazione

€ sempre regolare.
La prima forma fondamentale é:

E=x, %, =a’cos?v+b%sin®v + 4u

2

F=x, %X, = (b* — a*)ucosvsinv

G =x, - x, = u?(a®sin® v + b? cos? v)
Il determinante EG — F? = ||x, A x,||? & piuttosto complicato e non presenta
semplificazioni significative.



c. x(u,v) = (aucoshv,businhv,u?): paraboloide iperbolico di equazione car-

tesiana ) )
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La superficie non e di rotazione. Le curve u = costante sono iperboli orizzon-
tali, perché la coordinata z € costante mentre le curve v = costante sono semi-
parabole con ’asse lungo I’asse z. Osserviamo che poiché la coordinata z = u?

¢ sempre positiva, la parametrizzazione copre solo la parte del paraboloide che
sta sopra il piano xy.

I parametri (u,v) variano in —oo < u < 400, —00 < v < +00, perd in
questo modo 'origine non & un punto regolare in quanto la funzione non risulta
iniettiva: il punto (0,v) ha sempre immagine 'origine.

Le derivate parziali sono:

x,, = (acoshv,bsinhv, 2u)

X, = (ausinh v, bu cosh v, 0)
e il prodotto esterno e

Xy A Xy = (—2bu? cosh v, 2au® sinh v, abu)

= u(—2bu cosh v, 2au sinh v, ab)

che si annulla solo per u = 0 (fuori dal dominio). Quindi la parametrizzazione
& regolare tranne che nell’origine.

La prima forma fondamentale é:

E=x, x,=a’ cosh? v + b% sinh? v + 4u?
F =x, %, = (b* 4+ a*)ucoshvsinh v
G = x, - X, = u?(a*sinh® v + b? cosh? v)

Il determinante EG — F? = ||x, A x,||? & piuttosto complicato e non presenta
semplificazioni significative.



d. x(u,v) = (asinhwcosv,bsinhusinv, ccoshu): iperboloide a due falde di

equazione cartesiana
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La superficie non & di rotazione. Le curve u = costante sono ellissi orizzon-
tali, di semiassi asinhu e bsinhu, perché la coordinata z € costante mentre le
curve v = costante sono rami di iperbole che giacciono su piani verticali (pas-
santi per lasse z). Osserviamo che poiché la coordinata z = ccoshu & sempre
positiva, la parametrizzazione copre solo la falda dell’iperboloide che sta sopra
il piano xy. L’altra falda si ottiene ponendo z = —ccosh u, ottenendo in questo
modo gli altri rami di iperbole.

I parametri (u,v) variano in v > 0, 0 < v < 27. In questo modo la parame-
trizzazione non copre il ramo di iperbole v = 0 e cioe quello sul piano zz (anche
il minimo (0,0, 1), che si ottiene per « = 0, non & coperto). Le derivate parziali
sono

X, = (acoshucosv,bcoshusinv, csinhu)

X, = (—asinh usin v, bsinh u cos v, 0)
e il prodotto esterno e

.12 .12 . .
Xy A Xy = (—besinh® u cos v, —acsinh” u sin v, ab sinh u cosh )

= sinh u(be sinh u cos v, acsinh u sin v, ab cosh u)

che si annulla solo per sinhu = 0 e cioé uw = 0,7 (fuori dal dominio). Quindi la
parametrizzazione & sempre regolare.
La prima forma fondamentale é:

E =x, - x, = a®cosh? ucos® v + b? cosh? usin® v + ¢? sinh® u

F =x, -x, = (b* — a*) cosh u cos v sinh u sin v

G = x, - X, = sinh? u(a?sin® v + b? cos? v)
Il determinante EG — F? = ||x, A x,||? & piuttosto complicato e non presenta
semplificazioni significative.



Esercizio 2. do Carmo, Esercizio 2-5.2

Soluzione. Riscriviamo il testo per fissare le notazioni: la sfera S2 &
parametrizzata da

x(¢p,8) = (sin @ cos @, sin 0 sin ¢, cos )

e quindi ¢ ¢ la longitudine (angolo nel piano xy misurato a partire dal semiasse
positivo z) e 6 & la colatitudine (angolo sul piano xz misurato a partire dal
semiasse positivo z).

Il piano P, ha di equazione x = zcota. Possiamo riscrivere 1’equazione
come (sin )z — (cos )z = 0. Al variare di « si ottiene il fascio di piani di asse
l’asse y. Il piano P, e generato dai vettori

e; = (cosa, 0,sin o), ex = (0,1,0)
che ne formano una base ortonormale. La curva P, = S? & quindi la circonfe-
renza C, di equazione parametrica
~(t) = (cost)e; + (sint)es = (cosacost,sint, sin o cost)
Osserviamo che questa parametrizzazione € per arcolunghezza. Il meridia-
no M., ha equazione parametrica
0(0) = (sin @ cos ¢y, sin 0 sin g, cos 0)

dove 0 < # < w. Anche questa parametrizzazione e per arcolunghezza. Dob-
biamo dunque trovare il punto di intersezione fra queste due curve e calcolare
I’angolo S fra i vettori tangenti. Questi sono facili da calcolare

7' (t) = (- cosarsint, cost, — sin asin t)

8" () = (cos 0 cos g, cos O sin g, — sin §)
e ricordando che ||7/(¥)|| = ||6'(8)]| = 1, abbiamo
cos B =+/(t) - 5'(0)
Il prodotto scalare vale
v (t) - 6’ (0) = — cos acos pg sin t cos O + sin g cos t cos § + sin asin ¢ sin 0

e dobbiamo valutare questa espressione sostituendo al posto di t e 8 il valore che
hanno nel punto di intersezione. Denotiamo con ¢y e 0y i valori dei parametri
per cui y(tp) = 6(fy). Ci sono varie relazioni soddisfatte da to e 6y: per prima
cosa sostituiamo I’equazione parametrica di 6(0) nell’equazione cartesiana di P,
ottenendo

sin v sin 0 cos g = cos a cos Oy

e sostituendo cos a cos 6y nel primo termine della somma del prodotto scalare si

ha

v (to) - 6'(g) = —cos acos pg sintg cos By + sin g cos tg cos Oy + sin o sin g sin 6y
= — Cos (pg sin tg sin a:sin Oy cos o + sin g cos tg cos By + sin asin tg sin Oy
= sin arsin ¢ sin 6y [— cos? wo + 1} + sin g cos to cos Oy
= sin asin tg sin 6 sin® o + sin g cos tg cos O

= sin g [sin e sin ¢y sin O sin g + cos t cos )



Ora, eguagliando le componenti y e z delle curve v e §, si ha che nel punto di
intersezione vale

sin 0y sin g = sin t, cos By = sin a cos ty
e quindi

' (to) - 8'(6o) = sin g [sin asin tg sin O sin @g + cos tg cos by
= sin po[sin asin? ty + sin « cos? t)

= sin g sin «
Otteniamo dunque che per I'angolo 3 fra le due curve si ha

cos 8 = sin g sin «

Esercizio 3. do Carmo, Esercizio 2-5.5

Soluzione. Una parametrizzazione regolare della superficie S &

x(u,v) = (u, v, f(u,v))

La proiezione 7 : S — R? & una inversa differenziabile di x(u,v) e quindi, se
m(R) = @Q allora x(Q) = R. La fomula dell’area ¢

A(R) = //Q VEG = F? dudv

Calcoliamo percio la prima forma. Le derivate parziali sono

Xy = (170a fu)
Xy = (Oa la fv)

e quindi la prima forma fondamentale e:

E=x, -X,=1+ f>
F:Xu'xv:fufv
G:XU-Xv:1+f3

Il determinante EG — F? = (14 f2)(1+ f2) — (fufv)? = 1+ f2+ f2 e si ha quindi
la tesi (osserviamo che f, = f., f» = f,, cambiando i nomi delle variabili).



Esercizio 4. do Carmo, Esercizio 3-2.8

Soluzione.
a. S:z = x?+ y? paraboloide di rotazione. Poiché la superficie & un grafico,

possiamo usare come parametrizzazione

x(u,v) = (u,v,u* +v?)

sul dominio U = R2.

Xy N\ Xy

|30 A x| '

La mappa di Gauss e N = Le derivate parziali sono

xy = (1,0, 2u)
x, = (0,1,20)

il prodotto esterno &
Xy A Xy = (—2u, —2v, 1)

e quindi
1
N=——(—2u,—20,1)

V1 + 42 £ 402

‘*}-10_5‘_50 -ﬂ,g'f—-j-'w‘

La componente z € sempre positiva e quindi I'immagine & contenuta nella
semisfera aperta superiore. Per dimostrare che I'immagine ¢ tutta la semisfera
superiore prendiamo (z,y, z) nella semisfera superiore. La mappa di Gauss in

componenti e:

2u 2v _ 1

r=—-— = 2=m
V14 4u? + 402 Y V14 4u? + 402 V14 4u? + 402

e si possono ricavare u e v

xz Yy
2z’ 2z

u =

Quindi tutti i punti della semisfera superiore sono immagine del dominio U.



b. S : 2?2 +y? — 22 = 1 iperboloide di rotazione. Poiché la superficie & una
superficie di rotazione, abbiamo la parametrizzazione

x(u,v) = (coshu cosv, coshu sin v, sinh u)

sul dominio U = R x (0, 27).

Xy N\ Xy

La mappa di Gauss e N = Le derivate parziali sono

|30 A x| .

x,, = (sinh u cos v, sinh u sin v, cosh «)

X, = (— coshusin v, cosh u cosv, 0)
il prodotto esterno e
X, A X, = (— cosh? ucos v, — cosh? usin v, cosh u sinh u)

e quindi
B 1
\/ cosh? u + sinh? u

N (— coshu cosv, — cosh usin v, sinh u)

L’immagine ¢ quindi la parte della sfera contenuta fra due paralleli. Per
trovare la coordinata z di questi paralleli, basta calcolare il limite della compo-
nente z del vettore N:

lim sinh u _ 4 Q

u—rtoo \/cosh2 u + sinh? u 2

Il limite & immediato scrivendo sinh u e cosh u in termini di funzioni esponenziali.



2 . . N . .
c. S : 22+ y? = cosh®z catenoide. Anche la catenoide & una superficie di
rotazione e abbiamo la parametrizzazione

x(u,v) = (coshu cos v, coshusinv, u)

sul dominio U = R x (0, 27).

Xy N\ Xy

La mappa di Gauss ¢ N = Le derivate parziali sono

|30 A x| .

X, = (sinhu cos v, sinhusinv, 1)

Xy = (— coshusin v, coshu cosv, 0)
il prodotto esterno e
Xu/AX, = (— coshu cos v, — coshu sin v, cosh usinh u) = cosh u(— cos v, — sin v, sinh u)

e quindi
1

= ———(—coshucos v, — cosh u sin v, sinh )
coshu

La mappa sembra non essere suriettiva (nel disegno, c¢’¢ un piccolo buco
intorno al polo Nord). Calcoliamo come prima il limite della componente z del
vettore N:

lim ——— =41
u—+oo cosh u

e quindi I'immagine & la sfera meno i poli Nord e Sud.

Esercizio 5. do Carmo, Esercizio 3-2.16

Soluzione. Ricordiamo che per definizione, una linea di curvatura e una
curva tracciata su una superficie che ha direzione tangente, in ogni punto, uguale
ad una direzione principale di curvatura (do Carmo, cap. 3-2, definizione 5).

In realta, 'enunciato da dimostrare per questo esercizio € un caso particolare
di un fatto piu generale



Proposizione (do Carmo, cap. 3-3, Esempio 4). Se S ¢é una superficie di
rotazione, allora © meridiani e © paralleli sono linee di curvatura.

Dimostrazione. Sia S parametrizzata da
x(u,v) = (p(u) cos v, p(u) sin v, (u)

dove a(u) = (p(u),0,9(u)) & la curva nel piano xz che viene ruotata intor-
no all’asse z. La curva non incontra l'asse z e quindi ¢(u) > 0. Inoltre
possiamo supporre che a(u) sia parametrizzata per arcolunghezza e quindi

¢ (u)? + 9’ (u)? = 1.
I vettori tangenti ai meridiani e ai paralleli sono, rispettivamente, x, € x,.
Dobbiamo percio verificare che la matrice di N, & diagonale nella base {x,, X, }.
Calcoliamo (senza scrivere la variabile u per brevita):

X, = (¢  cosv, ' sinw, )
X, = (—¢sinv, p cosv,0)
e il prodotto esterno e
Xu A Xy = (=0 cos v, —pt sin v, o)
= (=’ cosv, —1' sinv, @)
Dividendo per ¢, osserviamo che il vettore &€ di norma costante 1 e quindi
N = (=’ cosv, =4’ sinwv, ')
La prima forma fondamentale e:
E=x. %= () + @) =1
F=x, %x,=0
G=x, X, =’
Le derivate seconde sono
Xuu = (@H COS v, QON sinv, W’)
Xyup = (—¢ sinwv, ¢’ cosv, 0)

Xyy = (—pcosv, —psinwv, 0)
e la seconda forma fondamentale é:

e:N'qu:_@//w/‘f’@/w//
f:N'Xuv:()
g:N'XUU:@d}/

Dunque:

/Y 1000
dez—I;1~11p:_(1 0 )( ¢"Y + o'y 0)

0 1/¢° 0 e
_QDHw/ +<le// 0
T ( 0 v/ W)
¢ diagonale come richiesto. O
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Esercizio 6. do Carmo, Esercizio 3-3.1

Soluzione. La superficie ¢ un grafico e usiamo la parametrizziazione
x(u,v) = (u,v, auv)

sul dominio U = R2. Calcoliamo:

xy = (1,0, av)

xy = (0,1, au)
e il prodotto esterno e

Xy A Xy = (—av, —au, 1)
e quindi
1

N= (—av, —au, 1)
1+ a?(u? +v?)

La prima forma fondamentale é:

E=x, x4, =1+ a*?
F =x, %, = a?uv

G =%y Xy =1+ a’u?

Le derivate seconde sono

Xuu = (0,0,0)
Xuv = (07 0, Cl)
Xov = (Oa 07 0)

e la seconda forma fondamentale é:

g=N-x,, =0

Nell’origine, u = v = 0 e quindi

1 0 0 a
G0 ()

=1 o 0 a
—dN, = I " 1T, = (a 0)
percio K = det(—dN,) = —a? e H = tr(—dN,,) = 0.

Esercizio 7. do Carmo, Esercizio 3-3.2

Soluzione. Leggere la soluzione sul do Carmo.

Esercizio 8. do Carmo, Esercizio 3-3.3

Soluzione. Leggere la soluzione sul do Carmo.
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Esercizio 9. do Carmo, Esercizio 3-3.5
Soluzione. La superficie di Enneper da studiare ha parametrizzazione

u? v3
x(u,v) = (u — — +uv?,v — 5 +ou? u? — v?)

sul dominio U = R2. Calcoliamo:
Xy = (1 —u? +v?, 2uw, 2u)
X, = (2uv,1 — v + u?, —2v)
e il prodotto esterno e
Xy A Xy = (—2u(1 +u? + %), 20(1 +u? +0v?),1 — (u? +v?)?)
La prima forma fondamentale & (dopo aver raccolto):

FE=x, -x, = (1 +u?+40?)?

F=x, x,=0

G =xX, %X, = (1 +u?+0?)?
e quindi

%y A%y || = VEG — F2? = (1 +u® + v?)?

Le derivate seconde sono

Xuu = (—2u, 20, 2)
Xuo = (20,2u,0)
Xpp = (2u, —2v, —2)

e la seconda forma fondamentale é:

e=N- xXyy =2
f=N-x,,=0
g:N'va:_Q
Calcolando K e H si ha:
K eg — f? B —4

 EG-F?2  (1+u?+v2)*
1 —2fF E

o leG-2fF+gE

2 EG- F?
e le curvature principali sono le soluzioni di t? — Ht + K = 0 e si ottiene percio

2

klo=dt—-———
1.2 (14+u?+02)2

Poiché le matrici della prima e della seconda forma sono diagonali (F' = f = 0),
anche il differenziale della mappa di Gauss ¢ diagonale nella base {x,,x,} e
quindi le linee coordinate sono linee di curvatura.
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Esercizio 10. do Carmo, Esercizio 3-3.14

Soluzione. Conviene pensare la curva nel piano zz (invece che zy) e poi
traslarla in a(u) = (u,0, (u+ 1)3), cosi la stiamo ruotando intorno all’asse z.

La curva non ¢ parametrizzata per arcolunghezza e quindi rifacciamo i calcoli
come nell’esercizio 5. La superficie S € parametrizzata da

x(u,v) = (ucosv,usinv, (u+ 1)%)

Calcoliamo:

X, = (cosv,sinv, 3(u + 1)?)

Xy = (—usinv,ucosv, 0)

e il prodotto esterno e

Xy A Xy = (=3u(u + 1)2 cosv, — — 3u(u + 1) sin v, upy’)
= u(—3(u+1)?cosv, —3(u+ 1)*sinwv, 1)
1
N=——(-3(u+1)*cosv, =3(u + 1)*sinv, 1)

V14+9(u+1)4
La prima forma fondamentale é:
E=x, %X,=1+9u+1)*
F=x,-%x,=0

2
G=%X, Xy =1

Le derivate seconde sono

Xuy = (0,0,6(u+ 1))
Xup = (—sinv, cosv, 0)

Xy = (—ucosv, —usinwv,0)

e la seconda forma fondamentale é:

e:N~xuu:M
14+9(u+1)4
f=N-x,,=0
2
g=N-x, = 3u(u+1)

V1+9(u+1)*
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Nei punti che ci interessano si ha ©u = —1 e quindi

_ 1 0\/0 0

dez—Ipl-Hp:—<O 1) (o 0)
(0 0
“\o o

e quindi i punti sono planari.
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