19

6 Distribuzioni (funzioni generalizzate)

Di cosa si tratta? Le distribuzioni sono funzionali continui su opportuni
spazi di funzioni. Generalizzano il concetto di funzione, nel senso che qualsiasi
funzione localmente integrabile (in particolare, continua) puo essere identifi-
cata con una distribuzione e che molte operazioni standard sulle funzioni si
estendono alle distribuzioni. Per questo motivo, le distribuzioni sono anche
chiamate funzioni generalizzate. Per alcuni aspetti, le distribuzioni si compor-
tano addirittura meglio delle funzioni. Per esempio, qualsiasi distribuzione puo
essere (parzialmente) derivata tutte le volte che si desidera. Questo rende le
distribuzioni un ambiente molto adatto allo studio delle equazioni alle derivate
parziali.

Nel seguito €2 denota un sottoinsieme aperto di R” con n > 1.

Scriveremo K cc () se K & compatto e K < ).

Ricordiamo che un multi-indice & un vettore a = (aq,...,q,) con a; € {0,1,2,...}. Per una
funzione f = f(x) = f(x1,...,z,) di classe €V () si scrive!
f=05f=03 00 f = oy (“a-derivata parziale”)
. T 1 Ty 5I?l e 5’;[’%” ;

con |a| = |ag|+...+|a,| < N. Siscrive anche, per z € R", o« € Ny multi-indice, 2 := x7" -

dove & sottinteso I’abuso di notazione 2 = 1 per ogni = € R.

. rQn
x,",

6.1 Le funzioni test

Il supporto di una funzione continua f : R" — C e I'insieme

supp f = e e R f(2) 01

6.1 Esempio. a) f(z) = max{l — 2% 0} = supp f = [-1,1].
b) f(x) =sinz = supp f = R.

6.2 Definizione (Spazio delle funzioni test). Definiamo

2(Q) = {p € €°(R") | supp ¢ =< Q}.

2(9) & uno spazio vettoriale (con la solita addizione di funzioni e la solita moltiplicazione di
funzioni per numeri complessi). Infatti,

supp (¢ + 1) S suppp U suppv,  supp (Ap) S supp¢p (AeC).

'L’ordine di applicazione delle derivate parziali in 6% f non & rilevante, grazie al Teorema di Schwarz, per le
ipotesi f € €V (Q) e |a] < N.




20 6.2 Distribuzioni

Si nota che 2(Q) € 2(Q) = 2(R") per Q < €.

/\

6.3 Esempio (Mollificatore). p(x) := {

E—n

Con ¢ := f p(z)dx sia p.(z) = Tp(%), e > 0.

= 0<p.€ 2(R") consuppp ={x | |x| <e} e f pe(x)de = 1.

6.4 Lemma. Sia K cc Q. Esiste pe 2(Q) con0< ¢ <1 ep=1inun intorno di K.

6.5 Definizione. In Z(R") definiamo le norme | - |;, 7 =0,1,2,... da

[9l; ;= max_ |o7¢(x)]

zeR, |af<j

6.6 Definizione. Una successione (¢)r S Z(2) si dice convergente a ¢ € D(Q2) se
i) IKccQ Yk: suppop S K,

ii) [ ox — ¢l ; 22525 0 per ogni j = 0,1,2,.

Scriviamo ¢y, Linas:N ¢ oppure klim O = @; st nota che allora anche supp ¢ € K.
—+00

Condizione i) significa che 0%¢y, LinasN 0%¢ uniformemente in R" per tutte a.

6.7 Lemma. Sia e Nj e ¢ Limas:N ¢. Allora 0° ¢y, LEAL:N 8.

6.2 Distribuzioni

6.8 Definizione. Una mappa T : 2(Q2) — C si dice distribuzione in/su §) se

i) T é lineare.

i) Per ogni successione (¢r)r convergente in 2(2) vale lim T'(¢y) = ( lim (ﬁk).
k—-+c0

k—+o0

Definiamo

2'(Q) ={T: 2(0) > C| T distribuzions}.

Si nota che 2'(Q2) ¢ uno sottospazio dello spazio vettoriale delle mappe lineari 2(2) — C.
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6.9 Teorema (Disuguaglianza di controllo). Sia T : 2(Q2) — C lineare. Le segquenti
affermazioni sono equivalenti:

a) Te P2'(Q)
HVKccQ 3IC=CE)=0 3j=j(K)eN V2. . IT(¢)| < Clgl;

supp ¢S K °

6.10 Definizione. T € 2'()) si chiama distribuzione di ordine finito se nel Teorema
6.9, b) si puo scegliere un j simultaneamente per tutti i K cc Q. Il j pit piccolo possibile
e detto ordine di T'.

6.11 Esempio (Distribuzioni regolari). Sia f € LL (), cioé

loc

J |f(x)]dx < +o0 VK ccQ
K

(f si dice localmente integrabile). Allora

Ty 9(9) > C. Ty(o) = Lf(a:)aﬁ(:c) dx

¢ una distribuzione di ordine 0. Ty ¢ detta distribuzione regolare, f € la densita di Ty.

6.12 Teorema. Sia f localmente integrabile in 2. Allora
Ti(p) =0 VoeD(Q) < f=0 quasi ovunque in Q.

In particolare, la densita di una distribuzione regolare é determinata unicamente (quasi
ovunque).

6.13 Esempio (Distribuzione §, distribuzione di Dirac). Definiamo

(6: 2(R") > C: ¢~ 6(p) = ¢(0).

Allora 6 € 2'(R™) di ordine 0 non é una distribuzione regolare.

1
loc

6.14 Esempio (Valor principale di 1/x). x +— 1/x non appartiene a L
definisce una distribuzione regolare su R. Comunque

‘T((b) = lim (@) dzx, v e Z2(R),

0t IR\[—ee] ¥

(R), quindi non

1 1
definisce T € 9'(R), detta valor principale di 1/z. Si scrive anche pv-— o vp—.
T T
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6.15 Definizione. Una successione (Ty,), < 2'(Q) si dice convergente a T € 2'(Q) se

T(¢) =25 T(g) Y oe 2().

k—+00 5

6.16 Esempio. T,

P1/k

6.3 Prodotto di distribuzioni e funzioni di classe ¥~

Siano f € L}, (Q) e a € €*(2). Allora T} e T,; sono distribuzioni regulari e

loc

T.4(6) = | ola)f(@)ole) do = Ty(as).

Q

Si osserva che il secondo membro ha senso per una distribuzione generale T'. Cio suggerisce la
definizione successiva.

6.17 Teorema (e Definizione). Siano a € €*(Q2) e T € 2'(Q2). Allora

(@T)(¢) = T(ap),  ¢€ D(Q),

definisce una distribuzione aT € 2'(2).

6.4 Derivazione di distribuzioni

Sia f € €'(R). Allora Ty, Ty sono distribuzioni regolari. E naturale definire la prima derivata
di T come T'. Osserviamo

170 = [ P d

= f(z)o(x)

N——

:j+: - Jj: f(@)d (x)de = =Ts(¢) V¥V oe 2(R).

T—

—_
=0
Mentre T (¢) ha senso solo se f ¢ differenziabile, I'espressione —T(¢') ha senso per una qualsiasi

funzione f e, di piu, possiamo sostituire 7} con una qualsiasi distribuzione 7T'. Questo ci porta
a definire 7" € Z(R) con T'(¢) = —~T(¢').

6.18 Teorema (e definizione). Sia T € Z'(R) e k € N. Allora
T0(9) = (-)'T(@") Ve I(R)

definisce una distribuzione T™®) = c;‘lz—kkT € 2'(R) (la k-esima derivata di T).
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Se f € €*(R), allora (T})*®) = Tju, ciot si ottiene la derivata usuale. Se f e una funzione non
necessariamente derivabile, (T;)*) si dice k-esima derivata debole oppure k-esima derivata nel
senso delle distribuzioni di f. In generale, la derivata debole non & una di-stribuzione regolare.

6.19 Teorema. Sia f una funzione di forma

fz) = {g(x) N g€ €' (w0, +0)), he L ((—o,m0))

h(z) :xz<xzo

(come f ¢ definita in xo non importa). Allora

R R VR A [ B

Si nota che g(xg) — h(xg) = f(zo+) — f(xo—) & Ualtezza del salto di f in xo.

Il teorema precedente si generalizza a funzioni con piu di un salto:

1—22 —1l<z<l1
v v . Derivare T :

6.20 Esempio. Sia f(x) = |2 — 1] =
-1 :|z/>1

2z :—l<z<l
Prima derivata: (Ty) = Ty, f(z) = v v
20 iz >1
-2 —l<xz<l
Seconda derivata: (T)" = (Tp)" = T + 461 + 401, f(x) = {2 ] 133
x| >

Terza derivata: (Ty)" = (Tpn)' + 467 — 40" | = 461 — 40_1 + 48] + 40",

Un operatore a coefficienti costanti di secondo ordine

2

d
P=aw+b@+c (a,b,ce(C)’

si puo pensar come operatore lineare nell’ambito delle distribuzioni:

(P:2'(R)— 2'(R), PT =al"+bT" +T.|

Le soluzioni dell’equazione omogenea aT” + bT" + ¢I" = 0 sono le ben note soluzioni classiche
y € €*(R), cioe le distribuzioni regolari T}, con ay”+by'+cy = 0 (non ci sono soluzioni aggiuntive
in 2'(R) — per le equazioni a derivate parziali invece alle soluzioni classiche si aggiungono nuovo
soluzioni distribuzionali). Dimostriamo questo fatto per equazioni di primo ordine:

Teorema. Siano [ = («,3), f€ €(I) e T € P'(I) con T' + bT = Ty. Allora 3 y € €'(I)
tale che y'(z) + by(z) = f(z) in I e T =T,.
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Si dice equazione impulsiva un’equazione non-omogenea del tipo

(" + 4T + T =5, Se7(R),

con S una distribuzione non regolare. Tutte le soluzioni sono della forma T' = T}, + f, dove y ¢
la generica soluzione dell’omogenea, e T' & una soluzione particolare di PT = S.

6.21 Definizione. Ogni soluzione dell’equazione PT = ¢ é detta soluzione fondamentale
per ['operatore P.

6.22 Teorema. Sia P come sopra con a + 0. Sia x5 € R e y la soluzione classica
dell’equazione Py = 0 con y(zo) =0 e 3/ (xo) = 1/a. Se

o) — {O C T < T

y(x) x> x

allora PTy = 6y,. In cazo xo = 0 si ottiene una soluzione fondamentale per P.

6.23 Esempio. Cerchiamo una soluzione fondamentale di Py = y" —y' —2y. Alloraa =b =1,
c=—2exg= 0. Polinomio caratteristico:

pAN) =X =-A—-2=A+1)(A-2).
Quindi
y' —y —2y=0 < y(zr) = Ae™® + Be**, A,BeC.

Determinare A e B :

y(0) =0 < A+ B =0,

y'(0) =1 < —A+23=1} = A=-1/3, B=1/3.

0 <0
(e —e?) x>0

Risulta la soluzione fondamentale Ty con f(x) = {

W=

6.24 Esempio. Cerchiamo una soluzione di Py = y" — 4y’ + 4y = 65. Allora a = 1, b = —4,
c=4 e xqg= 2. Polinomio caratteristico:

p(N) =N =4 +4=(\—2)>2

Quindi
y' — 4y + 4y =0 <= y(x) = Ae** + Bre**, A,BeC.

Determinare A e B :

y(2) =0 < Ae' +2Be* =0,

A=-2" B=e"
Yy (2) =1 <=>2Ae4+5Be4=1} - “ o ‘
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0 <2

Risulta la soluzione y =Ty con f(z) = {( 2) 2(z—2) 9
€T — e \T— X > 2.

6.5 Distribuzioni ed equazioni a derivate parziali

Sia T'e 2'(R"™) e a multi-indice. Analogamente alla Definizione 6.18,

0°T(9) = (-D)T(@9)  Voe I®").]

m
definisce la distribuzione 0*T € 2'(R"). Quindi un operatore differenziale P = >} a,0%, con
|ar]=0
aq € €*(R"), |a| < m, definisce un’applicazione lineare

P:92'R") — P'(R"): T PT = i a, (0°T).

la|=0

Consideriamo adesso degli operatori a coefficienti costanti, cioe tutti gli a, sono numeri comp-
lessi, |a] < m.

1 ae{2e,...,2e,}

0 :altriment:

6.25 Esempio. Conm =2 e a, = { risulta

n

k=1

1l cosidetto operatore di Laplace oppure Laplaciano.

2 =0 +... 02 = A,
1

6.26 Definizione. Le soluzioni dell’equazione PT = § sono dette soluzioni fondamentali
per loperatore P.

Se fe L. (R") e ¢ € Z(R"), allora

loc

(f = d)(x) = . fWolx —y)dy =Te(p(z —-)), xeR"

Questa relazione ci porta alla seguente definizione della convoluzione:

6.27 Teorema (e Definizione). Siano T € Z'(R™) e ¢p € Z(R™).

(T'=¢)(z) :=T(d(x—-)), =zeR",
definisce una funzione T x ¢ € €°(R™). Per ogni a vale 0%(T * ¢) = (0°T)+ ¢ = T+ (0“¢).
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6.28 Esempio. Vale 0 = ¢ = ¢ perché
0+ ¢)(x) =d(d(x —-)) = oz —0) = o(z),  zeR"

Se T' ¢ una soluzione fondamentale dell’operatore differenziale a coefficienti costanti P e u :=
T = ¢, si trova
Pu=(PT)+¢=5+¢=¢

(la prima identita vale perché P ha coefficienti costanti). Quindi T * ¢ fornisce una soluzione
dell’equazione a derivate parziali Pu = ¢.

6.29 Teorema (Malgrange-Ehrenpreis). Ogni operatore differenziale a coefficienti
costanti P ha una soluzione fondamentale.

6.30 Teorema. Il Laplaciano A in R* ha soluzione fondamentale Ty con f(z) =

1
e In |z|. Quindi una soluzione di Au = ¢ é
7r

1

@) =Ty(00) = | F)oe—v)dy = 5- | ot)Inle =l

6.6 1l supporto delle distribuzioni

Siano S, T € 2'(2) e U < Q aperto. Si dice

(S=TinU: < S(¢)=T(¢) VoeI(U)]

6.31 Lemma. Sia T'e€ 2'(Q) e Qp := vea U. Allora T = 0 in Qr.
{2} aperto,
T=0 in U

Quindi Qp ¢ il piu grande sottoinsieme aperto di ) dove T' = 0.

6.32 Definizione. Sia T' € 2'(Y). Il supporto di T é l'insieme supp T := Q\ Q.

6.33 Esempio. suppd = {0}.

6.34 Esempio. Sia Ty € 2'() una distribuzione regolare. Allora Q\supp Ty é il pin grande
sottoinsieme aperto di  su quale f = 0 quasi ovunque.



